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TRAITÉE 


DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


CONSTRUCTION DES TABLES. 


Nous avons exposé dans le volume précédent la théorie des Fonctions 
elliptiques et nous en avons fait l'application à plusieurs problèmes impor- 
tans de Géométrie et de Mécanique; maintenant nous allons nous occuper 
des tables qu'il est nécessaire de construire pour qe l’usage des Fonctions 
elliptiques puisse être introduit dans Kenalsse à Pinstar #e) Fonctions cir= 
culaires et logarithmiques. à 

Il ne peut être question de réduire en tables les fonctions de la troisième 
espèce, puisqu'elles contiennent deux constantes arbitraires outre la va- 
riable principale, et qu’ainsi il faudrait que ces tables fussent à triple entrée, 
chose tout-à-fait inexécutable. Nous rappellerons seulement, relativement à 
ces fonctions, 1°. que le cas des paramètres imaginaires se réduit toujours à 
celui des paramètres réels, 2°. que les fonctions complètes de ce genre s’ex- 
priment toujours par des fonctions de la première et de la seconde espèce; 
3°, qu'il y a une infinité de cas particuliers, déterminables algébriquement; 
où une semblable réduction peut avoir lieu; 4°. qu’on peut pareïllement 
trouver une infinité de cas où une fonction donnée de troisième espèce, 
est réductible indéfiniment à la première espèce; 5°. enfin, que dans tous les 
cas la valeur aussi approchée qu’on voudra de toute fonction de troisième 
espèce, peut être trouvée par des séries régulières et très convergentes. 

Toute la difficulté se réduit donc à construire des tables qui représentent 
les fonctions de première et de seconde espèce, calculées pour un nombre 
déterminé de valeurs, tant du module c que de l'amplitude @, afin d’en 
pouvoir déduire par datB bbLIEN s les valeurs des mêmes fonctions corres- 
pondantes à toutes valeurs données des quantités c et . 

Nous allons faire voir quels sont les moyens qu'on peut employer pour 


LE 


I 


2 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES. 


parvenir à l’exécution de la table générale que nous venons d'indiquer ; mais 
d’abord nous nous occuperons de la table des fonctions complètes qui est 
d’un usage plus fréquent et dont la construction ne présente pas de si 
grandes difficultés. 


MAMAN IAA AAA RAA AA AAA AAA A ANA AAA AAA UE VU BUG VER AAA AA VUE VV VB 


CHAPITRE PREMIER. 


ñ 


Du calcul des fonctions complites. 


643. Nous supposerons en général qu'on veut calculer les logarithmes des 
fonctions dont il s’agit jusqu’à 14 décimales, parce que ce nombre est celui 
que comportent les tables les plus étendues qui aient été publiées jusqu’à 
présent, savoir : l’Arithmetica logarithmica de Briggs et la T'rigonometria : 
Britannica du même auteur. Les exemples que nous apporterons dans cette 
hypothèse feront juger aisément des simplifications dont les calculs sont 
susceptibles, lorsqu'on ne voudra obtenir que dix ou un moindre nombre de 
décimales exactes. 

On verra bientôt que les mêmes données qui servent à calculer les fonctions 
F'e, E'c, servent aussi à calculer les fonctions complémentaires F'4, E'5; c’est 
pourquoi nous ne considérerons que les valeurs de c moindres que sin 45°. 
Lorsque le moule proposé sera plus grand que sin 45°, on échangera entre 
elles les lettres c et #, afin que c désigne toujours la plus petite des deux. 

Il faut d'abord former l'échelle des modules 6, «°, c*, etc. et celle de 
leurs complémens &, 4°, b°%, etc. ; maïs le nombre de termes à calculer varie 
suivant la grandeur du module primitif, et il importe d'établir des divisions 
générales qui fixent d’une manière précise le nombre de ces termes. 

644. Le but qu'on se propose étant d'obtenir autant qu'il est possible 
14 décimales exactes, si on est parvenu À un terme Æ# tel que. — log 24 
soit moindre qu’une demi-unité décimale du 14° ordre, alors on pourra 
regarder log &# comme nul, et à plus forte raison les termes suivanis log +1, 


log T2, etc.; ainsi #1 sera le dernier des termes 4 , 0°, 8%, dont il faut 
tenir compte.‘ | 


CHAPITRE I. 9 


La série des modules €, c°, «°°, etc. comprend toujours un terme de plus; 


elle devra par conséquent être terminée au module c“. La raison en est 


| I Ji , us, Gaar 
qu'on a alors “= (+ PT) sports et qu’ainsi le logarithme de #“T" est 
nécessaire pour composer la valeur de log c#. 

Passé le terme c#, 1l n’y a pas lieu de considérer le suivant c#TF1, parce 


qu'on aura sans erreur sensible c“T1= (14), et qu’ainsi la quantité 
108 -# ne change pas en mettant à la place de 
2e 08, [a 8e P mettant + 1 à la p té. 


Cela posé, il est facile de voir qu’on connaîtra les limites des différens 
cas, en commencant par déterminer la valeur du module c qui donne 
pour son complément log b= — L(10)7'4. 


Le module supposé c étant extrémement REUL on a d’une manière suf- 
fisamment exacte b—1— +0 et log b=—+mc(*); donc c —M(10)7"# 
erC (10) NT on 

log c— 3.1811078. 


S1 on assimile c au sinus d’un arc, on trouvera que cet arc n’est qu’une 
fracuon de seconde et qu’on a c= sin 0/0313. 


Il faut maintenant RREME de ge module irès petit pour former la suite 
des modules croissans €, c’, c”, cl”, etc.; c’est un calcul qu’on ‘pourra faire 


d’une manière MR nine eau pour notre objet, par une table à sept 
décimales seulement. 


21/C . : 
On aura d’abord c' =, ou simplement =24/c, ce qui donne 


1+c 

log c'=—6.8915839 et c’ = sin 0°2/40/70. 

Pouravoir c’'je fais c'=tang* +0, j'ai ltang20=—8.44579109,10=—1°35"55"58, 
8 3° 11/5156; donc €" — sin 3211/5156 et log c—8.7464836. 

Si on fait de nouveau c”—tang® 2 0/, on aura ltang 160 —09.3732418, 
2 0 — 13°17/18"8, 8 = 26°34/37"68 ; donc c/! = sin 26°34/37"68 et 
log c"" = 9.650698 r. 

Soit enfin c/’=tang® +0", on aura /tang 10"=—0.8253400, 28"=—33°46'40"15, 
0=67°33/20"30 ; donc c'"=sin6733/20/30 et log c"—=9.9657808. 


(*) Dans tous les calculs logarithmiques qui suivent, nous désignerons constamment 
par la lettre #2, le nombre connu 0.434209, etc. dont le logarithme est 9.6358 43113 00537 
et par la lettre M son inverse 2.302568, etc., dont le logarithme est 0. 3622 1 56886 99463. 


Les 


4 CONSTRUCTION DES ;TABLES ELLIPTIQUES, 


645. Il résulte des calculs précédens, 1°. que depuis c = sin 67°33" jus- 
qu'à c= sin 26°34' on devra se borner à calculer les quatre termes à, 6°, 
GR Dre et Mes ici to 02, "commet "OT 

2°. Que depuis c = sin 26°34! jusqu’à ce = sin 3°1 Us on n'aura à calculer 
que les trois termes D, b°, b®%, et les quatre c, c°, c°° y s 

3°. Que depuis c = sin 3°1 1” jusqu’à c — sin 0°2'40", il suflira de calculer 
les in termes &, 8°, et les trois c, c°, c®; 

. Que depuis ce = sin 0°2'/{0" jusqu’à c = sin 0"0313, il suflira de cal- 
ae le terme b, et les deux c, c°; 

5°. Enfin qu D MM pes Le Le e= sin 0/0313, on n’a besain que du seul 
terme c. 

Tel est le nombre des termes de la série des modules et de celle de 
leurs complémens, qu’il sera nécessaire de calculer dans les diflérens cas, 
pour obtenir 14 décimales exactes dans les logarithmes des fonctions F'c, 
E'c, F'6, E'5. Nous allons faire voir maintenant comment les calculs de 
ces modules peuvent être effectués de la manière la plus facile. 


Formation de l'échelle des modules. 


646. Connaissant les logarithmes de c et b, il s’agit de trouver ceux des 
termes FE A9 é et b°. Pour cela, soit x, l'équation be—2V (bc°) 


donnera x = tar (1— 2°), et en faisant p =  C Sn la valeur de x dé- 


veloppée en série régulière sera | 
| | ls 1349 | 

LEP: Ap° Jarre 3 6 5 = — 768: G4p° + etc. 
Mais ilimporte de calculer directement log x ; or la valeur ue es 
donne | 


dx bre 55} 3 .3.5 | 
RE te 


x ICE TEE 


d’où l’on tire en intégrant, 


——— 


#04 04 

Ces logarithmes sont hyperboliques; pour les changer en logarithmes vul- 
gaires, 1} faut multiplier les parties PIBÉRFARES par 3 c’est pourquoi fai- 
sant 


log x = log p — p°+< A Le RE T. gp — etc. 


P = mp? — 2 mpt + 22 mp° — elc., 


CHAPITRE I. | 5 


on aura log æ ou 
log c=—logp—P et log b——;P; 
ainsi On connaîtra à la fois log c° et log 0°. 

La même formule servira à calculer les termes c°° et d°°, au moyen des 
deux précédens c°, b°, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait formé l’écheile 
entière des modules dans les limites détérminées par Part. 645. 

Nous remarquerons qu’en supposant toujours qu’on veuille obtenir 14 dé- 
cimales exactes, la valeur de P ne comprendra jamais plus de trois termes ; 
on trouvera même que le troisième ne devient nécessaire que lorsque € est 
peu éloigné de la limite sin 45°; dans les autres cas, il suffira des deux pre- 
imiers termes 7p° — ? mpt, et souvent du seul premier terme mp°. 

647. Si la première valeur du module c est donnée sous la forme c= sin, 
et qu’en même temps l’angle O, ainsi que sa moitié, se trouve directement 
et sans interpolation dans les tables, alors on aura immédiatement les quatre 
modules c, b, c°, b°, par les formules 


c= sin 8, mhilido tang* >; At es 
2 

On calculera ensuite les termes c°°, b°® en les déduisant des termes précé- 
dens c°, d°, par les formules de l’article précédent. C’est ainsi qu’on a pro- 
cédé dans les calculs qui ont servi à former la Table générale des fonctions 
L'c, F'e dont nous parlerons bientôt. 

648. Si la valeur de c est donnée en nombres rationnels assez simples, il 
pourra être facile de trouver les valeurs logarithmiques de D, €, 89 au 


moyen des formules 
— b æ s . 20/b 
B=(i—e)(i+e), ee; pv, 

et pour cet effet on emploiera la ‘able connue qui donne jusqu’à 15 ou 
20 décimales, les logarithmes des nombres de r à 1161, ou même de 1 
a 1200. Les calculs seront encore plus faciles si la valeur de à est donnée 
immédiatement en nombres simples. | 

Si on ne connaît que log ce, dont le double sera log c*, on cherchera dans 
une Table ordinaire à sept décimales, un nombre qui approche de c? jus- 
qu’à la sixième ou la septième décimale; on transformera ensuite cette va- 
leur en fraction continue, afin d’obtenir une fraction ordinaire exprimée en 
nombres assez simples qui approche beaucoup de Ja valeur de c*. Cela posé, 
on appliquera la formule suivante qui sert à trouver facilement log (14 A), 
lorsqu'on connaît Log À : 
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log A = loga+r, 
log (1 E A) = log 


et pour faciliter le Glcul de. cétte Rene on fera 
log R= la + br + ir, 
et on aura 
log (1 ÆA)= log (r Ha) ÆR. 
Par le moyen de log c°, on connaîtra donc log (1 —c*), ou 2 log Ë; ensuite 
il faudra trouver log (1 +), ce qui se fera par l’application de la même 
méthode. Enfin connaissant log (1 + b ), on aura immédiatement les loga- 
rithmes de c° et b°, par les formules 
HE CCE à LP 
F {+}? ô 1 + 
649. Si on ne veut pas pousser l’approximation au-dela de dix décimales, 
Je calcul des premiers modules se fera sans difficulté par les Tables de Vlacq 
ou de Vega, en faisant les interpolalions nécessaires, et ayant égard aux 
secondes différences. On peut à cet effet suivre deux méthodes différentes. 
1°, Étant donné log c ou log sin 8, on cherchera l’angle 8 avec tout le 
degré d’exactitude que la Table comporte, c’est-à-dire en calculant les frac- 
“tions de seconde jusqu’à la cinquième décimale au moins; 8 étant connu, 
on aura par les interpolations ordinaires, les logarithmes des quantités à, 


2t/bc° 
c e 


&., b, savoir : b=— cos À, c = tane 20. bo — 
2 ? 2 * a “9 


Ces calculs pourraient être faits de la même manière, lorsqu'il s’agira de 
trouver c% et 0%; mais ils deviendraient plus compliqués, et les interpola- 
tions moins exactes à raison de la petitesse du nouvel angle 8. Il sera donc 
préférable alors de se servir de la méthode de l’art. 646. 

2°. Pour éviter les interpolations assez pémibles qu’exige la méthode 
précédente, on peut opérer comme il suit. 

L’angle 8 auquel répond / sin 8, tombe Ro entre deux angles de 
la Table, qui ne de entre eux que de 10”. Soit & celui des deux 
qui est multiple de 20", et soit | 

lsnmÿ=lsnæe+r; 
on déduira de à, 


des tl nn à: ee he A: 


l tang +0 = l tang à 


3 Mr tang* @). 


CHAPITRE 1. , 


Ainsi on connaîtra les logarithmes de b et de c°; ensuite on aura celui 
bc° 
de &° par la formule d° — AA 
Si l’on fait / cos 8 = / cos &æ — R, / tang + 0 — ltang+a+s, 
calcul des corrections R et $ ii pete fort simple par le moyen suivant. 
Soit r = r'tang* &, on aura 


log R = log ro, 
log S = log = + 27; 


Au reste il n’est point à craindre que les erreurs se multiplient dans ces 
calculs, puisqu'on suppose toujours 8 ou & < 45°. 


Formules pour le calcul des quatre fonctions F'e, E'c, F'h, E'2. 


650. Nous partons toujours de lhypothèse que l’on veut avoir les lo- 
garithmes de ces quatre fonctions, approchés jusqu’ à la quatorzième dé- 
DORA d’ailleurs on peut toujours supposer € < sin 45°. Cela posé, nous 
commencerons par le cas qui exige les plus longs calculs, celui où le module 
c est compris entre sin 42° et sin 26° 34"; alors l’échelle des modules doit 
être prolongée jusqu'aux termes 4°%, c°%%, inclusivement. Les autres cas 
seront susceptibles de diverses A blMications à mesure que le module c 
deviendra plus petit. 

Les valeurs de F'e, L'e se trouvent d’abord immédiatement par les for- 


mules 
et K, K— V (Gé), 


Froid en, Lies 


1d= & 63000 —! CFO SDL 


2 


Pour simplifier le calcul du coeflicient L, j'observe que les deux termes 
L c%c® (1 ++ oc) peuvent se réduire à un seul ; car on a d’une manière 


Ù 2 ç200 
suffisamment exacte, 1 Æ +.c°° — (1 + c°) = Li j: d’un autre 


x, 2V/c°90 bo0o 
CÔLÉ , ——— = ——, Donc 
c°° y/0°° 
Un L°2 Do0o 
L = (1 — 1 cc, Mere E—). 
b bee 
: ‘ . e : bcoo 
Ainsi faisant r = + c°c°, cs , On aura 


V/b° \ 
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Le 2 Pe(i—r). 


” Lorsque c est donné sous la forme sin 8, et que l’angle 8 ainsi que 36, se 
trouve immédiatement dans les Tables, on a plus smblétont 

_ = cos{ + 6. 
Tout se réduit donc à trouver log (1 — r), ce que l’on fera par la for- 
mule log (1—r)=— mr — 5m — + mr, dont il suffira de calculer 
trois termes au plus. 

Le premier terme mr de cette valeur peut être calculé avec une précision 
suffisante par des Tables à dix décimales ; car il ne peut avoir au plus 
que dix, chiffres significatifs : et quand même il y aurait une erreur d’une 
ou de deux unités sur le dixième chiffre significatif, qui sera au rang de 
la quatorzième décimale, cette erreur sera confondue avec celles dont les 
autres logarithmes sont susceptibles ; car en poussant l’approximation jus- 
qu'à la quatorzième décimale, on ne peut prétendre que la quatorzième 
décimale sera toujours exacte. 

651. Venons maintenant au calcul des fonctions complémentaires F', 


E'. Les formules des art. 72 et 92 donnent, après avoir échangé entre 
elles les lettres & et c, et en supposant u = Â, 


Meg murale pepoppoo 
F'2 = 57 108 = » Ke V(——) ; 


E'b =L'F'8 + Ds 


On voit d’abord qu’on a exactement K°=—K,, et qu’ainsi K’est déjà connu; 
ensuite pour changer les logarithmes compris dans ces formules en loga- 


: js ° 1 . À y s 4 
rithmes vulgaires, soit = = log ie ; ce logarithme tiré immédiatement 
de la série des modules, sera un logarithme vulgaire, et on en conclura 

F'b = KM. 


Pour calculer E', il faut connaître le coefficient L’; or les formules des 
art. cités, donnent, après les permutations convenables, 


P UE be c°9ç000 
L'= cÿe — 04/(betc®) — 0 (ETES) — etc. À 


Cette suite est fort convergente, mais on peut : donner une forme plus 
commode ; en effet, on a les équations 


CHAPITRE I. 9 
V/(bc°) = + bc, d’où résultent y(bc°c®°) = + bcy/c°, 
v/(b°c°°) — L b°°c° s VE co0c° me : ps Ve, 
00 2000 1 Zooco ,,00 be°c°°c°20°200 LR « ce. 
LA CE ne Fa 1? ÉRE -)=} bococc°et° 1/c 


etc. etc. 
donc à 


rade (e] 1 2 I 1 600 , 
L = cy/c —+c b° tic —— À c'c'DR OR — à c'c°c°°b°°4/ c° en ETC: 
Pour rendre cette expression tout à fait rationnelle, on substituera les va- 
C c° 
leurs y/c° — : (1H 0), ye°— mn (1e), etc.; et en observant qu'on a 


A Ton D Um + 


1 Lo? TH oc? etc: il viendra enfin 


ME Z( 1H )—Zrcc (1 — co) — à oc (1 — °°°) — etc., 
ou 
L'= Lo + E cc + à cc + Le cc°c°°c°% + etc. 
Comparant cette expression avec celle du coefficient L (art. go) qui sert 
à déterminer E'c, on trouve exactement L’ = 1 — L. 
Ce résultat aurait pu se déduire directement de notre théorème sur les 
fonctions complémentaires, savoir , 


= F'eEb+FEc— F'eFé; 
car en substituant dans cette équation les valeurs F'e = = K, Fi 6, 
E6= L' F6 + E , on trouve immédiatement 
L'=—1— L; 
ainsi on a une nouvelle vérification du théorème dont 1l s’agit. 
652. Il suffit, pour l’approximation que nous voulons obtenir, de prendre 
L'=: ce ( I + c° + . c°c°° + 3 cc°°0c°° 


mais ces quatre termes seraient peu commodes pour le calcul logarithmi- 
que, et on va voir qu'ils peuvent être réduits à deux. 


En effet soit y == 1 + + © HE cc + c°c%c°%, j'observe d’abordqu’on a 
1 + crie AVES ; doncr++c(ihce)=1+#+ pc, e 


J=Ii+ eo — ECC (1 à °° | 
NU 2 
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: : , % LPS 
La seconde partie de cétté valeur se réduit à un seul terme, parce qu'on 
a avec une exactitude suflisante, 


[ — 1° — (1 — 0°) — PACA dE 
y = E VE RUE + c°c°° Pl et PAT 6 


il en résulte 


Mais on a 


(it pe) = 14e paye — 2 


be 


et cette valeur se réduit ultérieurement à ue donc si on fait.... 


LV ; 
| b°b°o L b°o F. 
1h py/c°—<Q, on aura Cf =. 0° = K®. Na | et£ = K (x) . Cela 
posé, la valeur de y devient 


7 =E(i—: ni VEsvE) 


et le second terme se réduit à +. - 


VE 
=: LC K° 1e (: di, 06 Lidl (bo) ). 


_ Par ces’ transformations nôn-seulement la es de L' est réduite à deux 
tèrmes ; mais le second de ces termes reste toujours très petit par rapport 


= GE) ; donc enfin on aura 


au premier ; J’observe d’ailleurs que le facteur (0°°°)+, très peu différent de 
V'unité, peut être omis sans qu'il en résulte une erreur d’une unité déci- 
male du quatorzième ordre sur le log. de L', et encore moins sur celui 


de E'2. 
653. Cela posé, le calcul de E*'2 se fera par les formules 


Eb= £(I+A), 


A = 1 eK°F TR Ér (1 — 3 c°0°° 


Nous avons fait voir d’ailleurs comment du es connu de À on déduit 
log (r A); ces formules jointes à celles que nous avons déjà Gosse 


Saÿoir , ! 
Pre i a K TN TNT K al V5), 
4 Re 
Een Fer), ro, V7, 
V2 
F'b *7 KM | he "— Te log goove ? 


CHAPITRE TI. "r 


sont ce que l’analyse paraît offrir de plus simple pour calculer jusqu’à la 
quatorzième décimale, les logarithmes des quatre foncuons F'e, E?c, F'6, 
E'5, dans le premier cas de l’art. 645, c’est-à-dire lorsque le module c est 
compris entre sin 45° et sin 26° 34. 

654. Ces formules se simplifieront encore lorsqu'on voudra dbientr à une 
moins grande approximation, ou lorsque € sera plus petit que sin 26° 54", 
parce qu’alors il y aurait moins de termes à calculer dans la série des 
modules. 

Ainsi depuis c — sin 26° 34/ jusqu’à ce — sin 3° 11”, ou depuis © — 0.447 
jusqu’à c — 0.0558, on pourra faire b°% = 1, et prendre c°° pour le der- 
mer terme de la suite des modules, ce qui donnera 


b°pe9 3° 00 , 
K= 4/5) ? pre = ile. 
A — Le RK° FE (be) (x 5 Re 


Ces formules conviennent au second cas de l’art. 645. 

655. Le troisième cas à considérer est celui où c est compris entre sin 
3° 11° et sin 2/ 40", c’est-à-dire entre 0.0558 et 0.000776. Alors on pourra 
faire b° = 1, et prendre c® pour le dermier terme de la série des modules ; 
on aura donc pour déterminer F'c et E'c, les formules 


K= 4/5), Pomiak, | Elo t (id 00) 


Dans la dernière, le facteur 1 —+ c°°c*° qu’on peut représenter par (4°°)f, 
ne peut produire au plus que deux unités dans le quatorzième ordre de 
décimales, car la limite supérieure de c est déterminée par la condition 
que log b® n’est que d’une demi-unité de cet ordre. Ainsi, peu après cette 
1 
. . f e 1 0 ie 3.7. 
limite, on pourra négliger tout-à-fait ce facteur, et faire Etc = =. 
Dans le même ças, Les fonctions F'#, E'Z se calculent par les formules 


Fo = KM, h = 3 log # 


00 ? 


Eb=L(i1+A), A=:1ckKF. (Gi —) ; 


1 «Ce 00 
et on remarquera que le facteur xt VE 


unité décimale du onzième ordre : ainsi il devra être négligé si on se borne 


ne peut donner au plus qu'une 


3 
à dix décimales; alors on aurait simplement E‘ = x( Is c'K° F'2). 


2e 
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656. Ces formules sont déjà réduites à un tel degré de simplicité , 
qu'il serait presque inutile de faire mention des deux derniers cas de l’ar- 


cle 645 ; l’un où l’on peut faire & = 1, K — PTS ht à ESRE : 
4 


‘ 
FE L=; l’autre où l’on peut faire b= 1, K — 1, h=— log =. | 

Il ne reste plus qu’à faire voir dans quelques exemples, l’application 
des formules précédentes; nous commencerons par le cas où il faut ap- 
porter le plus de précision dans les calculs, mais qui offre plusieurs moyens 
de vérification ; et pour mieux juger de l’exactitude des formules, nous 


ne négligerons les décimales qu’au-delà du quinzième ordre. 
EXEMPLE IL C==sin 4D°. 


657. On aura € = tang” 22° 5 —=(y/2— 1), b = 2 =; ce qui 
donne d’abord les logarithmes suivans, 
C, D... 9.84948 50021 68010 
tang 22° 5... 0.601722 43146 62137...0°... 9.909351 18092 42113 
Met. 9-23444 86293 24274. 


Pour trouver les termes suivans c°® et b®, on calculera par la méthode 
de l’art. 646, d’abord p, ensuite les différens termes qui composent P, et 
que nous désignerons ici par 1), 2), 3). 


3 Css. 8.093341 86336 Go293 . p’.... 5.746653 09161 53 
(2c°)... 7.806683 72673 20586  : m.... 0.63778 43113 00 
De 9-:99351 18092 42113 1)... 5.38443 52274 57 
ANG 7.87332 54580 78473 p°... 5.740665 0916 

Le. 0.17009 1259 


ae A0 1 TETE 
_p*... 5.74665 09 

+... 0.940678 7 

D) 6e AOOÛ Le De 


D’aprés les logarithmes trouvés des trois parties de la valeur de P, le pre- 
mier terme 1) se trouve par des Tables à dix décimales, 0.00002 42345 64925; 
mais comme on pourrait craindre, dans ce cas, que la quatorzième déci- 
male ne fût pas exacte, et encore moins la quinzième, voici le moyen d’ob- 
tenir une plus grande précision. 


CHAPITRE I. . 19 


658. 11 s’agit de trouver le nombre À d’après son logarithme... 
5.388443 52274 57; je trouve dans les T'ables qu’en faisant & = 0.0000 2423, 


on à 
log a — 5.38435 34141 37, 
log A = 5.38443 52274 57, 


P— B110193,20, 
ce qui donne log A—loga+r; donc A = aellr, A—a= a( eMr — 1) 


M°r° Mirf 
— ae Mr (esMr _ e- 5 Mr) — aMrei Mr Ca +. ru + ° 5 ); et enfin, 


log (A—a)=— L(aMr) +: Aie  ( — en). 


Voici le calcul de cette formule : 


THERE 5.91282 40168 
RESTE" 5.38435 34141 
h1, Mo TO 0.360221 56887 
Pos AN 4 09067 
3: Mr°... 10 
A— a... 165943 40269  A—a= 0.00000 00045 64929 


A. 000002 423 
Â= 0.00002 42345 64929. 


On voit que la formule pourra, dans des cas semblables, être réduite aux 
deux premiers termes, de sorte qu’on aura log (A — a) = l(aMr) + +r, et 
Vusage en sera extrêmement facile ; d’ailleurs il suffit de calculer log (A — a) 
avec sept décimales, pour en ürer la valeur de À exacte jusqu’à la quinzième 
décimale. | 

659. Nous venons de trouver la valeur du premier terme 1) de P; les 
termes 2) et 3) s’obtiennent sans difficulté par leurs logarithmes : ainsi on 
en conclura 


1)... 0.00002 42345 64929 


2) — 20 28911 
3) + | 252 à | 
P — 0.00002 42325 36670 LP.... o.o0o001 21162 68335 


pe... 7.87332 54580 78473  b°®.... 9.909098 78837 31665 
c°... 7.087330 12255 41803. 
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Connaissant c° et 2%, on se servira de la même méthode pour en déduire 
c°% et b°%; mais la quantité P se réduisant à son premier terme mp*, le 
calcul se simplifie beaucoup. 


RC... 797227 12208 77822 Peu. 0.289010 915 

(2ewÿ.. 5.14454 24597 55644 Mes. 0-03778 431 

1:60, M br r60 6823 UP LT 9.926890 346 

Des a 5.14455 45760 23970 | 
Pmioit | . 84507 2P.... 0.000000 00000 42254 

AN ONE 5.14455 45759 39472 b°%,,. 9.909999 99999 57746. 


Il ne reste plus qu’à calculer le terme c°*%®, ce qui se fera simplement par 


la formule c°900 (+ c°°) 
2c°%,,. 4.843352 45802 75491 
9-68704 91605 50982 
| À 42254 
| c%00,.. 9.608704 91605 93236. 
660. Ayant formé ainsi l’échelle entière des modules, nous calculerons 
d’abord K. et F'e, comme il suit : 
se. 0.192091 49978 31990 
palier 9-09351 18092 42113 
b®..... 9.090998 78837 31665 
D... 9:99909 09909 57746 
K°..... 0.14401 46007 63514 
Ru 0.07200 73493 81757 
27... O.10011 98770 30153 
F'c.... 0.206812 72224 11010. 


Pour calculer ensuite E’c, on commencera par former le logarithme de r 
qu'il suffit ordinairement d'exprimer avec dix décimales, mais que pour 
plus de sûreté on peut porter jusqu’à douze; ensuite on en déduira les 
différens termes de log(r—r) se nous désignerons à l'ordinaire par 1), 


gi 3 ), 
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Ctrl: 8.46889 72586 485 
LCR T 797227 12298 778 
11/8... 30290 071 
4/00, .,., "4 211 
Pa ee ER 6.04117 15175 72 


15 
less. 6.:04117 15175 72 
t'a 4 9-+63778 43113 00 
2). 2.078050 58288 72 
brivine 5.74014 15 
54 RU 1.410909 79 
27...:. 2.080508 0 
op HP : 7.208417 7. 


La valeur du premier terme 1) se trouve par les Tables à dix décimales, 
0.0000/{ 77480 7077; pour la déterminer avec plus de certitude, et jusqu’à 
la quinzième décimale, on fera usage du moyen indiqué art. 658. 


Soit & — 0.00004 775, on aura 
log a —5.67897 33759 20 
log À —5.67895 58288 72 


| Le 1 79470 48 
HER BEC 5.24420 4064: 
MUC 0.36221 56887 
Ml. De 5.67897 33759 
Le vielle _ — 87735 


a—A.... 1.28538 43552. 


log À — log A es je 


log(a— A) =log(aMr)—;Àr. 
&— À — 0.00000 00019 29232 
&— 0.00004 775 
A— 0.00004 77480 70768 


On voit combien la première détermination de À, par les Tables à dix 
décimales, était approchée, et on en conclura que l’usage de ces Tables 
sera toujours suffisant dans les cas ordinaires, lorsqu'on ne veut pas obte- 


nir plus de quatorze décimales. 


Les deux autres termes 2) et 3) de la valeur fe: log (1—7r), se trouvent 
sans difficulté par leurs logarithmes, et on en déduit: le résultat suivant pour 


log E'c. 

| . 1)... 0.00004 77480 70768 
+ Se 26 24807 
1e 192 


I(1—r)=— 0.00004 77506 95767 


. 0.206812 72224 11910 
9.86246 13836 83:82 


Do2° + 
0.13058 86060 95692 
4 77906 95767 
E1c... 0.130954 08533 99925. 


661. On peut vérifier la valeur trouvée pour E'e par l'équation des 
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fonctions complémentaires qui devient dans ce cas 27 —92FE — F°, et 


d’où résulte E — EC + À), en faisant À = KF : 


K.... 0.07200 73453 81757 
F:.,. 0:260812 72224 TIOT0 


À.... 0.34013 45677 93667. 


D’après cette valeur de log À, on trouve aisément une fraction exprimée en 
nombres peu considérables qui approche beaucoup de A, cette fraction est 
55 = a. Prenant son logarithme avec quinze décimales, ainsi que celui de 

1269 5 
1+a— 398 ? et appliquant la formule de l’art. 648, on trouve ce qui 
suit : 


851... 2.094001 81550 07663 1269.... 3.103406 16220 94705 
398... 2.500988 30720 73688 398... 2.590988 30720 73684 


Asie 51094010 50829 33975 Ia... 0.50357 85500 21017 
Ab se. 45677 93667 1)— 3535 65354 
he 5151 40308 1-H+A.. 0.50357 81964 45663 
log À = loga—7r KR Rire 0.379303 73410 45738 
V'ArE 0.13054 08253 99929. 
Tan lee 3.71192 55333 
1Ha.... 0.50357 85500 
SA Mi 3.208034 69833 
RAA 0.34013 50829 
ire. | 808 | 
É Re LE 3.54848 19854. = 


On voit que la valeur trouvée pour log E'c s’accorde jusqu’à la quinzième 
décimale avec celle que nous avions déjà trouvée, ce qui confirme plei- 
nement. tous ces calculs. 

Il n’y a pas lieu de calculer dans cet exemple les valeurs des fonctions 
F'8, E', puisqu'elles sont les mêmes que celles de F'e et E'c; mais si 


on exécute ces calculs par les méthodes indiquées, on obtiendra deux nou- 
velles vérifications de nos formules. 


CN CHAPITRE L | .17 
ExEmPLE IL c=y2—1=tang sy. 


662. Cet exemple est compris dans le second cas de art. 645; ainsi il 
ne faut prolonger l’échelle des modules que jusques aux termes 2° et 
c°*; et d’abord nous supposerons qu’on connaît seulement log ce ...... 


— 9.617922 43146 6214, qui donne 
log c* = 9.23444 86293 2428. 


De cette valeur il faut déduire log à; pour cela on trouve d’abord la va- 


leur approchée «= 0.171573, laquelle, par les fractions continues, se 

169. oi a A ee a 0 
transforme en 985? soit donc c* = À et US A ce 
par la Table à vingt décimales , on trouve les logarithmes de a et de 1 — a 
comme 1l suit : 


169... 2.22788 67046 13673 816.... 2.91169 01587 53867 
985... 2.099343 62304 97611 985.... 2.099343 62304 97011 
CREER 9-23445 04741 16062 1—4a... 9.91825 39282 5625 
A...., 9.:23444 86293 2428 
USE 18447 9178 


Ensuite 1l faut appliquer les formules de Particle 648, savoir : 


# tes 3 A 4, CRT 
log À —loga—r, = —; 


log (1—A)= log (1—4a) +R, log R = log (ar')—:r; 


en voici le calcul : 


FANSTE CIE 4.265094 73549 1—@,... 9.091825 39282 5625 
T— Gi... 9:91825 39283 dr Rte, 3820 6987 
Fa EC 4.34769 34266 1 — À... 9.913825 43103 2612 
2 LC TAEME 923445 04741 Lee RAY 9-95912 71591 6306 
7... — 11134 
Rs 08. 3.58214 27873 


Il est aisé de vérifier cette valeur de log à ; car puisque c = ÿ2 — 1, 
il en résulte PB = 2/2—2= 26; 
SP à 3 
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Cosese 0:-01722 43140 6214 
2,45. 0.30102 99996 6308 


b.... 9.091825 43103 2612 
Haeit 9-95912 71551 6306 
ce qui s'accorde parfaitement avec le résultat précédent. 
Maintenant il faut avoir le log. de 1 + d, pour en déduire ceux de c° 
, n'É 152 ; 
et &° ; or en prenant pour à une valeur approchée telle que os trouvera 


les Jogarithmes suivans qui répondent à la valeur exacte de 2. 


146... 0.28107 42301 90515 19/8... 0.280590 35732 4551 
A NAT 9:61722 43146 G214 140... 0.28107 42401 90515 
Ye... 9.330415 00844 71625 b°.. HT Eu à 9:99951 93430 54995 


Cros 807230 01689 4325 


. Maintenant le calcul de e°° et D, et ensuite celui de c°*® , se feront 
par la méthode ordinaire comme il suit : 


AE 8.37127 01732 7927 Dresde 3.48604 20070 


(2e)... 6.74254 03465 5854 1OGRARE 9.637978 43113 
1:6°.... 0.00048 06569 45005 mp°.... 3.12382 63183 
NS 6.74302 10035 03545. S mp° — 1995 
Po. 1829 :92184 .! | P..... 3.12382 61188 
CREER 6.74302 08505 1136 : +P.... 0.00000 00664 96092 
0.30102 99996 6398 b®.,.,. 9.999909 99335 03908 


30%.... 6.441099 08748 4738 
2.838398 17490 9476 
664 9009 


c.,... 2.883098 18161 9085 


663. L’échelle des modules étant ainsi formée, on procédera à l'ordinaire 
pour avoir K et F'c: 
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. 0.046087 28448 3694 


0.099051 93430 54995 
9-99999 79335 03908 
0.04039 21213 0584 
0.02019 60606 9792 


. 0.1061r 98770 3015 
« 0.216031 59377 2807 


4° 


Pour avoir ensuite L'c, il faut chercher log (1-7) d’après la valeur 


FU de 
rico". Voici le calcul : 


Fe PR 7-34460 03359 log (1—r) = —R 
TER AS 6.441099 08748 log R = log rer + 2 mr 
1: 000. . 166 log mr = 3.424379 55406 
Do men 3.78659 12293 Lmr = 1329 
LRR RE 9.063778 43113 log R = 3.4543> 56735 
iQ 3.424 55406 R = 6.00000 03656 90284 
= a di Eee 9.96008 84690 “5307 
CPR CE 0.216031 59377 2807 
(i—7r).. — 2656 9028 
LCR TRE 0.176040 {1410 9086 


664. Maintenant le calcul de F'8 doit être fait par la formule F8 =KMk, 


1 


où l’on a À = >? log #., voici ce calcul : 


Ars ste 0.602605 09913 2706 
c0,,.. 2.883098 18167 9085 


8h= 771807 81751 37 il 
h = 0.906475 97718 9214 


ARTE 9-98441 91861 62678 
M..... 0.363221 56886 99465 
KE 0.02019, 60606 9792 


F'#.... 0.36683 09355 6oo6 


On peut vérifier cette valeur de log F'à, par la propriété des fonctions 
F', F'c, démontrée art. 85, laquelle donne F'b = y/2.F'c. En effet, 
si on prend la différence des logarithmes des deux fonctions, on trouve 


que cette différence répond à + log 2. 


Dale 
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F'b.... 0.36683 09355 6006 
F'e.... 0.216531 59377 2807 


o.15051 49978 3199 = + log 2. 
Le résultat est donc exact jusque dans la dernière décimale. 
665. Il reste à trouver log E'b, et pour cela il faut calculer log À par 


la formule À = ? RÉF E (6°) ( eu LT): mais d’abord faisant. .... 


1 — > nous chercherons log (1—r)——R, ce qui se fera par l'é- 
quation log R — log (mr) + à mr. ; 

RARE 8.57127101792.,8 À 0 Das ah : 8.93341 86336 6050 
30... 1044109 08748. 5 RU A ee 0.02019 60606 9792 

4.81326 10481 3 | y K.... 0.010009 80303 4896 

PA SAR 1009 80303 5 F'h..... 0.36683 09395 Goo6 
Fe tite 4.80316 30178 pb... — 166 2402 
ANR IS 9.603778 43113 93054 36436 4322 
1 TS ES 4.44094 73291 ALARME 27602 5185 
1 PDP dr AV 0:33054 08833 9137 


log R = 4.440144 87092 | | | 
De cette valeur de log A , il faut déduire log (1 A); c’est ce qu'on 
obtiendra aisément au moyen de la valeur approchée a — _ , qui donne 


1+a— 11, Voici le calcul d’où lon tire ensuite log É'2.. 


640 
137... 13672 05671 56407 res... 3.46272 56169 
640.... 80617 99739 83887 14., 0.08424 10448 
air SX 9-33054 05931 7252 rec..:219:37818: 45721: 
A GX 8833 9137 AUOT 0.33054 05932 


TI, 2902 1885 YA 1 10 


log A=loga+r ARE 2.700902 52848. 
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777... 89042 10188 00914 
640.... 80617 99739 8388; 


1 a.. 0.08424 10448 17027 


LR Sri 71163 
1 A.. 0.08424 10959 8819 
K..... 2019 60606 9792 


E'0.... 0.06404 50352 0027. 
On s’assurera aisément que cette valeur est la même qu’on déduirait soit 
de la formule E'b = ÿ/2 (Œ'e — cF'c), soit de la formule E'b = 
“oc. 


Fe 
Exempce IT c= sin 0, sin 20 —tme 10? 


666. Dans cet exemple qui se rapporte au troisième cas de l’art. 645, 
on ne donne directement ni la valeur de c, ni celle de à; il faut les dé- 
duire de l’équation sin 28 — tang* 15° ou 20c = tang* 15°. Voici le pro- 
cédé que nous emploierons pour cet objet. 


à 
De Péquation sin 28 ee tang* À; on tire cos Pr ES pee ) Soit donc 
3 | 
À = Lee Rs 2, on aura cos*0 — 1 (1 + À ): connaissant par cette équa- 


: : À Pie TND FD AN 
tion cos 8 ou b, on aura ensuite € par l'équation c — ——— Voici le 


détail des calculs. 

sin 15°... 9.412990 62305 6034 (cos 30°). 0.096876 53158 47925 
cos 15°. .. 9-98494 37781 0270 cos* 15°.... 9.096988 75562 0540 
tang 15°... 9.4280b 24524 6664 A...... A 9:09887 7796 42525 
tang? 10°... 8.85610 49049 ne 


Une valeur approchée de A:-est a — 7 ; elle servira à caloulés log. (1+A), 
comme 1l suit : 
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387... 58771 09650 r89r1 
388... 58883 17255 94207 
PAIE 9: 99887 92394 24704 
HSE 77596 42525 


r= 14797 82179 


log À = log a —r. 


RARES 417019 77928 
1H... 0.300406 09769 
T'AS na 3.86972 78159 
RAA à 9-99887 92394 
RANRET I | 3704 
SN 4.860860 66849 


775... 88950 17025 06310 
3884 4. 


. 58883 17255 94207 


r-+ a." 0.30046 99769 12103 
r)o#ans 7389 35761 


[+ À. 0.30046 92379 70342 
2....+. 030102 99956 63961 
ae RS 0 1251000 
DR} AUS 9:09971 96211 618 
DDR 0.30074 96168 2016 
tang* 15°, 8.85610 49049 3328 
BAIE 8.555355 52881 1312 


onnaissant les logarithmes de € € on trouvera par la méthode ordi- 
C t les logaritl d t d, L par la méthod ee 

naire, ceux de c°, b°, puis celui de °° , ce 
pour hole: + série des modules, Voici le calcul. 


LCisse 02040 000 AIIOI A 
(ce) .. 6.50865 05848 9828 
RAUNE 28 03788 4582 
6.50893 09637 4210 
452 52874 

DPRARUR 6.50893 09184 89226 
0.930102 99956 6398: 


L0.,4. 6.207090 09228 25245 
(sc). 241580 18456 50490 
Po 226 26437 
c.... 2.41580 18682 76927 


qui suflit dans le cas présent 


Pa LAi 44 3.01786 r93 
LT SOI 9-63778 431 
TD 2.605564 624 | 
SIMS — 7 
log P = 2.65564 617 

= P = 0.00000 00226 26437 
ko. la 9:09999 99773 73563 


667. L’échelle des modules étant terminée, on calculera comme il suit 


les quantités F'e, E'c. 
b° 
K.... 0.00014 01781 08691 


3 A... 0.109611 98770 30153 
log F'e= 0.196026 00551 38844 


7 ---. 0.00028 03562 17382 


(Or 


F 


KE 
I 


© 


b 
log 


. 0.109297 06989 21462 
226 26437 


É'c — 0.19597 97215 4790 
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Venons maintenant au calcul de F2, 1l se fera par l'équation F' = KM, 


\ # 
où l’on a A = logs. 


log Æ — 8.18625 81230 51035 RE o.31102 54430 50353 
h = 2.04656 45307 6276 M.... 0.36221 56886 99465 
, CLR 14 01781 08691 


log F5 — 0.67338 13098 58509 

log F'e — 0.196206 00551 38844 

log 3 = 0.47712 12547 10665 

On voit qu'entre les logarithmes calculés de F'# et F'e, la différence ré- 

pond exactement au logarithme de 3, ce qui s’accorde avec la propriété 
de ces fonctions. 

On peut encore faire voir que la valeur trouvée pour F'c satisfait exac- 


Sa 5° ; ) 3 
tement à l'équation F'e = = F' (sin 45°), donnée art. 155. 
27 | 


F' {sin 45°).... 0.260812 72224 11910 
FRS RE MR QE 0.30102 99996 63981 
CUIR ire l'atr 9-98494 37781 0270 
0.535410 09961 78591 
4 
Vian ee 0.357084 09410 39747 
log F'e — 0.109626 00551 38844 
valeur qui s'accorde parfaitement avec le résultat du calcul précédent. 
Il ne reste plus qu’à calculer le log. de ED; pour cela nous suivrons la 


formule de l'art. 655. 


x' 1-6°0P? 

HOT ANR 

F'2...,.. 0.67338 13098 5851 L(i—r) = — mr. 

3 c*...,.. 6,80968 05805 6226 bu 
sa hagate va 14 01781 0869 3 C°.0+.. 6.207090 09 
A AN AGTES 7 00890 54345 ACC PA ATEN 10 
MR ga LE — 013 DANS a 9-63778 43 
AS NLRTE 7.483827 21575 8289 mat K: — 7 01 
MARAIS ee 7.96038 70 


4 I me 
Une valeur approchée de A est 556; — £ 1+a— 5587: 


D 
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5604... 74849 81266 1374 
5587... 74717 86713 Gor7 


1ta.. 0.00131 94552 5357 


17... 23044 89213 7827 
5587.. 74717 86713 Gor7 


LE M 7.48327 02500 1810 

MASMEET 21575 8289 R...... 57 8670 
r = 1907 6479 | 1 A.. 0.00131 94610 4027 

| Koéasee 14 01781 0809 . 

OUR 'e 4.28047 92975 log E'b = 0.00117 92829 3158 

1 + a. 131 94553 

Dkaiss se He 27010 OH 

FRA 7.48327 02500 

ES SRU 9509 

HMS 1.790243 10431 


Les valeurs que nous venons de trouver pour E'c, E'6, peuvent être 
vérifiées par les formules de l’art. 158; ou tout à la fois par la formule 
Eb= 3E'c— 2F1( sin 45°). Voici le calcul de celle-ci : 


Etc... 0.109597 97215 4700 Ft sin 45°.. 0.26812 72224 1191 


4N SNA 0.479712 12547 1966 EL SEA 0.30102 09956 6398 
0.67310 09762 6756 0.56915 72180 7589 
ar, 1—a—= , 0.607310 09762 6796 

1—4.. 932807 65225 0905 À 5.48 oi 9-89605 62418 0833 

Hein + 17841 5697 di, HENRI 9-89605 67242 Go74 

1—AÀ.. 9.32807 83066 6402 LA=La—r.,.. r— 4824 5241, 
0.67310:09762 6756 re TeRs 3.68345 4480x 


E:b.'... o.00117 92829 3158 


valeur conforme au résultat 
déjà trouvé. 


1—4.. 9.32807 65225 
Tiens » aile DAS 200 70 
RE 9-89605 67243 


ar... 4.235143 46819 
+ NU — 11333 


R..... 4.25143 35486. 
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Exempce IV. Soit c=sin, et sin 20=1:(n—1Y, n— 2. 


668. Les fonctions calculées sur ce module jouissent de propriétés fort 
remarquables, ainsi qu’on l’a fait voir art. 162. Pour déduire c de la valeur 
connue de sin 28, soit sin 29—7, on aura 


6 
log sin Ê= log 37 +7 (2 7° +. L 4188. + te.) 


RD 


Soit encore (17 + ri Le ,) on jus log R = log 2) I 
Voici d’après cette formule le calcul du module € et celui de son complé- 
ment b = Z: 
2.C 
n—1...: 9.41484 14525 sot1t Mess. 9:33075 43156 36 
(n—1)f.. 7.650936 58103 16444 At . 4.11461 16379 77 
BH dl, 0.30102 099996 63981 ny"... 3.451306 59536 
sin 20.... 7.35833 58146 52463 sp 8482 
EX CE 7.0730 58189 88482 une 3.45136 68018. 
RCI OR 2827 26686 
Cie. e:017:0)790:01017 5168 
LE TR TE AR 9.090999 97172 73314. 


Connaïssant le module trés petit c, et son complément à, on en déduira les 
termes suivans de l’échelle, comme 1l suit : 


1e... 6.795627 61060 51187  p°.... 7.02510 409 
(EGP. 0301999 92121 02974 m.... 9.03778 431 


Lou. 2827 26686 P..... 6.66288 930 

BE GUAER 3.51255 24948 29060 + P.... 0.00000 00000: 00023 
Pr. ____—46  b°.... 9.099999 99999 99977 
HONOR 3.51255 24948 29014 = MP 0:19611 98770 30152 6 
EAU 3.211592 24991 65055 /5- . 0.00000 01413 63331 5 
(1cY.. 6.42304 49983 30066 ————— 

13 #20 23 F'c.,. 0.109612 00183 93484. 
LIBRES 6.42304 49983 30089. 


RUE. "RL 4 
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D’apres l’article 163, cette valeur de Fc doit satisfaire à l’équation. . 


ni) ns . Ltd re 
Fe = ( sn F° sin 15°, c’est ce qu’on vérifiera ainsi: 


nr... 0.354009 32673 80183 
(n+1}... 0.708138 65347 60366 


Him ne 0.71568 18820 79494 
diff...... 9.099250 46526 SES a 


F'sin15°., 0.20361 53657 1262 
Fo es 0.109612 00183 93492. 
Cette valeur s’accorderait avec la précédente jusque dans la 15° décimale, 
si on‘eût pris /F'sin 15°=—0.20361 53657 12612. 
HE Pour trouver la fonction E'c, on a la formule réduite E'e — 


. Etc Cr —r), ou simplement Étc= + Les 


b...... 909999: 97172 79314 
150%. 46 
F'c.... 0.109612 00183 93492 
Eche 0.190611 97356 66852. 


He K° 4 
La fonction KB se calculera par les formules h = + log Ut F1 us, 


I 4/7. 


4.... 0.060205 99913 27962 h..... 0.540958 Go704 10184 
c... 6.423804 49983 30089 M... 0.36221 56886 99463 
4h = 14.17901.49929 097873 | L 1413 63331 


h= 35 5 48 4168. a —————— 
| DA 374 < 49 re RE 001180 19004 72978 
| dr .. 0.109612 00183 93492 


Dir. .. 0.715968 1 8820 79486. 


La dre de ces deux ne mr à très peu près à 14 27; 
et'en effet on doit avoir exactement Fo = 3 3.F'c. 


I reste à calculer E'4 par les formules E ES (+4), Ac K° Fe hi 


né 
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Le. 381358 22077 66355 + 1R—L(1-+A)=—1m(A— +1 A"), 
Ka: 1413 63332 log R = L(mnA)—;mA. 
K°... 706 81666 i1+ A... 0.@o000 23076 36915 
F'5,.. o.91180 19004 72978  :K...... | 1413 03332 
. 4.72538 43202 84331 Eib.:..: 0.00000 21662 75583 | 


. 9:03778 43113 


. 436316 86316 
INA LUN 11538 


. 4.363 16 74778. 
Les valeurs de E'c , E'è pourront être vérifiées par les formules de l’art. 169: 
DRE AS 2 1N\p, A ee 
res sn LL Er 
PACS ONE 7 
E'b— (4 += RUE: bot ne 


et les résultats $’accorderont aussi exactement qu’on peut le désirer. 


AA AAA AAA AA AAA VU UE M VU AA AAA EUR AV ME VV VAR EAU AE ALU AE AAA AVR AA AA AAY 
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Construction et usage de la table des fonctions complètes. 


670. Ac moyen des méthodes précédentes on a calculé, pour toutes les 
valeurs de 8, de dixième en dixième de degré, les logarithmes des quatre 
fonctions F'c, F'b, E'c, E'5, approchés jusqu’à la quatorzième décimale, 
On a continué ainsi jusqu'a 15°; depuis 15° jusqu’à la limite 45°, on s’est 
borné à calculer ces logarithmes de demi-degré en demi-degré; on a ensuite 
interpolé les termes trouvés, en insérant quatre moyens entre deux 
termes consécutifs, de sorte que la table s’est trouvée construite dans son 
entier pour tous les dixièmes de degré de l’angle du module. 

Quoique les Se calculés directement doivent être en général 
exacts, au moins jusqu’à la treizième décimale inclusivement, on s’est con- 
tenté de marquer les différences comme si les fonctions F et E: n'étaient 
fee 
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calculées qu'avec 12 décimales. L’interpolation de 15° à 45° a été faite dans 
le même principe. 

Les formules dont on s’est servi pour cette mixpolaton, sont assez con- 
nues; cependant nous les rapporterens ici, afin qu’on puisse plus facile- 
ment vérifier nos calculs. 

671. La Table ayant été calculée pour Gin demi-degré, de 15 à 45 
degrés, supposons que pour une valeur déterminée jus æ, le terme A 
représente log F' ou log E', avec ses différences successives, comme il suit : 


a | A | d'A | ge | gva | «a 
Pour insérer quatre moyens entre deux termes consécutifs A, A J'A, qui 
répondent aux variables 4, & +1, en prenant pour unité des variables un 


demi-degré, je forme d’abord les différences moyennes successives, savoir : 


: DA s MA ; 


=+ d'A, 2, ua. CURE 


1000 
désignant ensuite par dA , d'A, d'A, dfA, les nouvelles dus de A qui 


auront lieu lorsqu'il y aura quatre moyens insérés entre A et À + PA ; 
on aura les valeurs suivantes de ces différences : 


CRAN EST GE 

ŒA = (a — 4a") — 2a", 

d'A — V, LEA 4 (a PA 4a"*), 

d'A = a'— a" — 2 (d'A + BA). 


Connaissant les différences dA, d'A, dA, d'A, on formera sans difficulté 
les quatre termes qui suivent A, et le cinquième qui devra être le même 
que le terme connu À + d'A, et qui servira ainsi à vérifier les calculs. Ces 
termes étant trouvés, on les terminera à la douzième décimale, en reje- 
tant les deux autres, et on les insérera dans la Table formée Fe dixième 
en dixième de degré; on y joindra en même temps les différences pre- 
mières, secondes, troisièmes et quatrièmes (sl y a lieu ) de ces nouveaux 
termes , lesquelles doivent s’accorder suivant une loi convenable , avec les 
différences précédentes; et si quelqu'anomalie s’y faisait remarquer, on en 
conclurait que dans le calcul d’interpolation il s’est glissé une erreur quil 
faut rectifier. 

672. Je remarquerai que lorsque les différences quatrièmes d'A sont 
assez grandes pour que les différences suivantes dSA aient quelqu’influence 


dans les interpolations, il conviendra de prendre d'A — L d\SA au lieu 
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de d'A, En effet, les termes À et À + d'A étant censés répondre aux 
indices T=0, X —=1, si on calcule le terme intermédiaire qui répond 
à l’indice x, la partie de ce terme due aux différences d'A, dA, sera 
T.L—1.LX—2.X— 3 nr 
Eee - UE. vi 1 4 5 
ED D 1 .(d' À + — S À ); 
d’où l’on voit qu'on peut tenir compte des cinquièmes différences, en pre- 


nant JA + A SA au lieutde. JA. Mais cornme d'A.est censé très 
petit par As à d'A, si l’on donne à x une valeur moyenne +, le 
terme Te d'A se réduira à — + d$A ; ainsi au lieu de d'A, on pourra 
prendre mi —— _ d'A, ce qui sera suffisamment exact pour les valeurs 


de x qui répondent aux quatre moyens, savoir, +, + 2, + 

Ce moyen a été employé surtout pour les valeurs de F'e, depuis 45° 
jusqu’à 65°; passé 65° il a fallu tenir compte plus exactement des cin- 
- quièmes différences, ce qui a été pratiqué de la manière suivante. 

673. On a fait d’abord le calcul entier de linterpolation, en ayant 
égard seulement aux quatrièmes différences. Ensuite pour tenir compte des 
cinquièmes différences, et jusqu’à un certain point des sixièmes , on a 
ajouté des corrections aux différens moyens insérés , savoir , 

Au 1% moyen... + &° (JA —5 JA), log &' — 8.4071529 

Au 2°.......... + a" (JSA — £ JSA), log &” 8.4764258 

Au 3°.......... + a! (JSSA — 3 JA), log a” 8.3584482 

Au 4........., + a" (SA — 3 JA), log a! — 8.0516926 
Dans ces expressions, la quantité — © JA est la valeur moyenne de 


x — 5 à | 
FES d'A , laquelle s'obtient en faisant æ = +. Quant aux coeffciens &’, 


[II 


LETTRE k : ; RE riad = on = 4 
a", a”, a'*, ce sont les valeurs de la quantité SRE SE HT PRE NI NCNNTS TS 


lorsqu'on y fait successivement x = +, +, &, #. 


674. Pour donner un exemple de ces interpolations, supposons qu'il 
s’agit d'insérer quatre moyens entre les deux valeurs de log F' qui répondent 
aux angles 0— 5705 et 0 = 58°0. 

La Table des valeurs de log F', calculées de demi-degré en demi-degré, 
donne les résultats suivans pour le cas de 0 = 5795 : 

ÿ Log F'. | Diff. I. OL PTIT NON TV NE 


+ 


ne ee 
ee 


57° 5] 0,320 640 298 695 | 2 541 165 315 | 39 779 335,853 935,38 G6o|2 398/202 
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D’aprés ces données, les différences moyennes jusqu au quatrième fre 
seront 
a'=508 233 063.00, a/—1591 013.40, a’ (nov it #0) UVCOE, 8656; 
on en tre par les formules précédentes, 

A—505 090 725.90, d'A—1564 677.33, d'A—6/60.29, d'A=61 .87: 
Au moyen de ces différences, on calculera les termes intermédiaires comme 
il suit : 


B. LAë: dA. dA. A. d'A 


ecommerce Sens _ 


320 640 298 695.00 | 505 090 725.90 677 33} 6 460.29 6x. 87 


57.5 | o. 1 564 

4 6 | 0.321 145 389 420.00 | 506 655 403.23 | 1 571 137.62] 6 522. 16| 61.87 
57.7 | 0.321 652 044 824. 13 7 226 540.85 | r°577 659.78] 6 584.03 
57 8 322 160 271 304.098 9 804 200.63 | x 594 243.81 


0. 
57.9 | 0.322 670 075 565.01 2) 388 444.44 
58.0 F# 323 181 464 010.08 


Pour calculer ensuite la correction due aux cinquièmes et sixièmes diffé 
rences, on aura d'A — © J'fA = 2246 ;, ce qui donnera les corrections à 
appliquer aux dernières Her des moyens insérés comme 1l suit : 


LATE 420.90 aPrva 824. 13 KE . 364.08 4°. . 565. Gr 
Cor. + 57.37 + 67.29 + 51,33 + 25.30 
478.27 891 42 416.31 _Ègo.g1. 
Les moyens ainsi corrigés sont, en supprimant les deux décimales, tels 
qu ’on les voit dans la Table an Ne construite pour chaque dixième de 


degre. 

. Si on voulait aller plus loin et étendre la Table à tous les centièmes 
de degré, ce qui en rendrait les différences plus petites et l’usage beaucoup 
plus facile: il faudrait commencer par insérer un moyen entre deux termes 
consécutifs de la Table actuelle. On aurait ainsi une nouvelle Table cal- 
culée pour tous les demi-dixièmes de degré; il faudrait ensuite diviser 
chaque intervalle en cinq parties égales par quatre moyens, ce qui se ferait 
par les formules que nous avons rapportées. Ces interpolations cependant 
ne pourraient être pratiquées avec succès que jusqu'à 80 ou 85 degrés au 
plus ; elles pourraient être prolongées plus loin pour log E* que pour log F: 
qui augmente rapidement vers la fin de la Table. Mais comme la Table 
sera toujours de peu d’usage dans cette extrémilé, et qu'il est facile d’y 
suppléer par le calcul direct, on pourra laisser subsister la Table actuelle , 
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calculée pour chaque dixième de degré, dans la petite partie qui ne se 
prête pas facilement aux interpolations. L’inconvénient que nous remar- 
quons ici dans la Table des log. des fonctions F'2, E'6, a lieu également, 
ou même à un plus haut HobRe dans la simple Table ue logar itties + 
nombres, vers le commencement de cette Table, et jusqu’à une assez 
grande distance. Il a lieu également, et par la même raison , dans la Table 
des logarithmes-sius, pour les pelits arcs; ét dans celle des logarithmes- 
tangentes , il se fait sentir tant pour les petits arcs que pour céux qui dif- 
férent peu de oo°. Dans tous ces ee les interpolations ne peuvent être 
faites avec sûreté, et 1l faut recourir à des moyens particuliers pour y sup- 
pléer. 

676. Pour avoir le milieu entre deux termes consécutifs À, Ar d’une 
suite dont les différences deviennent progressivement plus petites qu’une 
quantité donnée, il est bon d’avoir recours aux termes qui précèdent et 
qui suivent les deux termes proposés. Supposons donc -que la suite dont 
il s’agit soit représentée comme on voit ici : | 


-A(—3), At y A(—1), A, Ar, A2, A3, etc.; 
et soit A+ le moyen cherché entre A et Ar, on aura 


A YA CAE AAI LT A (DMX NE MA(—2)+MA(—:) 
AS) PET LR 


3.5 MA(—3)+NA(- 2) 
7214.67 1381 ME eut an vu 


Cette formule suit une loi très simple dont voici la démonstration. 

Un terme quelconque A (æ) peut en général être représenté par.. 
A (1+d'}, pourvu qu'après le développement de cette puissance, fo 
que terme Ad" soit remplacé par d'A. Cela posé, on aura, suivant cette 


notation , 
A(=A(1+d}, 
AHAI— AA (1 d'A (1 +) [fr + di) (1 +), 
J'A(—1)+d'A—AS (1 ro PARA AT +) ET (1+d) + 1+d)"? «], 
SA (2) + MA (I) = AS C1 + d)TÉT(r + ++) E], 

elc. 


Si donc l'équation supposée a lieu, c ‘RTS , Si en général A (+) est 
de la forme 


32 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 
A (4)=p(A+ A) + p' [JA (— 1) + d'A] 
pl [SNA (2) SA (1 
+ etic., 
P; P' P', etc., étant des coefliciens constans ; 1l faudra, en substituant 
les valeurs précédentes, qu’on ait léquation identique 
Li 


(r+9)2 (140) 73 


= pp tp Er" tete 


da —=Z: si on élève a au quarré le premier membre de cette équa- 
TA EU) ; q P qua 
L] * 0] Y à 
tion, il deviendra Er DDR TR ne : 
I 
ICE MS ed + p'z + pl + plz + ete. 


or cette équation est satisfaite généralement au moyen des valeurs sui- 


Soit 


donc on doit avoir 


vantes, 


; Rs LP F9. 
P Tage e te PTE NA GOT us Ÿ; 


I ‘ à 
PES UME —=—;.(2}, 
Ces coefliciens donneront donc aussi la loi generale de l'expression de 
A (2) 
Au reste, cetle expression sera toujours si convergente, qu il suffira de 
prendre les deux premiers termes, ou tout au plus les trois premiers. 
637. Veut-on, par exemple, calculer la valeur de log F' qui répond à 
l’angle du Hotte 0— 61° 05 ? On prendra dans la Table les valeurs sui- 
vantes : 
A = 0.339 295 030 747 
A1 — 0.339 859 136 462 


S — 0.679 154 177 209 75 — 0.339 577 088 604.5 
d'A(—1) = 1 821 030 
JA — 1 029 864 

si 3 650 894 Hs = — 228 180.9 
dMMA(—2) — \ 86 
MA(—1) = 85 

SNA 171 ss enr 2.0 

Milieu cherché. . A(+) = 0.339 576 860 425.6 


678. Soit encore proposé pour exemple de trouver log F' pour l'angle 


= 
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8— 7725 ; on fera le calcul d’après les élémens pris dans la Table ; 


comme il suit : dis 
AT, 0.464 973 191 062.35 
A1...... 0.466 078 Go4 921.92 | 

s — 0.931 051 7095 984.27 4 s — 0.465 525 897 992.13 
d'A(—:)... 6 555 790 
MA dite 6 643 169 

re 13 198 059 57... — 824 934.94 

d'A(—2).... 1 894 | 
dMA(— 1)... 1 057 
| Suds 3 851 Pr CEE + 43.13 


Milieu cherché... A (2) = 0.465 525 073 100.32 


679. Ayant expliqué la construction de la Table des fonctions com- 
plètes, et les moyens de l’étendre jusqu'aux centièmes de degré, ce qui 
serait un travail fort utile sans être bien considérable, 1l nous reste à mon- 
trer les -usages de cette Table, c’est-à-dire à faire. voir comment, pour 
une valeur donnée de l’angle 8, non comprise dans la Table, on trouvera 
les logarithmes des fonctions F' et E', approchés jusqu’à la douzième dé- 
cimale ; et réciproquement, comment du logarithme donné d’une de ces 
fonctions , on déduirait l’angle du module 8, et le module lui-même c. 

Et d’abord , si au lieu de donner l’angle 0, on donne le module c ou 
son complément à, il faudra en déduire l’angle correspondant 4 avec toute 
la précision nécessaire, pour que les quantités négligées n’influent pas sur la 
douzième décimale de log F ou log E. Cet objet mérite un examen particulier. 

Comme nous supposons toujours € << D, il sera plus exact de déter- 
ininer l’angle 8 par le moyen de son sinus c que par le moyen de son 
cosinus à ; cela est vrai surtout si l’angle 8 est d’un petit nombre de de- 
grés, parce qu’alors une petite erreur sur.cos Ô en produit une assez grande 
sur 0. Ainsi en général si on donne à la fois log c et log b, il faudra dé- 
terminer l’angle Ô par le moyen de log c. 

Si l’on veut déterminer à dix décimales seulement, les fonctions F', E°, 
en négligeant les deux de plus que donne la Table, il suffira de chercher 
Vangle 0 par les Tables de Vlacq ou de Vega, et en ayant égard aux se- 
condes différences. Ce calcul n’a pas besoin d’autre explication ; seulement 


Led 
D 


» 
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après avoir trouvé l’angle 8 en degrés, minutes et secondes, il faudra tout 
réduire en dixièmes de decré, et parties décimales du dixième de degré, 
puisque le dixième de degré doit servir d'unité dans les calculs d interpo- 
lation. | 

680. Mais si on veut exprimer les logarithmes avec douze éotnales. 
comme sont ceux de notre Table, alors Lanéle Û ne peut plus se trouver 
avec une précision suflisante par des Tables à dix décimales, telles que 
celles de Vlacq ou de Vega. 

Dans ce cas, il faudra employer les Tables de la Y'rigonometria Bri- 
tannica, qui sont calculées pour chaque centième de degré avec quatorze 
décimales. Soit a l’angle de cette Table le plus EAN de range cher- 
ché 8, et soit 

[sn0ô—=/snat+r. 


De là il faut tirer la pe de Ê — a. Or en regardant 8 et r comme 
das M dû M? sinû 

seules variables, on a + À = M tang6, Da Met Le — eo8 0 po iE 2 

d’0..... M? cos° eee d9 __M°(1 +2 sin° 6) QUE 1. 0 

D ed 0 Pate TAT | A LE 8; faisant ensuite dans 


ces coefficiens Ê = 4, on aura par la formule de Taylor, 


a Mr 1H2sina Mr .) 
0—= à + Mr tan ga( Hi. RE os — + etc. ). 


Et pour évaluer 0 en degrés, soit 0 = a + x, et R° le nombre de degrés 
compris dans le rayon, on aura | 
A | 2,2 

“HE NA RE a M°?7 + ete. ), 
Cette formule se réduira le plus souvent à ses deux premiers termes, et 
alors le calcul 'en sera très facile. Quelquefois la différence r sera assez 
grande: pour qu’il faille tenir éompte du troisième terme; mais pour avoir 
besoin du quatrième il faudrait que”a fût très petit, et alors il y à uu 
autre moyen de déduire Pare de son sinus. | 

2681. Il conviendra dans ce cas d'employer la formule 


R°x == R°Mr Lang a (x Se. — 


2, ° 60s? a * costa 


TI77 


: Tog = log sin 8 + T sin* 0 + Basin che — sin° 8 + sig: 


ou, en convenant que les nombres Lie en Cia sont les lo- 
etitLik os des coefliciens, 
108 0 = log sin 0  sin° 0 [ 8.850963 30609 ] 
| ne sinf 0 [ 8.42390 450 ] 
sin5 0 [ 8.16523 46 ] + etc., 
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et pour ‘que 8 soit éxprimé en degrés, il faudra ajouter à ce logarithme 


la constante 1.75812 26324, qui est le logarithme de R° ou de _ 


11 faut maintenant montrer par quelques éxemples , l’usage de ces for- 
mules. | 


682. Exemple I. Étant donné le module c = sin 8 = yÿ/2— 1, dont 
le logarithme = 9.619722 43146 G214, on demande l'angle correspon- 
dant 0 exprimé en degrés et parties décimales de degré. 

Par la Trigon. Briütan., on trouve l’angle approché a = 24° 47, qui 
donne | 

l'sim à = 9.61922 76371 2662 
lei"0"— 43146 6214 


r — "11 33224 6448. 


IL faudra ensuite calculer les différens termes de la valeur de x, d’après 
la formule de Part. 680. Voici ce calcul : 
r.c. 4.952146 03467 
M... 0.36221- 56887 


Mr.,,274 00007 -009fémv ve sac de, 4.88367 Go 
R°... 1.7b812 26324 COS? 4... O:01825 29 


tanga... 9.65810 11701 4.096542 31 

1)... 6.200989 98379 2... 0:30103 00 
OP O64310 Bt 

1)... 6.200989 98 

ENS 0.064290 29 


On voit par la petitesse du second terme 2) de la valeur de x, qu'il 
est inutile d’avoir égard au troisième; ainsi des deux premiers on conclura 
la valeur de 8 comme il suit : 


Ge. 24°47000 00000 000 
1)—  0.00019 94802 197 
2)+ 9 217 
0— 24.46980 05207 020. 


Cette valeur de 8 est plus exacte qu'il ne faut pour que l’interpolation de 
la Table donne douze décimales exactes. 


5... 
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On aurait trouvé la même valeur de 8 par la simple interpolation de la 
Trigon. Britan., en ayant égard aux secondes différences. 


683. Connaissant la valeur de 0, si l’on veut avoir la valeur corres- 
pondante de log F', on prendra dans notre Table les données suivantes 
qui répondent à l'angle a = 24° 4. 


a A d'A. A. JSA. | MA. 
24.4 | 0.216 198 561 343 168 272 307 | 745 715 | 768 | 5 
et on aura à calculer la formule suivante dans laquelle... .......... 
° æ = 0.609800 52070 2, 
er ais re 
A (x) = À + x (d'A — = (IA — (JA — , = JA. 
Pour calculer cette formule je fais successivement 
SAz = d'A — TE JA, LE = 0.57, 
d'Ax — MA — = SAx, 2 = 0.434 0, 
d'Ax = d'A — —<dJ'AX, — = 0.150 997 4, 
A(x) = À + xd'Ax, | 
d’où résulte 
HAE — 765.1 
dArie 745 383.0 
d'Ax = 168 159 756.1 
À — 0.216 198 561 348 


xAVAT J 4 117 376 385.4 
À (x) = 0.216.315 937 728.4 — log F, 


valeur qui s’accorde parfaitement avec celle que nous avons trouvée ci- 


dessus, n° 663. 


La notation dont nous nous sommes servi dans cet exemple, exprime 
en général les différences corrigées successives d'Ax, d'Ax, d'Ax, etc., 
qui, dans chaque ordre, permettent de négliger les différences des ordres 
ultérieurs. On a donc exactement d’après cette notation 
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A(x) = À + xd'Ax, 
A(x) = À + «d'A + =" J'Ax, 


2. 


A(x) = À + xd + = JA + ES JAx. 
etc. | 
684. Ex. IT. Étant donné log c ou log sin 9 — 8.55535 52881 1312, 
on demande l’angle 8 exprimé en degrés et parties décimales de degré. 


On peut encore trouver cet angle d’une manière suffisamment approchée 


par la Table de la Trig. Brit. ; on a d’abord a = 2°06, 


log sin a — 8.55565 10170 2887 
log sin 0 — 8.55535 52881 1312 


r— — 29 57289 1975 
On fera ensuite le calcul de la formule de l’art. 680, comme il suit : 


T.... 0:47089 37910 
M... 0.306221 56887 


Mr:i .16:83310, 04707 we sise . 6.83310 948 
tang a 8.555093 1:782 cos’ a.. 9.009943 848 
R°..."1.5b812 26324 _— . 6.83367 100 q — CHE 6,334 
(1)... 7.147106 38903 0.301021000 119% 42 218 9.952400 6 
a....6.53264 100 acc 653264 100 2.2... 6.833867 à 
cos «a “ui 
(2)... 3.679080 489 Dr 6.35767 7 
b.... 6.35767.7 LA 
(3)... 0.03748 2 a + (2)... 2°06000 04784 150 
| (1) — 140 33431 662 
(3) — 1 090 


0 — 2.058509 71351 198 


D’après cette valeur de 8, nous chercherons par interpolation la valeur 
de log F'; pour cela nous prendrons dans la Table les nombres suivans 


correspondans à 2°0-. 
A — 0.196 252 187 4go0.54, d'A 
JPA 662 025, d'A 
MA = 2 


13 563 720, 
54, 


Ill 


LA 


+ 
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Cela posé 1l faut faire x = 0.585097 13512, et on aura 


d'Ax — | 52.8 DER | 1.2 
d'Ams= 662 000.1 # 
d'Ax — 13 426 676.5 = d'Ax 24.9 
x ALiEE PROG TAB MS 
A — 0.196 252 187 490.5 © d'Ax = 157.043.5 
log F'e — 0.196 260 055 158.5. 


Cette valeur s'accorde dans les douze premières décimales avec celle que 
nous avons trouvée directement, n° 667. De là on voit que l’interpola- 
tion, même pour des angles assez petits, donne des résultats suflisam- 
ment exacts. 

En général, dès qu’on aura detéraré l’angle 8 avec une précision suf- 
fisante, soit par la formule de Part. 680, soit par celle de l'art. 68r, 
linterpolation de la Table des fonctions complètes ne souffrira de difficulté 
que vers la fin de la Table, lorsque l'angle du module est très près de l’angle 
droit. On peut y suppléer alors par les formules directes dont le calcul 
est d'autant plus facile que l'angle du module est moins différent de l’an- 
gle droit. Mais si on veut résoudre le cas dont il s’agit par des interpola- 
tions qui ne soient sujettes à aucune difficulté, on y PArTRREe par le 
moyen que nous allons exposer. 


685. Il s’agit en général de trouver les logarithmes des fonctions F4, 
E'6, lorsque ë diffère peu de l’unité ou lorsque son complément c est le 
suce d’un angle d’un petit nombre de degrés. Dans ce cas on trouvera 
aisément, par les interpolations, les fonctions complémentaires F'e, E’c, 
et c’est par le moyen .de F'c qu'il faut déterminer F'4 et E'2. 

Pour cela ÿ'observe d’abord que dans le cas dont nous nous occupons, 
on pourrait supposer 0° — 1; mais nous nous contenterons de supposer 
B% = 1, afin que la solution s'applique à un plus grand nombre de cas; 
alors les formules générales donnent (art. 654). 


K — V(); F'o—;7K, Fo — Er ae 


000 * 
C 


I faut donc chercher si l’on peut exprimer F4 par les seules données 6, 
€, Fc, sans avoir recours aux auxiliaires D°, b°°, coco, 


. PP ACHEV à 


c® = y; des équations DK? = bb®, ch = 24/(be°), cb = 2y/(b°c°°), 


; F'c : d 
D'abord K est connu par la valeur K — Ta Soit ensuite © = x 
5 
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c® = 24/(b°%°c°%), on déduira 


DEAR pe io K*/(© x 
cb — 2 K°c V/bx = 2 y. à 
Cette dernière étant quarrée donne K{c*bx — 16b°y; quarrant de oi 
a. donc y° = >  bà 
Cette équation ne ar pas pour déterminer x et y; mais on a d’ailleurs 
Bo (1— y) = 1/5 de là on tire 


Lure 2 bKéc° LOF 
+ nr 


= 
(B°°) 72) 
4 


Soit K°6 = af, cette dernière équation donnera D (+=) b®; mais 
D | 


—— (£Y QE (i ss b°° — (CE) (D ÿ; donc 


F5 — MK log EE api 


etsubstituant la valeur de &°, on aura Kctb°x° — 72, 


3 
8 
Soit 6 — (5) , et on aura enfin 


; a = y(K6), 
F1 — MK log (—1+-\.....4 : 
are) log Eloge = 4 M (log =). 


Ainsi on voit que dans le calcul de log F'6, il n’entre que les quantités 
b, c, K, dont on a les logarithmes, de sorte qu’on évite ainsi Pinterpo- 
lation directe pour F'#, laquelle est ramenée à l’interpolation de F'e qui 
n’a point de difficulté. 

686. Pour juger de l'exactitude de cette formule, nous prendrons .... 
c = sin 15°, et nous donnerons à log K la valeur exacte jusqu’à quatorze 
décimales , qu’on trouve par le calcul diréct, et que d’ailleurs la Table 

donne immédiatement. On aura donc les données 

Cr. 9.412099 62305 60934 

.. 9:98494 37781 0270 

K... 0.00749 51886 NT 

4 


' !, X A6 À k 
Au moyen de ces données, le calcul de k — & log = se fera comme 
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il suit : 

4... 0.60205 99913 2706. 4h... 9.992473 18890 5135 

C... 9.951299 62305 6934 K... 749 54886 8247 

À... 1.180906 37607 5862 æ... 9-09996 73777 3382 

c &æ... 9.999908 36888 6691 
K... o.00749 54886 8247 k : 

= —© ——— log = —= 0.00001 63111 3509 = p 

2 « 1.181506 02720 7615 log É—= 3 Mp* 

æ... 9.099998 36888 669r Pre D,21248 413 

4 Re DER 797 PTS p’.-. 0.42496 826 


1.18158 45832 0924 3M... 0.23727 605 
4 5946 16... 0.66224 52 
h... 1.18158 45827 4978. 


Cette valeur de À s'accorde exactement avec celle que donnerait... 


[e) 
& 
$ 


n 7 


calculée par la méthode directe, jusqu’à la quatorzième déci- 


4 
c°°° y 
male. Ainsi en la substituant dans la formule F'b — KM}, on aura de 
même une valeur de log F' exacte, jusqu'a la quatorzième décimale , 
et qui satisfera à l’équation F'o = ÿ35.F'c, exprimant une propriété par- 
ticulière de ces fonctions. | 

687. Si notre formule donne des résultats aussi exacts que la méthode 
directe lorsque langle du module est de 15°, à plus forte raison aura- 
t-elle cet avantage lorsque l’angle du module sera moindre; en général le 
degré d’approximation avec lequel F'4 sera déterminé, dépendra de celui 
avec lequel on connaît la quantité K ; et comme K peut toujours, par 
Vinterpolation des fonctions F'c, être déterminé jusqu’à la douzième déci- 
male, il s'ensuit que À et par conséquent /F'h sera déterminé avec la 


I 
8 log 


L 
même exactitude. 
Connaissant Fe, E’'c par l'interpolation directe, F'à par le calcul pré- 
cédent , il restera à déterminer E'b, ce qu’on pourra toujours faire par l’équa-, 
* ; FT SEP À 
tion des complémens = = F'eE'b+F'bE'c—F'èF'e, Ainsi on a les moyens 
de suppléer à l'interpolation qui ne peut se pratiquer que difficilement dans 
les dernières colonnes de la Table. 


4 


Il est remarquable que da valeur h = log Fee offre successivement les 


différentes opérations à faire suivant les différens cas indiqués dans l’art. 645. 


CHAPITRE HE A 
Ainsi dans Île HAE Cas , si © est tellement petit qu’on puisse né- 


oliger 1 — à ou log 6, on aura simplement k= log *; 4. dans le quatrième 


cas, où 1 —,0° Lblémes est négligeable, où aura — log dans le 


LE 
cK ; 
troisième cas, où l’on ne peut négliger que 1 — 2°, il faut un facteur de 


plus dans la valeur de À, et on a k=log + enfin si on tombe dans 


le second cas, où 1 — 4000 seulement BE être, négligé, 1l faudra encore 


ajouter le facteur 6, et on aura k=log —— Hs 


. 


NAN AAA EL RAA ANA ANA AN AAA AA Ne AAA AAA A A AAA AA AA VARAAA A AAA AE RAA AAA AA y 
CHAPITRE LE. 


Méthodes générales pour former une Table des valeurs de 
l'intés orale Ü = [ude. 


688. Novs supposerons que 4 est une fonction donnée de la variable @, 
et que cette fonction est telle qu’en faisant varier @ d’une quantité con- 
slante &, les différences successives de la fonction x diminuent continuel- 
lement et finissent par être entièrement négligeables. On peut toujours 
prendre & assez petit pour que cette supposition :soit admissible, quelle 
que soit la fonction z, pourvu qu’elle reste toujours finie dans toute l’étendue 
des valeurs de ® que l’on considère; et la différence & pourra être fixée 
dans chaque cas particulier, suivant le de d’ CAE ETES avec lequel 
on veut exprimer les fonctions U. 

Nous désignerons par U, U’, U” etc., les fonctions qui répondent aux 
variables croissantes ®, @—+&, @—+ 24, ‘etc.; et semblablement nous dé- 
signerons par U, U°, U®, etc., les fonctions qui répondent aux variables 
décroissantes ®, ®—æ, ®—92æ, etc. Cela posé, la Table qu’il s’agit de 
construire pour la fonction U et.ses différences successives, pourra être 
représentée, dans l’une quelconque de ses parties, comme il suit : 


T. IL. | can 6 
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Variable. | Fonction. | Diff. I. IT. LIL. 17. 


méme | cmmmemrtemmmnences en | ms | mt 


L DU cv JeTo00 SU°° MU000 J 
dU°° d°U°° dU°° d'U°° 


p— ll ue ou | vue lu | 
o U QU | SU | AU | AU 
+ «| U' oÙ | aU" | SU | MU’ 
ae PAT QU" | :U’ | MU’ | AU’ 
e + 3e | 'U loU” lou” | SÙ7 |'U” 


La première colonne content les valeurs de ®, formant une progression 
arithmétique dont la différence est æ; la seconde colonne est celle des 
valeurs correspondantes des fonctions D. On a placé sur la même ligne 
que @ et U, les différences successives AU, d'U, JU, etc.; et par cette 
disposition, chaque ligne sert. à former la ligne inférieure, au moyen de 
la loi connue U'= U + AU, JU’ = AU + JU, MU’ = MU + AU, etc. 
Il s’agit maintenant de faire voir comment, étant donnée la fonction 4, 
on peut calculer les différences successives, qui servent à former la Table 
des valeurs de U. Pour cela nous ferons usage d’un algorithme qui a l’a- 
vantage de conduire rapidement aux résultats que nous voulons exposer, 
et qui a surtout celui d’en faire connaître la loi de la manière la plus 
simple et la plus générale. Cette notation, au reste, qui ne s’applique 
qu'aux sommes et aux différences, considérées dans leurs combinaisons li- 
. néaires seulement, est fondée sur les mêmes principes que celle qui a été 
indiquée par Lagrange dans les Mémoires de Berlin, ann. 1772, et qui a | 
été depuis reproduite sous beaucoüp d’autres formes par différens auteurs. 


689. On a immédiatement , par la formule de Taylor, 


æ  ddU au ŒdU . 


“ rs . Ai ei 


ren ml 


et puisque les coefliciens de cette formule sont les mêmes que ceux de 
exponentielle R 


lite + a+ a+ etc., 
il s'ensuit qu’on peut mettre U’ sous la forme 
Ü' = Uet, 


pourvu qu'après avoir développé le second membre suivant les puissances 
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BE: | 7 Fe cl 
de ad, on convienne que chaque terme Uæ”d" sera remplacé par &”, PS 
Dans cette hypothèse, on aura successivement 
Ua Uerr Used) TT = 0e. ett.ÿ 

de là résultent les différences premières, 

JU =U(e“d— 1), 

JU! =U'(ed— 1), 

d'U" = U(exd— 1), 


etc. ; 


celles-ci donnent les différences secondes, 
d'U = AU (ed— 1) =U(ed—:), 
d'U' = A'U'(exl— 1) U'(ed— 1}, 
d'U" L#t JU" eu —— ] ) re U"(exd — I qe 
etc. ; 
et en général on aura | 
| d'U=U (erd — A 
Au moyen de celte formule, la différence finie d’un ordre quelconque 
de la fonction U peut s'exprimer par les coefliciens différentiels de cette 
même fonction. En effet si on suppose . 
(S—1) = x" (14+A'x + Alxt + Aaf + etc. ), 
on aura en Aa 


| diAIU AU 
d'? — d°, _ A'ar+: Te iHg er n+s, 7 ES ce etc. 


690. Réciproquement on peut exprimer les coétciens différentiels © 
ŒU 9 US. 
do? d’une fonction U, par le moyen des différences Fo) de 
cette fonction, prises en donnant à la variable @ l’accroissement constant a 
Pour cela je réduis l’équation symbolique AU = UÙ (ext — 1) à 
forme 
Jen üre 
CRE eo TG 
et aUd ou 


dU da 
LT Utd) 


Cette nouvelle équation suppose qu'après avoir développé le second mem- 
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bre suivant les puissances de d', chaque terme Ud"" sera remplacé par la 
différence J"U; on obtiendra amsi 


a F=dU—: JU + & SU — 2 MU + etc. 


C’est la formule connue qui sert à exprimer le coeflicient différentiel d’une 
fonction par les différences successives de cette fonction. Ainsi & étant 
assez petit pour que la suite des différences JU, d'U, MU, etc., soit très 


| dU 
convergente , on déterminera le coeflicient gg 2e toute l’exactitude qu’on 
peut désirer. 


6or. Si dans l'équation symbolique x = U log (1 + J'), on met 


dU . 
—— à la place de U, on aura 


d 
ddU dU 
en niæs ET 


d’où résulte 


ad PES à 2 
Te — UÊ (+ d). 
4 k ŒU rase 
On aurait de même «a? ae = U (1 + d'), et en général, 


a" 5 U Ur R EU: 

de sorte qu'un ag différentiel quelconque = 5 peut s'exprimer fa- 

cilement par les différences finies de la fonction U. en supposant connu 

le développement de (1 x), qui désigne la puissance ? de (1 + x). 
En effet si l’on a /* (1 + x) ou 


m1 pi RE st dd dE à (t—N'x HN" x Ni artele » 


on. pourra en conclure 


ar JUL nee lp NS EU 1130 tél 
692. Supposons maintenant qu’on ait U=— /ud@ ot Le u, la valeur 


de au exprimée par les différences successivés AU, d'U, JU, etc., sera 
au = d'U — + 0 bats ; JU — etc. “ | 


Dans le cas où l’on veut construire une PTOHIE des valeurs de Ua 
quantité & est connue pour chaque valeur de ®; et en faisant varier o de 


Si 
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«, on connaîtra les différences successives de w. D’après ces différences , 
il sera possible de déterminer en général la valeur de JU. 


4 >. 2 IR x A 
En eflet, soit au — pet HSE OÙ 


= 1 ja k'x + ka HE las L etc., 


l'équation précédente donnera 

QU = p + k'dp SE Ep + K"SSip + etc. 
Ainsi d'u se déduit des quantités données p, d'p, dp, etc., par une 
suite dont la loi est connue. 


Cette même suite donnerait les différences ultérieures AU, AU, etc., 
par les formules 


MU = dp + KSp + K"Sp + etc, 

NU = dp + kKdMp + etc. 
Mais ces suites, pour déterminer d'U, d'U, JU, etc., peuvent être ren- 
dues plus convergentes par un moyen trés simple. 


603, Soit » ce que devient la fonction w, lorsque au lieu de ® on met 
®++a; on aura suivant la notation NP 


p—=œu(i+d}, 
pourvu qu'après avoir fait le développement du second membre suivant 
dm 
de" ÿ 
De là résulte &v = au (1 + d')5, et parce que au = Ul(1 + d'), 


on aura 


les puissances de d\, on remplace chaque terme ad" par 


aæw—=U(i+d} L(1 +). 


Mais en effectuant le développement jusqu'aux x°, on a 


(i1+x) li+x) = = a+ at — _- $ + TE af — ele. ; 
donc 


av = JU — Er SU + — 7 AU: Es té JU FE JU — etc. 


Conservons le premier terme jé de ce ne D mais ne RER cie, 
dans les termes suivans la valeur U = U° + ‘86 nous aurons 


A "ep etc. 


24 


av = JU — LE JOUE JEU 
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. . s I 
Dans cette suite, conservons les deux premiers termes JU — pe d'U°, et 


substituons dans les suivans U°° + JU® à Ia place de U°, nous aurons 
de nouveau 


3 
av = JU — 4 MU + AU — etc. 


Cette suite prend ainsi une forme très convergente, mais 1l reste à s’as- 
surer de la loi que paraissent indiquer les premiers termes, et à déter- 
miner d’une manière générale celle de leurs coefliciens. Il faut donc faire 
voir qu’au moyen des coefliciens #’, n", n°", etc., dont la loi sera déter- 
minée, on aura généralement 


av = d'U — JU — n'JSUS — 7!JTUS LE etc. 


694. Reprenons pour cet effet l’équation symbolique & e —=Ul(i+ d) 
ou au —=Ul(1+d), on en tire 


aud PE aud"? L au" 
= PUS ES; PU= TE) etc. 
Mais d’un autre côté on a ’ 

DE U 00 — U 000 — Usa 9 

U TE AE U® = (1H 4}? U RTC y? elc. ; 
donc à 
UC 

PR ns? 


snea le à aud* 
Fa —G+3)7G +0)? 
auds 
TG (+2) , 
000 — aud7 
A CNE 7) RACLETTE 
elc. 
De là on voit que la suite JU — »'AXU° + 7"JSU® — etc. , est repré- 
sentée par 


d“Uoc — 


auù au os or aud'5 nl! æuo 
Z(TE ae TES L(1+d) "GHZ +) dane NET per) a Le 


Si donc on veut j'te cette suite soit équivalente à &v qui est représenté 


par au (1 + d'y » il faudra qu’on ait l'équation ni 


EN 3 y | 
(idem he en, 9 pp en vu etc. 
Ga+d: + ds (a Lo): ve ce + | 
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Soit sn — 3°, le second membre devient 3 — n°25 + n"25 — etc. , et le 
premier se réduit à 2/{[53<+ (1 + 23)]. Or on sait que 

log [a+ (+ a] = fE 


1 x? 1,3 x 1,3. x7 


Æ xx) | RC TER NE UE 2.4.6 7 chant 


et qu’ainsi la quantité 2 log [13 + (1 + À z*)] se développe en cette 
suite , 


ET 


2° 1.3 2 1.8,9 4 


I Z 
PDT TU ARS AN 210 no 


donc l'équation supposée a eflectivement lieu en à SD aux coefficiens 


{ 
n',n!,n", etc., les valeurs 


9. I ; 

—_— RÉ EU «tee ielc, 

AA NOR 214.0 UM. d 
donc on a en général, 

PEN PC »3 ad” U° 1, 3-9 9 DEP 00 
ap == PL PR 0e que MR ES pote, 
HS RE DUT OT 2.40%, Rn.2 

série qui procède suivant une loi évidente, et dans laquelle chaque coefl- 
cient est moindre que le quart du précédent. 

695. Si on fait av — P, et qu’on désigne par P°, P®, etc., ce que de- 
vient la fonction P lorsqu'’au lieu de @ on met ® — &æ, ®9 — 24, etc., on 
déduira de léquation précédente une valeur de AU de la forme 


d'U = P + m'd'°P° mm" Mpes LE mn {Speo LL etc., 
et les coefliciens #/, #2", m”, etc., se déduiront des coefhiciens 7’, »", n!”, etc. 
9 2 ) 2 ? 2 ? 
an méjen du développement de la fraction 


I 


D pe A + mx + m'a? + mx + etc., 


1—nx + n'x? 


de sorte qu’on aura 


I 
AU SAIT RE 24 
m =n nt 
} 
m'=mr —n" = = — 7 
5760 ? 
36 
(1 11! 7 
em" = imn) = mn + nl is, 
T— 967680 
HUE 


Ainsi la valeur de d'U s'exprime par la fouction P, au moyen de l’équa- 
tion générale 


I 21)0 00 
SU= P + 7 d'P° — pic FR 


_ 367 


6Do0o 
65665 d\E etc., 
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laquelle pourrait être continuée, suivant la même loi, aussi loin qu’on 
voudra. | 

696. L'équation par laquelle la fonction av se déduit de U, peut être 
représentée ainsi ; 

29 = aÙ 1[4d + Oh +2d")], 

pourvu qu'après avoir développé le second membre suivant les puissances 
de d', on 4 Ud\, Ud®, Ud, etc., respectivement, en d'U, d'U°, 
SU | 

Au st de cette équation, on en peut former d’autres non moins 
remarquables. 

Désignons par Ü (9 + <a) ce que devient la fonction U ou U (@), lors- 


dU (9+sa) 
de 


qu'au lieu de @ on met @ + } «; alors on aura v —. , et l’é- 


quation précédente donne 
dU (+: é Les 


Dans celle-ci mettons encore @ + + & au lieu de @, nous aurons 


dU œ 

a EEE oU(g+te) Id + pad); 
différentiant de part et d’autre par rapport à ®, et observant queU(@+ a) 
n’est autre chose que U', on aura 


ddU’ dU a 
Tee REED [LS + (1 +2 9), 


ou en substituant dans le second membre la valeur de Etes); 
a daU" 2 1 ] 4 
ge = AU d + y + xd). 
Mettant dans celle-ci ® — « au lieu de @, on a enfin 
4 dU , du Las AVE lise 
@ ape UNE den EN Lee VAS GET. 
Supposons donc qu'on ait 4 [EN + (1x d")], ou 


SN LB 10 7 8.5 8} 5 
Ko: 3e Pi Lee EHECEUr etc. ) 


—= Je — NME NUE NUSS LE etc. : 


2 


du 
et la vraie valeur de a ns , déduite de notre équation symbolique, sera 
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nt d'U° si IN’ + N'J6U°° AS N/S8U 0000 + etc. 

697. Réciproquement on tirera de cette équation la valeur de d''U° ex- 
primée au moyen de la fonction donnée &* _ que nous désignerons par 
Q; cette valeur sera de la forme 

d'U° = Q + M'd°Q° MO LH M'95Q° + elc., 
dans laquelle les coefficiens M’, M", M’, etc., se déduisent des coefhciens 


N', N°, N°”, etc., au moyen de l'équation 


Ignace ml tn Sa BAJOIHE / #2 11,3 te. 
1—N'x<+ N'x — N'x+ete. 1H Mx + Ma + M'x+ e 


On voit aussi que ces mêmes coefliciens pourraient se former par le quarré 
de la suite déjà connue, au moyen de l'équation 


(1 m'a + m'a m'as té TE t+MxH Tr Mas dote 
On aura de cette manière, 
Aero rérees porells ni Sa \ 
M=—, M=— 240? À TS ÉLC 


ce qui donne enfin 


d'U° — Q ip _ d'Q° F4 Pe d'4Q°° Terre TE 40° — etc. 


698. L'analyse précédente nous a conduits à deux formules très remar- 
quables; l’une pour calculer la valeur de d'U par le moyen de la quantité 
connue P = 4, où » est ce que devient w, en mettant @ + 5 « au lieu 


de @; l’autre pour calculer la valeur de d''U° par le moyen de la quantité 
du 

de 

La première formule est 


connue Q = à — 


mu 1 2aE0o 17. CT e 367 Doco 
JUS PET PSS dE + —— JP elc:, 


945.2" 
et la loi générale de ses coefficiens est la même que celle de la suite 
PT ee 507 
LP és Ge Bien Pate 
qui vient du développement de la fonction 
1 
A — 2 
ra & 13: 01 21 1.3.5 
+. = t 
mins da Wa: LOI A6 8 Tee 
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la seconde formule est 
SETO 2 re 4{00 6{ 000 
PU—Q+ SE d'Q En” + gars d°Q ete, 
et la loi géhétale de ses coefliciens est la même que celle de la suite 
I XL? 
: no me RE 7 GE © RP ANL 


qui est le quarré sr la suite précédente 1 + — 7 pres x* + elc., où 


qui vient du développement de la fonction T°. 


Gao. Les deux formules dont nous venons de parler fournissent deux 
méthodes différentes pour construire une Table des valeurs de l'intégrale 
U= f'ud?, correspondantes aux valeurs de ®, formant la progression ° 
æ, 24, 3a, etc. 

Giant la première formule , il faut calculer les valeurs, successives de 
la fonction donnée P = &v, v étant ce que devient x lorsqu’au lieu de @ 
on met ® + > &. Par cette substitution, P est toujours regardé comme une 
fonction donnée de ®, qu’il faudra calculer pour chaque valeur de @ com- 
prise dans la Table. Aïnsi pour les valeurs successives ®, + a, @+2e, 
etc., on aura les valeurs correspondantes P, P’, P", etc., et ces valeurs 
étant portées dans la Table , chacune sur a ne ligne horizontale que 
la valeur de & à laquelle elle correspond, on en déduira leurs différences 
premières, secondes, troisièmes et quatrièmes , dont on fera autant de Co- 
lonnes séparées ; comme on :le voit dans le tableau suivant : 


® — 04 | Poo "4 b0 J'apoo | J3poo _d'poo 

® a ra) a po d'e° d'po dSP°  g'4po 
PAR AAA NE EP 2 

+ a !P | JP | JP! | Jp | 

HI ENTA E P" d'P' | yep" 

æ- 3œ À pe d'P!/" | | 

® + {a | si | | 


Chaque colonne se forme des la précédente par soustraction , et reu- 
ferme un Lerme de moins, de sorte qu'il faut que la colonne des P ait 
été prolongée jusqu'aux P'*, pour que la différence d''P. puisse être connue 
et placée sur la ligne des @ et P. 

à ru on aura formé pour chaque valeur de la variable ÿ, les quantités 

OP 0%?) d'P, d"MP, on‘en conclura: pour la même ou à ®, la 
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valeur de la différence d'U, laquelle sera 
I 17 
dU = P + — d'epe — 7 J4pes L etc. 
+ dnpe I diPe + 

700. Il faudra faire attention aux indices qui affectent les différens ter- 
mes de celte formule, et en vertu desquels le d’P° doit être pris dans la 
ligne immédiatement au-dessus de celle où est P , le d'P® une ligne en- 
core au-dessus , et ainsi de suite. 

En général, lintervalle & doit être pris assez petit pour que la suite 

) P P P l 

précédente soit très convergente et qu’on n'ait besoin que de ses deux 


. I CRE JT le 
premiers termes P + + d'P° ; le troisième — E56e d'#P°e servira seulement 


à diriger l’approximation pour savoir précisément sur combien de décima- 
les on doit compter, et il faudra par conséquent que ce terme soit moin- 
dre qu’une demi-unité du dernier ordre de décimales auquel on veut 
s’arrêter dans la valeur de J'U. 

Il pourra arriver cependant que dans quelques parties de la Table qu’on 
veut construire, le terme dont il s’agitsoit d’une:ouù de plusieurs unités 


décimales du dernier ordre ;. alors:il faudra en.tenir comrpite, et juger de ce 
, e 0 p ® . 36 

qu'on néglige par le terme suivant de la série qui est +- MESEUR JSP°%. ce 
qui obligerait de prolonger la colonne des différences jusqu’au sixième 
rang. 


701. Ayant fixé d'avance le nombre des décimales avec lequel on veut 
. mr I ; 
exprimer les différences JU, on calculera 54 °P° en se bornant au nom- 


“bre de décimales fixé. et négligeant le reste de la division par 24; mais 
pour plus d’exactitude, il sera bon de prendre toujours lentier le plus 
approché du quotient, et de tenir compte du reste dans l'opération sui- 
vante. Supposons, par exemple, que d'P° divisé par 24, donne le quotient 
g et le reste r; alors dans l’opération suivante, pour former J'U”, on di- 
visera JP Æ r par 24, ce qui donnera le quotient g/ et le reste r’, et 
ainsi de suite. Celte manière d’opérer, dont nous avons fait l’épreuve, 
donne des résultats plus exacts et empêche les erreurs de se multiplier. 

Nous distinguerons cette première méthode par le nom de Méthode des 
ordonnées moyennes , parce que l’ordonnée » qui sert à former l’auxiliaire 
P — av, répond à la variable @ + + &, moyenne entre les deux valeurs 
conséculives @ et ® + «; elle suppose que la quantité P est calculée pour 
chaque valeur de @, avec une grande précision, et même avec une ou 


Joe 
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deux décimales de plus qu’on n’en veut avoir dans la valeur de U ; or Ha 
quantité P , peu différente de la différence première d'U, est souvent d’une 
grandeur telle qu’il faudrait la calculer par des Tables de logarithmes à 
dix décimales, ce qui rendrait les opérations fort longues. Si l’on se pro- 
pose, par exemple, de calculer les fonctions elliptiques E et F avec dix 
décimales, et pour des amplitudes croissantes de demi-degré en demi-de- 
gré, les différences d'F, d'E devront être calculées avec douze décimales, 
et elles contiendront le plus souvent dix chiffres significatifs, ce qui exi- 
gera l'emploi de logarithmes qui aient au moins dix décimales. 


702. On pourra ordinairement obtenir des résultats aussi exacts et avec 
0 e 0 | du G 14 
moins de peine, par le moyen de la fonction Q — «* -- qui sert à déter- 
, à de 
miner les différences secondes d'U. C’est l’objet de la seconde méthode 
que nous avons à exposer. 


Il faudra alors faire usage de la formule 
I I 
d'U° — Digreps d'Q° T4 d'Q°° 2 sus 4 (900 — elc., 

et on prendra & assez petit pour que la suite se réduise sensiblement aux 
deux premiers termes, ce qui aura lieu si le troisième dQ°° est par- 
tout moindre qu’une demi-unité du dernier ordre de décimales auquel on 
s'arrête dans le calcul des quantités JU. 

On voit qu'en attribuant une valeur déterminée à @, et prenant la quan- 
tité Q sur la même ligne, il faudra prendre d°Q° sur la ligne supérieure 
pour former la somme Q + - ss = d°Q°; cette somme représentant d'U®, de- 


vra être portée également sur % ligne supérieure qui répond à la varia- 
ble @ — a. ; 

La colonne des JU étant ainsi formée, il restera à avoir la valeur de 
d'U correspondante à @ — 0, et c’est ce qu’on obtiendra immédiatement 
par la première formule. Au moyen de cette valeur et de la colonne des 
différences secondes, on formera la colonne des différences premières AU, 
et de celle-ci on conclura de même par addition, les valeurs successi- 


ves de U. 


703. Cette seconde méthode sera en général d’une pratique plus facile 
que la première, parce que la fonction Q est beaucoup plus petite que P 
et n’a pas besoin d’être déterminée avec un aussi grand nombre de chif- 


#4 
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fres significatifs, ce qui permettra d’employer pour ces calculs des Tables 
de logarithmes moins étendues. 

Cependant comme les erreurs des différences secondes s'accumulent sui- 
vant la progression des nombres triangulaires ; dans les résultats qu’on 
en déduit pour les fonctions principales, il faudra en général exprimer les 
quantités Q avec une décimale de plus que les quantités P; il faudra 
aussi, dans le cours de l'opération, calculer directement à des intervalles 
détermimés , la différence première d'U, afin de vérilier et de pouvoir 
corriger les résultats produits par les différences secondes. | | 

Nous donnerons ci-après quelques autres préceptes pour tirer de ces 
méthodes le plus grand degré d’approximation qu’elles peuvent offrir. Nous 
n’ajouterons ici que lé tableau de lPopération qu'il faut exécuter pour ajou- 
ter un terme à la colonne des U. 

704. Voici, dans la première méthode, le tableau figuré de Pétat où le 


calcul est resté, après avoir trouvé la valeur de la fonction U qui répond 
à la variable @. 


or + 00 D 


Variable. | Fonction.| Diff. I. É Auxiliaire.| Diff. I. If, 


p — 34 Uooo d'Ucoco pooo ” d'Poc° pap9°e 

® — 04 Lo d'Uco poo d'Poo d'Poo 

®— æœ@| LUL° d'OS  E GE At: REC Ep din 

(4 U : d'P 

+ al L l 
Dans ce dernier état, les colonnes sont terminées, comme les barres l’in- 
diquent, par les termes ®, U, JU, P, S'P°, J*P*%. Pour aller plus loin, 
il faut calculer l’auxiliaire P' ou &v° qui répond à la variable @ + &; con- 
naissant P”, on formera dans les colonnes suivantes les termes JP, J*P°; 


d’où l’on tirera JU = P + Ÿ d*P°, et ensuite U = U + d'U, ce qu 


ajoutera un terme à toutes les colonnes. 


» LUE I Ft 
705. Nous avons supposé que le troisième terme — F6 d"P°° est négli- 


geable dans la valeur de JU; s’il fallait en tenir compte, la colonne des 
P et les colonnes suivantes devraient être avancées d’un terme de plus, 
pour qu'on püt connaître la différence d'P°®% qui entre dans la valeur de 
d'U. Voici donc quel serait alors le dernier état du calcul, après avoir 
déterminé d'U° et U. 


Er" 
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Variable. | Fonction.| Diff. I. fAuxiliaire. | Diff. 1. IL. IIL | I. 


— ms 


® : Lib 34 Uooo d'Uooo Pooo d'Po00 d'2Po00 d\‘P°00 PRES 
® nt U°° | d'U°° poo d'Poo Ju did Voir 0 d'Po° 
p—,a | U? d'U° sie DRM ARRET UE 


? MAL ARR FAQ EL ce nf 
pH al UT DIM ETES 
® + 24 LE 48 | 


Pour ajouter un terme au-dessous des barres qui marquent le dernier état 
des choses , il faut commencer par calculer l’auxiliaire P" = av" qui ré- 
pond à la variable ® + 24; connaissant P”', on formera les différences 
d'P!, d'?P, dSP°, d'P*, au moyen desquelles on connaîtra . .......,.u 


d'U = P + 7 d'P° — 5568 d'P®, et ensuite U = U + JU. 


706. La marche de l'opération est à peu près semblable dans la seconde 
méthode. Supposons d’abord qu’on s’est assuré que les 4Q sont négligea- 


. . . + I \ 
bles et qu’ainsi on a, avec une exactitude suffisante, JU = Q + cn d*Q°; 


on pourra représenter comme il suit l’état des choses , lorsque le calcul a 
été conduit jusqu’au terme d''U*®° qui fait connaître J'U° et ensuite U. 


Variable. |Fonction. | Diff. I. IT. Auxiliaire.| Diff. I. IL. 


eo urnes | ms — —————— 


D — 3 | Uoco d'Ucco d''Uocc ne d'Q°°° d''Q°00 
® 24 oo d'U°° d'U°° Qo° d'Q°° _d'Q° 
Paie Url dUP te) 20% LPO Eos 
P 
P 


CRAN Q JT 


Pour aller plus loin , il faut calculer l’auxihaire Q’ égale à ce que de- 

| £ du L | É 
vient la fonction «* Ze en y substituant ® + & au lieu de @; connaissant 
Q’, on connaîtra d'Q, d"Q° et d'U°; enfin au moyen de d''U°, on con- 
naîtra d'U et U’, ce qui ajoutera un nouveau terme à toutes les colonnes. 


707. S'il fallait avoir égard aux quatrièmes différences, on ajouterait un 
terme de plus à la colonne des quantités Q et aux colonnes suivantes. 
Voici alors quel serait le dernier état des choses, lorsqu'on est parvenu à dé- 


terminer U au moyen de la valeur d'U°° = Q° + _ dQ°° — Ts d'Q°°e, 
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Variable. |Fonction.|Diff, I.| II. HAuxiliaire.| Diff. I. II. TITI. IV. 


—— pe || SP ce 


® ss À LR Uoco d'Ucoo d'U°°: Le d'Q°°° d'Q0°° d'OT J'iQ 000 
D — 24 U°° d'U®e 'Uc (°° d'Q°° J? Q° 0 dQ°° 


Qt jt U° d'U° Q° d'Q° d'Q° 
3 U Q |4J0 
P + «a Q' 


Pour aller plus loin ; on calculera l’auxiliaire Q" qui répond à la variable 


® + 2& ; on en déduira les différences successives d'Q/, d'Q, dQ, MQr, 
1 1 

au moyen desquelles on connaîtra d'U° = Q + RQ re dQ°®, en- 

suite d'U et U', ce qui ajoutera un terme à toutes les colonnes. 


Dans cette méthode ; on ne néglige que les différences dfQ , lesquelles 
sont de l’ordre «%, puisque Q est de l’ordre a*; on pourra donc fixer & 
priori le nombre de décimales qu’on devra admettre dans l’expression des 
fonctions U ; mais nous avons déjà fait observer que les erreurs sur les 
différences secondes se multiplient comme les nombres triangulaires ; ainsi 
il faudra se procurer, à des intervalles déterminés, des valeurs exactes de 
Ja fonction principale U ou de sa différence première JU, afin de connaf- 
tre et de corriger les petites crreurs qui auraient pu s’accumuler par le 
progrès des opérations. | 

508. Les deux méthodes que nous venons d'exposer sont en général très 
propres à remplir lobjet qui était proposé de construire une Table des va- 
leurs de Pintégrale U= f'ud®; elles ont l’nne et l'autre des avantages et des 
inconvéniens qu'il faudra balancer lorsqu’ il s'agira de les appliquer à un 
objet déterminé. Nous remarquerons ici que la seconde de ces méthodes 
peut avoir une application particulière et fort utile, s’il s’agit en eflet de 
construire une Table des valeurs de la fonetion U, d'aprés la seule con- 


. - Û ’ . dU 
naissance du coeflicient différentiel du second ordre ds — 4 en sorte 
qu'on ait U — /fudg* ; le rss se résoudra immédiatement par la 
k I à 
formule d'U° = Q AS d"Q° — A —— JMQ°° + us d'Q°°%° — etc, où l’on à 
Q = au. 


L'usage de cette formule suppose que lon connaît à l'origine de l’inté- 
grale les valeurs de U et de J'U; ces deux données suffiront pour calculer 
la série entière des valeurs de UÜ; et si l’on a besoin dans cet intervalle, 
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de l’un des coefliciens différentiels > On le calculera par la formule or- 
dinaire 
dU 1 Une 1 h3 1 (4 
C2 Fan EPS à U+3xo rt Ü + etc. 
709. Si l’on proposait ultérieurement de former une Table des valeurs 
de la fonction U, en connaissant seulement le coefficient différentiel du 


ŒU | | 
3° ordre Tes = U, en sorte qu’on eût U = f'ud@, u étant une simple 
fonction de @, la solution se déduirait aisément de la même analyse que 
nous avons suivie dans l’art. 606. Soit pour cet effet » ce que devient la 


fonction donnée w, lorsqu'on y met @ + + «a; au lieu de ®, on trouvera 
ap — d'SU° LE k SSU°° — kK!'A'U°0° Eure API CS _e etc., 


les coefficiens 4’, #", K", etc. , étant les mêmes qu’on déduirait de l’équa- 


tion identique 


dé Ur 1000 3 À 5 FR 
(ei. MST EU) — JL — x + K'x — elc. 


Soit donc av — R; et de l'équation précédente on déduira 


le LUS 1 HRo 7 is 457 és 
SU=R + 5 d'R°— LL JR PT JR — etc, 


- . L e f A 3 u 
la loi des coefficiens étant la même que donnerait le développement de 
1 EL Rene 367 : À 

I LT ee X° —)etcr }: 
( ap 24 5560 a 945.2'° 

Au moyen de la formule précédente, il suflit de connaître à l’origine 
de lintégrale les valeurs de U, d'U, d'U, ou ce qui revient au même, 
les trois premiers termes de la série U, U', U”, et on formera la série 
entière des valeurs de lPintégrale U = f'ud@;. 


510. Il résulte encore de la même analyse qu’étant douné le coeflicient 


RE , À diU ‘ k 
diflérentiel du quatrième ordre dei = 4) Si l’on fait &fu = S, on aura la 
formule { | 


oo x £Ço pes UE oo 421 dd 000 
SUV ES + x d'S te d'S Tasse ds etc., 


au moyen de laquelle on pourra calculer la série entière des valeurs de 
l'intégrale U = ffudgf, pourvu qu’on connaisse les quatre premiers ter- 
mes de cette série U, U', U”, U”, ou ce qui revient au même, les quatre 


quantités U, JU, d'U, MU, 
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On a vu dans les art. 704 et suivans comment les calculs doivent être 
disposés pour former graduellement la série des auxiliaires et celle des 
fonctions. Pour éviter à cet égard tout embarras, voici comment on mettra 
en usage la dernière formule 


MU = S + + JS — etc. 

La valeur de S étant donnée en fonction de ®, on pourra calculer préa- 
lablement, avec telle étendue qu’on voudra, la suite des quantités S, tant 
dans le sens des variables croissantes ®, ®—aæ, ® + 24, etc., à partir de 
la première valeur de ®@, que dans le sens contraire ® — «, @ —2@, etc., 
s’il est nécessaire. Avec ces valeurs et leurs différences successives, pro- 


longées ]; ol à ce qu’elles puissent être négligées, on formera autant de 
lignes qu’on voudra, telles que. les suivantes : 


p— æ!|S, diS, d'S, JS, d'S , etc 

? Side nd Std SL TMS etc. 

pie |:S1,.dS/4 d°S,:d%5", MS’ , etc. 
PA 

® + 2a | S", JS7, ds", NS"; d'S", e 


Cela posé, puisqu'on a en général 


1 #. 21 
AUS" + x JS — NS + Te JS — etc. 
( valeur qui se réduira:le plus souvent aux trois premiers termes ); on voit 
que pour chaque valeur de @, la Table des quantités S donnera immédia- 
tement la valeur de JU, laquelle jointe aux valeurs connues de U, d'U 
d'U, AU, servira à former dans la ligne inférieure les termes U', AU’, 
SU’, SU. | 

Calculant de même la valeur suivante de d''U qui est JU”, on formera 
une nouvelle ligne U”, SU”, d'U”, dYU”, et ainsi jusqu’à la limite de la 
Table qu’on veut chti. 

On voit que pour être en état de calculer le terme d'{U qui sert à trou- 
ver U'", il suflira d’avoir avancé la série des S jusqu’au terme S'" qui sert 
à trouver JS, en supposant du moins que la valeur de d'{U soit exprimée 
d’une manière suffisamment exacte par les trois premiers termes de la for- 
mule. Aïnsi, dans les cas les plus ordinaires ? la série des S ne devra pas 
être prolongée au-delà de la valeur de @, où doit se terminer la Table ; 
dans ces mêmes cas où l’on n’a point égard au quatrième terme de la oi 
mule contenant d'S°, le calcul des quantités S ne devra être fait qu’à 


1 LE 8 
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compter de la première valeur:de ®, puisque les quantités précédentes S°, 

5%, etc,, ne serarent d'aucun usage. : 
711. Il ne sera pas inutile de réunir ici, sous un même point de vue, 

les différentes formules que nous avons trouvées, pour former une Table 


des valeurs de l’intégrale U, lorsqu'on suppose connu , en fonction de la 


. a ddU ŒU dd 
seule variable @ , l’un des coefliciens différentiels Lo? de” dé dé? 


voici ces formules où nous avons constamment désigné par P lauxihiaire 
qui doit être employée dans chaque Cas. 

Soit 1°. l'intégrale U = fud®; on fera P = &p, v étant ce que devient 
la fonction donnée w, en mettant ® + + « à la place de ®, et on aura la 


formule 


d'P° — 5 OA ET + __367 d'5Poco — etc 


JU=P+— ES me 


24 
Soit 2°, l'intégrale U — SA on fera P — &°u, et l’on aura la for- 
mule 


JP» rie d6po00 etc. 


pa CES I 210 
SU? = P + + JP me 


Soit 3°. l'intégrale U = fudg*, on fera P = av, v étant ce que de- 
vient 4, en meltant @ ++ «& au lieu de @, et on aura 


4Doo 457 6Dooo 
Re dMP°° E — OR d'P°9 — etc. 


SU = P + x d'P° — 
Soit 4°. l’intégrale U = f A on fera ni alu, et l’on aura 


d'{Uc — P le de be — — — d'époo __ = d'P°® — etc. 


Te a? 


Il serait facile de prolonger à a la suite de ces formules, en ob- 
servant la loi qu’elles suivent et qu'on démontre généralement par l’ana- 
Jyse du n° 696. Ainsi pour l'intégrale Ù — F1 ud@ , on ferait l’auxiliaire 

— a, et on aurait la formule 


SSU°—P+HE J'po 5% J'éPs LE etc. ; 
pour lintégrale U = f'fud®f, on ferait P = œfu, et l’on aurait la formule 
6000 L 2De 2 
d\U *=P+:J"P T 1445 
ainsi des autres. 7 | 


Quant à la loi des coefliciens, elle est la même que celle qui résulterait 
du développement de la puissance 
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D ot io Br pis. or 
| (: ne Reg DEN que Mer 24672 EL 
n désignant l’ordre de l'intégrale proposée U = f'udg". 
712. Il serait à désirer qu’on pût calculer par des procédés semblables 
et avec des suites’aussi convergentes, les valeurs successives d’une fonction 


…— 


’ 1 , ° 2 . et! dU 
U donnée par une équation différentielle du premier ordre A sure 


fonct. (U, @), ou même par une équation différentielle d’un ordre plus 
élevé. Ce problème est de la même, nature que ceux qui concernent les 
intégrales simples-ou multiples; mais sa résolution offre beaucoup plus de 
difficultés, et jusqu’à présent nous ne voyons d'autre moyen d’y parvenir 
que la formule de Taylor 
ON PT A NPD e. PINS ŒU 
QUE near error Tr - Arr ra 0e) 

qui sert à calculer la différence finie d’une fonction par le moyen des 
coefliciens diflérentiels successifs de cette fonction. 


RL} | k . mc dU : 
Si équation est du premier ordre , le premier coefficient —- sera donné 
q ? l de 
2 ŒU 
en fonction de-U et. de 9, .et les suivans ——, FA elc,, s’en déduiront par 
la différentiation, Ov pourra donc, d’une pou donnée de U correspon- 
P 9 P 
dante à ® — e, déduire la valeur suivante U'= U + AU, correspondante 
à ® — e +- «, et ainsi successivement. 


713. Si l'équation E en du second ordre , alors faisant... 


d 
= u, le coefficient © mr SÙ sera une fonction donnée de z et de @; on en dé- 


; nr ; : ŒU d{'U 
duira-par la différentiation les valeurs des coefficiens suivans Ze? de? 1 EF 
exprimées .semblablement en fonctions de w.et de @.. 

Connaissant donc les premières valeurs de U et. de x qui répondent par 
exemple à ® —e, on trouvera les valeurs suivantes de U et de x qui ré- 
pondent à®—e+a, au moyen des formules KT 
| a?  daU a 

QU=eu RS. Dr ALLEE 3° D 7 = etc. À 
A. 2 Al 
due Te. ee 2e ete : 
d’où l’on déduira U' = Ü + AU, u' = u + d'u. Par ces nouvelles valeurs 
de U et de « qui répondent à 2®—e a, on trouvera semblablement les 
valeurs suivantes qui répondent: à @:==rer+ 20, et ainsi; successivement 


OÙ 
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jusqu’à la fin de la Table. Mais ces calculs qu’on doit faire ainsi pas à 
pas pour que le résultat en soit plus exact, sont très longs et très diffi- 
cultueux. 

Il serait d’autant plus utile de perfectionner ces Hole en rendant 
les suites plus convergentes, que la réduction en Tables est la seule res- 
source qui reste pour évaluer les fonctions déterminées par des équations 
différentielles qu’on ne peut intéorer exactement; et peut-être n’y a-t-il 
pas d’autre moyen de résoudre les grandes difficultés que présente la théorie 
des perturbations des planètes, lorsque le développement en série ne peut 
pas avoir lieu , ou lorsqu'il offrirait un trop grand nombre de termes qui 
ne pourraient être négligés. 


ANR VENAIS RAA UT AU VU UV AA RAA AAA AAA AE VUE VU AAA VU AU A US 


CHAPITRE IV. 


Application des méthodes précédentes à la construction de 
la Table LI. 


714. Pour expliquer plus clairement l’usage de nos formules, nous les 
appliquerons au calcul de la Table des fonctions E pour le module ce — 
sin 45°, qui se présente le plus fréquemment dans les applications. Nous 


ee —— 


A 2 5 om As \ ® , FT 
supposerons en même temps qu'on fait &æ — à un demi-degré — 3Gs : 


c’est-à-dire que la Table des fonctions E ou des intégrales fAdg doit être 
construite Fute toutes les valeurs de @, de demi-degré en CEE -degré , 
depuis 0° jusqu’à 90°. 

Des deux méthodes que nous avons données pour construire une sem- 
blable Table, nous choisirons celle qui sert à calculer les différences se- 
condes de la fonction E par le moyen d’une auxiliaire..........,,... 


dA 
Q= « — AA Te + Ca. ne —? , d’où l’on déduit 
dvEc ss Q - _ MO: 


Cette valeur suppose que le terme suivant de la série, contenant dQ°®, 
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est négligeable; or, c’est ce qui a lieu dans le cas présent, et ce qui aura 
toujours heu à légard de la fonction E, à moins que les quantités c et 
sin @ ne soient toutes deux très rapprochées de lunité. 

715. Pour calculer les valeurs successives de Q, soit Ê = Æ c°æ*, et soit 

À un angle déterminé par la valeur sin À = c sin @, on aura À = cos À, 
et en omettant le signe de Q, 

6 sin29, 

Q es KT ? 


dans l'exemple proposé, on aura Gain — (re 


logé —=5.27063 47486. 

Nous nous proposons de calculer jusqu’à douze décimales les valeurs de 
E; alors les quantités Q auront huit chiffres significatifs au plus, de sorte 
qu’elles pourront être calculées par les Tables de logarithmes à dix déci- 
males, qu’on réduira à huit, et même quelquefois par les Tables à sept 
décimales seulement. L'opération principale, pour avoir log Q, est de dé- 
duire log cos À de la valeur connue de log sin À ; il suflira le plus sou- 
vent, pour cet objet, de tenir compte des premières différences données 
par les Tables, dans l’hypothèse de huit décimales seulement. Soit À la 
différence qui répond à Zsin a, et B la différence qui répond à /cos a, a 


étant l’angle de la Table, immédiatement plus petit que À; si l’on fait 


! Br 
lsnA=/lsnat+Lr, on aura {cos À = lcos a — TR 


Cette formule sera suffisante presque dans tous les cas , et le calcul n’en 
sera pas bien compliqué , parce que les différences B et A, ainsi que r, 
peuvent être prises en bornant les logarithmes à huit décimales. 

GPERTEN si on voulait calculer / cos À de manière que le résultat füt 
exact jusqu’à la dixième ou la douzième décimale, voici le moyen qu’on 
pourrait employer. 

Soit a es de la Table qui approche le ie de l'angle À, et sup- 
posons qu’on ait à la fois 


IsnA=/lsnazr, lcosA=lcosazrR; 


il s’agit de trouver la différence R par le moyen de la différence donnée 7; 
pour cela on aura la formule | 


R= r tang* a(x HE me 


log R = log (r tang* a) Æ (r + r tang* a). 


ou 
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16. Les règles précédentes pour calculer log Q, s'appliquent à toutes 
les valeurs de @ dans l'exemple proposé, parce qu’on aura toujours. cn 
tang a << 1; mais si € et sin @ étaient tous deux très proches de lunité, 
tang a pourrait dévenir très grand, et il faudrait employer un autre moyen 
pour calculer la valeur de À qui fait connaître celle de Pauxiliaire Q. 

Alors À devra être mis sous la forme À = y/(b* + c* cos® ®), et si on 


prend p tel qu’on ait 
C Cos @ 


b 


tang u — = tangÜ cos, 
; b ù î ; 
il en résultera A = RER et de là Q = y sin 29 cosu, en faisant..... 


] 


ECM d oh) le nr { * 
7 = 5; dans l'exemple proposé, on aura 


log y —=5.43014 07464. 
Il s’agit donc, pour avoir Q, de déduire log cos w de la valeur connue 
de log tang pe; c’est ce qu’on peut faire, comme ci-dessus, avec une exac- 
titude presque toujours suffisante, par le moyen des différences premières 
qui répondent à log cos g et log tang w. Si on veut obtenir une plus 
grande précision, soit à l’angle de la Table le plus approché de w; si l'on 
fait à la fois | # 


l'tang pu = l'tangaÆr, lcosu—=lcosaR, 
on déduira la différence R de la différence connue r, par la formule 
R=rsin°a (1 Mr cos° a), 

ou | 
log R = log (rsin*a) Er r sin a. 
Cette manière de calculer / cos 4 qui fait connaître À et Q, n’est sujette 
à aucune exception ; elle peut être employée dans toute l’étendue des Ta- 
bles qu’on veut construire , quels que soient les angles 0 et @; en effet, on 
voit que l'angle # qui est 8 lorsque @9 — 0, diminue continuellement à 
mesure que ® augmente, et finit par être nul lorsque ® = 90°. 

717- Par la formule Q — 7 sin 29 cos m, on voit que l’auxiliaire Q est 
nulle aux deux limites de la Table, savoir, lorsque @ = o et lorsque @ 
= 00° ; il y a donc entre ces deux points une valeur de Q qui est an maxi- 


mum; ce maximum se détermine par l’équation tang @ = {/—— — (/: 

cos 8 b 

( c’est le point remarquable où l’on a F® = 2 FF); alors Q = © “ Dans 
cos? ? I 


——— ‘0 ; - : de , ; 
le cas de 0 — 45° que nous avons pris pour exemple, on trouve le maxi- 
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mum Q = 0.00002 23050 94, il répond à l'amplitude @g = 49° 56° à 
peu près. : 

Pour la fonction F on a l’auxiliaire Q = y” sin 2@ cos, en faisant pour 
abréger y = . ; elle s’évanouit encore aux limites ® = 0, ® = 90°, et 
son maximum a lieu lorsque tang® @ — tang*0 + y/(1+ tang°0 + tangt 8). 
Dans le cas de — 45°, on a tang° @ = 1 + ÿ/3, ou à peu près ® — 58°30', 
ce qui donne le r#naximum Q = 0.00003 34082 54. 

718. Voici deux exemples du calcul de lauxiliaire Q relative à la fonc- 
tion E, que nous résoudrons chacun par les deux méthodes que nous 
avons exposées. | | 

Soit 1°. ®@ —= 33° 30’; suivant la première méthode, on fera le calcul 
comme il suit, en supposant toujours c — sin 45°. 

lsnA=/sna—r 


Cor 9-84948 Boo22 cos 4... 9.006411 53905 


sin @.., 9.74188 94971 R + | 12045 

sin À... 9.59137 44993 cos À... 906411 66810 

sin a... 9:59138 16478 6... 5.279603 47486 

Se TRS 71485 et 5.3155r 80676 

RTE 4.85421 49 sin 2... 9.006402 60827 

tang* a... 9- 25453 29 log 24 5.27054 41503 

[(rtang* a) —= 4.10874 74 Q = 0.00001 90346 18 

Pos — 71.0 


rang" a... — Ps 
log R — 4.108733 90 


Par les formules de la seconde méthode, on procédera ainsi : 


tang ... 9.92110 65899 _ cosa... 9.658536 35668 

tang 4... 9.092111 81813 R + 47544 

= — I 15914 cos... 9.868936 83212 

y... 5.43014 97464 

Zac De OO 0 | sim 29... 9.960402 60827 

sin°a. .+ 9-61296 4 log Q = 5.279954 41503 ) 
i(rsin* a) = 4.679710 0 | Q — 0.00001 00346 18 

J'— Fr SIN°4. 7 


log R = 4.67709 3 


Ed 
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| + A / + 
Supposons 2°, ®= 70°; le calcul fait par la premiére méthode donnera 
les résultats suivans : 


C... 9-84948 50022 | 
sin ®... 9.97298 58164 [snA—=lsna—r 


sinA... 9.82247 08186 cos 4... 9.873b0 37413 

sin a... 9.82247 52809 RASE 35274 
D 44619 cos À... 9.873200 72687. 
6....5.27063 47486 

r... 4649520 | 5.40612 74799 

tang® &..+ 9.897943 sin 26... 9.80806 74907 
-l(rtang'a) = 4.547463 » log Q = 5.21419 49766 

Dose — 4.5 4, Q = 0.00001 63755 19 


r'tang® a... — MARGES 
log R = 4.547455 
Par la seconde méthode on»trouvera ce qui suit : 
l'tang um = l'tanga +7 
tang w... 0.3405 16846 COS 4... 0.979298 07953 


tang a... 9.93402 28261 RIV! 7'e73028$ À 
pe _ 2 88565 COS M... 9.097297 77334 
| y... 5.43014 074064. 
r... 5.460024 36 sin 2®... 9.808006 74907 
Sin 4... 9+.02000 je | log Q mo 5.214109 49765 
l(rsin® a) = 4.48025 08 Q = 0.00001 63755 15 
T — rm Sin @... 2 59 | 


log R = 4.48027 67 

On voit que ces deux méthodes s'accordent parfaitement. Les calculs ont 
été faits avec la même précision que si on voulait avoir la valeur de Q 
exacte jusqu’à la quatorzième décimale; on pourra donc les faire avec 
deux décimales de moins, lorsqu'on ne voudra avoir que douze décimales 
exactes. TA 

719. IL est facile, par les moyens indiqués, de former la colonne des 
auxiliaires Q et celles de leurs différences premières et secondes, lesquelles 
serviront à former la colonne des différences secondes d"E, d’après la for- 
mule 
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dE — Q + Le d'®. 


Mais pour avoir les différences premières dE, et ensuite les fonctions E 
elles-mêmes , il faut connaître le premier terme d'Eo qui répond à @ = 0; 
et ce premier terme est la même chose que Ex, puisqu'on a Eo — 0. 

Or la quantité À = y/(1 — c* sin° @) étant développée en série, on en 


üre f Ad ou | 
E(®)=@—} c* fdg sin* @ — 2 cf [de siné ç — etc. 


Soit sin P—=x, on aura 


: + © At Ar AE 
fd? snf® = f'atdx(1 —x*) CAS CRMUUT 22 rente SP: 


Ces suites sont très convergentes lorsque x est très petit ; si on fait donc 


D = à —= Fi on aura les valeurs suivantes, exactes jusqu’à la quinzième 

décimale : | 
E(a)—a—1c(3.34541 42464) —£ ct (9.00525 11}, 
F(a)=at+lc(3.34541 42464) +5 ct (9.00525 11). 

Les nombres en parenthèses désignent les logarithmes des coefliciens, et la 

caractéristique 9, qu’on voit dans le troisième terme, indique une fraction 

décimale dont le premier chiffre significatif est au onzième rang. On a d’ail- 

leurs 


a —= 0.00872 66462 50971 65. 


720. Connaissant ainsi Éa qui est la même chose que d'Eo, on pourra, 
comme nous l'avons dit, construire la Table dans son entier au moyen 
de la formule E° = Q + Æ J'Q°. Mais pour empécher, autant qu’il est 
possible , les erreurs dues au terme + d*Q° de s’accumuler , nous avons 
tenu compte des restes que donne la division de d"Q° par 12. 

Pour cela nous avons joint à la colonne des secondes différences d"Q, 
une autre colonne contenant deux nombres que nous désignons par g et 
r, et dont voici l’usage. Soit r° le terme qui précède r, et supposons 
qu'en divisant d'Q + 7° par 12, le quotient soit q et le reste r, on fera 
constamment d°E — Q' + g, ou dans la ligne précédente, d'E°=Q +. 

721. Nous joignons ici la série entière des calculs faits d’après ces prin- 
cipes, pour obtenir, dans le cas de c = sin 45°, les valeurs de la fonction 


E, correspondantes à tous les degrés et demi-degrés de l’amplitude 9. 
s'EN 1: 9 
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On peut observer que pour les mêmes valeurs de c et de ?, l’auxiliaire 


Q 


qui est Q pour la fonction E, devient © pour la fonction F ; d’ailleurs A 


est toujours donné par RÉ EMSE qui sert à trouver Q, puisqu'on 


a dans la première méthode À = cos A, et dans la seconde A — 7h) 


Aïnsi, en construisant la Table des fonctions E pour un module donné, 
on peut construire simultanément Le Table des fonctions F qui se rap- 
porte au même module. ; 

Comme le mode de procéder est le même dans l’une et l’autre Table, 
nous n'avons pas cru devoir joindre ici la Table particulière qui concerne 
la fonction F, d'autant que cette Table et celle des fonctions E, ont be- 
soin d’une érnière rectification qui leur donne toute Pexactitude dont 
elles sont susceptibles. 


© 
© 
ee bee me. 


© 
© 
CO 10708 


CO 
C0 
© 
©O © 


Ce 
© 
6 © © © © © 


.00000 


. 00872 


.01745 
.02617 


03490 


.04362 


.0234 
.06106 
.06478 
-07849 
.00721 


15675 
16542 
17409 


4301. 0 
.00 | o 


.30 | o 
.00 | o 


.30 | o 


.30 | o 


.18274 
19139 
.2000/ 
.20867 


21730 


.22002 
.23453 
.24313 
.25173 
.26031 


.26889 
.2774$ 
.28000 
20455 
.30308 


0.311600 
.32011 
.32861 
«33710 
.34557 
.35403 68638 

0.360248 52146 
37002 
0.370934 21350 48 
0.398779 01585 91 


Œ 


00000 00 
65908 79 
28494 06 
84436 20 
30411 95 
63103 22 


79193 63 
73809 97 
48322 82 


94747 20 
11343 20 


41879 54 
49251 09 


13657 94 
31835 04 


00526 22 
16484 81 
76474 31 
77209 03 
19654 69 


88429 11 


92402 84 
24309 77 
81257 03 
59829 58 


56082 91 
Gobor 65 
94586 24 
28854 36 
69341 6: 


13002 
56809 
97796 
32857 
59140 


73681 


73540 
55827 
17668 
562712 


03905 13 


.09991 94816 61 
.10402 
.11332 


.12202 


.13071 


47062 93 


CHAPITRE IV. - 


872 65908 
872 62386 du 
872 55941 32 
872 45975 75 
32691 27 
16090 41 


96176 34 
712992 85 
416424 38 
16596 00 
83473 41 


07371 55 
64406 85 
9 19177 10 
68691 18 


15958 5 
59989 5 
00794 172 


38385 66 


72774 42 


03973 
4 31996 93 


852 14534 78 


850 99859 54 


849 82286 81 
848 61840 43 
847 38544 92 
846 12425 46 


844 83507 91 


843 51818 31 
842 17385 35 
840 80235 43 
839 40397 62 


. 36410 45 


e— 
_— 


= ei ei bi ki bei ei ei ei ei 


| 


ME. 


3322 90 
99 7 
13284 48 
16600 86 


‘19914 07 


23223 49 
26528 47 
209828 38 
33122 59 


34691 38 
42964 70 
46229 75 
49485 92 


52732 59 

.13940 
. 14808 
«00 0. 
0. 
0. 


55969 o9 
S9194 78 
G2409 06 
65611 24 


65800 69 
71976 80 


15158 67 
76286 31 


81418 42 


84534 59 


85634 15 


90716 47 
93780 87 
96826 72 


098953 35 


o2800 II 
0846 34 
08811 38 
11954 57 


14075 24 
17072 73 


20446 38 
23209 51 
26119 46 


28917 55 
31689 10 


34433 46 
371 2 
HT Br 
42496 47 


68807 


84535 


28919 


93782 
96828 


Q. 


ee 


0000 00 
3322 75 
6644 88 
996 73 

13264 69 


16601 12 


19914 39 


23223 80. 
26528 89 
20828 85 
33123 12 


06 


36411 06 


396 
f50b5 
46230 
49486 


52733 
55969 
59195 
62410 
65612 


71977 
75140 
78287 
81419 


87635 
90717 


232 

er G2 
76 
37 
78 
30 
25 


31691 
34435 
37192 
39840 


Q. 


3322 75 
39322183. 
3320 05 
3318 96 
3316 43 
3313 27 


3309 47 


3305 03 


32099 9 
3294 27 


3287 94 


3280 06 
3273 36 
3265 11 
3256 23 
3246 71 


3236 56 
3225 75 
3214 32 
3202 24 
3189 51 


3176 15. 


3102 14 
3147 48 
3132 17 
3116 22 


3099 62 
3002 37 
3064 40 
3045 90 
3026 69 


3000 Ets 


2986 29 
2965 09 
2943 24 
2020 73 


2807 55 


2873 


2849 
2824 


2708 


70 
ag 
OI 


14 


2771 61 


2744 4x 
2716 52 


2087 095 
2658 971 


2. 


G2 
128 
18 
253 
316 
380 
444 
5o7 
569 
633 
698 


760 
825 
888 
952 


1019 


1081 
1143 
1208 
1273 
1336 


1401 
1466 
1931 
1595 
1660 
1725 
1791 
1890 
1921 


1988 


2052 
220 
2185 
2251 
2318 


2385 
2451 
2518 
2587 
2653 


2720 
2789 
2857 
2924 
2094 


07 
q» d 
5 + 2 
I1 — 2 
16 — 5 
21 — À 
26 0 
32 — 4 
37 — 4 
42 — 1 
47 + 4 
53 + 1 
58 + 3 
64 — 5 
68 + 4 
74 + 4 
80 — / 
84 + 3 
96 — 5 | 
100 + 3 |à 
106 + 4 | 
112 — 4 | 
116 + 5 
123 — 
127 + 2 
133 #} 1 | 
138 + 5 |À 
46 +2 
149 + 5 
155 + 5 || 
160 + 2 |E 
166 — 2 |} 
1791 — 2 || 
LiTor 00 
182 — 5 | 
187 + 2 | 
195 + 4 |} 
199 + : || 
204 + 4 |} 
210 + 2 À 
216 — 3 
221 — 2 
227 — 6 
232 = 1 
238 o 
al4 — 4 


E. 


0.387175 01585 91 
0.309014 1 93 


0.40452 39 


84 68 


0.41288 92660 65 


0.42123 97713 34 
0.420057 52475 96 


0.437809 54413 7o 


0.440620 01024 45 
0.45448 59039 49 


0.462576 1: 


2 17 


o.47ior 84378 62 


0.470925 85338 44 


0.489748 18979 43 


O0 


Oo © 


© © © © © 


OO OT ON OC 


CPOCrOT0rO 


0100200 


Le De (ee >, 


OO ORENO 


. 9968 
.6o387 


.51204 93224 73 
.52020 
. 52833 
.53645 
.54455 


.552063 


.560o70 
. 56874 


.57677 
.98477 
.992706 


60867 
.61660 
62451 
.63239 


64026 
64811 
.65593 
66374 
67152 


-07928 
-68702 
-69474 
-70244 


«71012 


1778 
os 
73302 
.74o61 
74818 


82998 25 
75193 16 


35036 53 
98451 95 
B1374 42 
81749 12 
97962 70 


61667 17 
10147 39 
76446 6o 


4omqr 72 
.60073 


00375 8 

88550 
62669 16 
24102 14 
93303 27 


58567 63 
19040 87 


PATENT 
18453 94 


5igis 59 


80947 09 


95271 06 
96780 92 
04390 60 
97095 24 


13909 00 
53932 29 
76312 47 
802959 77 
65043 51 


26844 50 


784 


774 14323 


dE. 


839 40397 62 
837 97901 19 
836 2775 97 
835 05052 69 
833 54762 62 


832 01937 74 


830 46610 75 


828 88815 04 
827 28584 68 
825 65954 45 


824 00959 82 
622 33636 99 


820 64022 82 
818 92154 91 
817 SOA 5 
815 41811 80 


813 63415 32 


811 82922 57 
810 00374 70 
808 19813 58 
806 29281 80 


804 40822 67 


802 50480 22 
800 58299 21 
798 64325 r2 


796 68604 15 


7104 71183 24 
792 72110 00 
790 71432 08 
788 69201 
786 65464 


60273 
53679 
45733 
778 36490 
26002 


01509 
85615 
72698 
56814 


40022 
22380 
759 08947 30 
796 84783 74 
794 64950 16 


S ND D D | à B D D D | b D D D m 


I 
I 
I 
I 
I 
I 


et Pet ed bed be 


b D D ND pb 


0°E. 


42496 4 
15195 18 
47723 28 
50290 07 
52824 88 
55326 99 


57799 71 
6Go230 36 
62630 23 
64994 63 
65322 


71867 97 
714083 34 


76259 


80492 75 
82547 87 
84561 12 
86531 78 


88459 13 


90342 45 


92101 OI 
93974 09 
99720 97 


97420 91 


073 
DeBo 
02231 
03736 
org 


“. 
na 
85 


06594 


07945 
09243 
10/88 
11678 


12814 


13093 
14917 
15883 


83 
69614 17 


FA 
18396 45 


nm Pi EN Peu pe 


D D © D D D D D D D ND ND 0 pi mt Del Jet taf : jui 


D D D D D 


Q. 


39840 25 


42498 96 


AS127 73 
47725 39 
5o292 74 
52827 6o 


55329 77. 


57708 55 
60233 26 


84564 6 
86535 39 


88462 80 
90346 18 
92184 80 
93977 94 
09724 98 


99077 22 
00681 17 


02236 00 


08740 99 


05195 39 
06598 48 
07949 53 
09247 81 


10492 59 


11683 15 
12818 79 
13898 68 
14922 20 


15888 6o 


16797 15 | : 


19647 15 
10437 88 
19168 62 
16038 69 


< REUTTTE 


2Q. 


2658 11 
2628 77 
2598 16 
2566 85 
2534 86 


2902 17 


2168 78 


2434 71 
2390 03 
2364 45 


| 2328 27 


G | 
2201 39 
-| 2253 80 


2215 49 


2176 49 
2136 77 


2096 33 


2055 18 
93013 31 
1979 72 
1927 41 


1883 38 


1838 62 
17093 14 
1740 94 


1700 00 


97424 88 | 1652 34 


1603 95 
1554 03 
1604 99 


1454 4o 


1/03 09 
1301 05 
1298 28 


1244 78 
1190 56 


1135 Go 


1079 93 


1023 52 


« 


RQ - 
ù 


Rd 


mm | wb m © 


+ Fe Le 
ne nl eh 


CRC 


+++] 


HI ++ +++ 


QE # D 


ns: 


.74818 65043 51 
.79573 200993 6 
FT 2999908 
.76325 74501 65 
-77075 98020 00 
.77824 00067 66 
.78969 80221 61 


0" © 9. © © © 


CHAPITRE 1V. 


dE. 


754 64950 16 
782 44507 98 
790 23519 25 
748 02048 76 
745 80153 95 


748 57904 96 


D D D D D 


E D D D D D 


Q. 


19538 69 
20447 36 
20993 96 
21477 78 
21698 19 
22204 39 


dQ. 


608 67 
546 60 
403 82 
420 37 
356 24 
201 43 


| nn cn || amenranmseummmenqmmonmmenmmmmmensememencens | Let pensons | nine Sal 


.70313 
.80054 
.80793 
.81530 
. 82265 


-82997 
.03728 


0 
O 
0.084456 
0 
0 


38126 57 
73491 16 
86089 47 
75761 69 
42414 77 


© ©' 0.9 © 


06628 98 
04343 47 
79346 79 
31888 99 


.85181 
82905 


0.87345 70942 m1 
0.988002 28308 4 
0.988777 24922 76 


0.094809 71392 93 


0.90199 98399 44 
0.90908 06696 23 
0.916013 97111 17 
0.902317 70546 49 


-93718 70461 44 
-94415 99120 à 
-O9111 19161 07 
95804 19861 59 
-06495 14578 52 


0 6. 66 © 


-97870 79669 29 
98005 53539 34 
.99238 23418 D1 
:99918 91247 90 


CL arr 0" © 


.01274 28108 66 
«01949 01009 17 
.02021 79508 16 
.03292 66003 53 


et bé bed bed be 


2 
ri 
62 
0 


O2 


.04628 71160 
.0203 94552 
.02057 35042 
.06618 95140 


D OO bei bei be 


86023 08 


0.86626 62290 50. 


0:99019 27979 19 


-07184 00744 56 


.00597 58845 99 


.03961 62430 


741 35364 59 
739 12598 31 
736 Re 22 
7134 66653 08 
7132 43608 31 


727 97714 49 
729 ER de 
723 52542 20 
721 30401 51 


719 08652 21 

716 87365 79 
714 66614 2 
712 46470 17 
710 27006 Bi 


7108 08296 79 
705 90414 94 
7103 73435 32 
701 57432 no 
699 42482 25 


697 28659 46 
608 PE 17 
693 04700 52 
690 94716 93 
638 86166 04 


686 59124 73 
684 73650 05 
682 69879 17 
680 67829 39 

678 67598 09 


656 69262 67 
674 72900 51 
672 78588 99 
670 86405 37 
668 96426 56 


667 08730 13 
665 23392 20 
663 Loibo 43 
661 60097 97 
659 82293 57 


ET 


7130 20605 90 


D &E R D D 


D DB D D LR 


21749 30 


ei bd et be 4 D D DR D DB RE D D D D D D D D D D 


ét bd bd bu bd 


21286 42 
20791 63 


20144 09 
19463 66 


19709 72 


17881 85. 


16979 62 


16002 62 


14050 45 


13022 79 


12619 29 
11339 65 
09953 59 
08950 89 


o7o41 31 


05454 68 
03790 08 
02049 76 
00231 30 


93335 42 


96362 16 


g4311 52 
92193 G2 
89978 61 
87696 63 


85337 03 


82902 77 
80391 46 
77804 40 
70141 98 


D D D D D 


© D RE D à 


© D bb D D D D D D D 


D D D bb D D D D b 


ie bd mt N 
€ [2 


ed Ou bei ei tai 


22545 82 
22771 80 
22031 65 


23024 76 [+ 25 69 
23050 44 |— 42 


23008 13 


22807 18 
22716 9 
22466 09 


22146 6o 
21755 26. 


21292 42 
20757 57 
20150 18 


19469 78 


18715 88 
17008 05 
10985 85 
16008 88 


14956 75 


? 


225 98 
159 85 
93 10 


bb OC CO 


31 


110 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


0000 00 


70 
& | 0: 2. dr JQ: + FMMQ. gi 04 
67°30"| 1.06618 95140 02 | 659 82203 59 | 1 75141 08 | 1 7810 68 | 2662 46 | 7487 | G24 — 4 
66.00 i.07278 0433 59 | 658 07151 59 | x 72404 7o | à 70148 22 | 2737 33 | 7436 019 + 4 
68.30 | 1.070936 64585 18 | 656 34746 89 | 1 ace 05 | x gp 89 | 2811 69 | 7377 | 61 ra 
69.00 | 1.086593 19332 07 | 654 65153 84 | 1 66707 65 | 1 69599 20 | 2885 40 | 7313 Gog + 
69.30 | 1.09247 84485 91 | 652 08446 19 | 1 63749 x1 | r 60713 74 | 2958 D9 | 7243 | Go4 + j 
70.00 | 1.090900 82032 10 | 651 34697 08 | 1 60718 15 | 1 63765 15 | 3031 02.| 7170 598 — 
0.30 | 1.106552 17629 18 | 649 73978 93 | 1 59615 51 | 1 60724 13 | 3102 72 | 7087 5go + 2 
la 1.11201 02608 11 | 640 16363 42 | x 54441 00 | 1 57627 41 | 3173 99 7000 583 + 6 
1.30 | 1 11850 07971 53 | 646 Grg2r 43 | à 51198 47 | 1 54447 82 | 3243 69 | Gooo | 576 + 3 
7 797 s 
92:00 | 1.12496 69692 96 | 645 10722 06 | 1 47885 87 | 1 51204 23 | 3312 68 | 6609 | 568 — 4 
92.30 | 1.13141 80615 92 | 643 62837 09 | 1 44605 20 | 1 47891 65 | 3380 97 | Gyo4 | 558 + 4 
3.00 | 1.137059 43453 o1 | 642 18331 89 | 1 4ro57 47 | 1 44610 78 | 3447 81 | 6593 | 550 — 3 
13.30 1.144279 61784 90 | Glo 97274 42 | 1 37543 84 |: 1 41062 97 | 3513 74 | 6475 | 539 +4 
74-00 | 1.165068 39059 32 | 639 39730 58 | 1 330965 44 | 1 37549 23 | 3578 49 6353 | 530 — 3 
| 74.80 | 1.15707 78789 90 | 638 05765 14 | 1 30323 54 | 1 33970 74 | 3642 02 | G223 | 518 +4 
75.00 | 1.16345 81358 04 | 636 55441 60 | 1 26619 4o | 1 30328 92 | 3704 25 | Go86 | 5o7 +6 
E| 75.30 | 1.16982 59006 64 | 635 48822 20 | 1 22854 4o |: 1 26624 47 | 3965 11 | 5946 | 496 0 
96.00 1.179018 00018 84 | 634 25967 80 | 1 19029 96 | 1 22859 36 | 3824 5 5798 | 493 + 2 
70.30 | 1.102052 34786 64 | 633 06937 84 | à 15147 54 | 1 19034 79 | 882 55 | 5643 | 470 + 
E) 77.00 | 1.198895 41724 48 | 631 91790 30 | 1 11208 69 | 1 15152 24 | 3038 98 | 5483 | 457 + ; 
Ë, 77-30 | 1.109617 33914 78 | 630 80581 61 | x 07215 o1 | 1 11213 26 | 3903 81 | 5318 | 444 — 
98.00 | 1.20148 14096 309 | 620 73366 60 | 1 03168 18 1 07219 45 | 4046 99 | 5145 | 428 + 3 
1 78.30 | 1.207797 874b 09 | 628 70198 42 99069 88 | 1 03172 46 | 4098 44 | 4969 | 414 + 4 
{79.00 | 1.214060 57661 41 | 627 91128 54 94921 90 99074 02 | 4148 13 | 4786 | 399 + 2 
| 79:80 | 1.22034 28789 95 | 626 76206 64 | 90726 07 94925 89 | 4195 99 | 4597 | 383 + 3 
£, 60.00 | 1,22661 04900 59 | 625 85480 57 06484 27 00729 90 | 4241 90 | 4403 | 367 + 2 
il 80.30 _1.23286 90477 16. G24 98996 30 82198 44 © 86487 94 4285 99 | 4204 | 351 — 6 
A 81.00 | 1.23o1r 89473 46 | 624 16707 66 | 77870 59 82201 95 | 4328 03 | 4oo1 | 333 — 
1 81.30 | 1.24536 06271 32 | G23 38027 27 | 73502 72 77873 92. | 4368 04 | 3791 | 316 — 2 
li 82.00 | 1.25159 45198 59 | 622 65424 55 | Goo06 09 73005 88 | 4405 9b | 3559 | 298 + # 
1) 82.30 | 1.257582 10623 14 | G2r 96327 60 | 64655 39 |  Ggog9 93 | 4441 74 | 3360 | 280 + 
1! 83.00 | 1.26404 06950 74 | 6ar 31672 21 | : Gor8o 23 64658 19 | 4475 34 | 3139 | 262 — 4 
H| 63.30 | 1.27025 38622 95 | 620 71491 98 55673 no 6o182 85:| 4506 73 2913 242 + ÿ 
| 84.00 | 1.275646 10114 93 | 620 15818 28 51138 02 55656 12 | 4535 86 | 2084 | 224 + 
84.30 | 1.286206 25033 21 | Go 64680 26 46575 52 51140 26 | 4562 no | 2450 | 204 +08 
80.00 | 1.28885 90613 47 | 619 18104 74 41988 51 46577 96 | 4587 20 | 2215 | 185 — 2 
85.30 1.29505 08718 21 | 618 56116 3 bg 37 36. 41990 36 | 4609 35 | 1976 | 165 — 6 
1! 86.00 | 1.30123 84834 44 | 618 38:36 87 32580 46 | 37387 or | 4629 11 | 17935 | 144 + 
| 86.30 | 1.30742 23071 31 | 618 05086 41 | 28104 20 32791 00 | 4640 46 | 1491 | 124 +4 
1 87-00 | 1.318060 29067 72 | 617 77882 o1 | 23443 03 28109 44 | 4661 37 | 1245 | 104 + 
| 87:30 | r.31978 07439 93 | 617 54439 18 18769 42 23444 07 4653 82 | -999 | 83 + 
| 85.00 | 1.325095 61879 rt | Gr7 35669 76 | : 14085 81 18770 25 | 4683 81 | :750 | 63, —" 
| 88.30 | 1.33212 97545 87 | Gr7 21583 09 9394 71 14086 44 | 4691 3r | 600 | : 42 — 0 
89.00 | 1.33830 19132 82 | Gry 12180 24 4698 62 9399 13 | 4696 31 | 251 | 20. 
89.30 | 1.344479 31322 06 617 07490 62 4698 82 4698. 82 14 
90.00 | 1.35004 38812 68 | 
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722. Nous avons déjà dit que, pour remédier à l’accumulation des erreurs 
qui peut résulter de la méthode précédente, il était nécessaire de cal- 
culer par les formules rigoureuses, les valeurs de la fonction qui corres- 
pondent à quelques-unes des valeurs de la variable @. On aurait pu, pour 
cet objet, se borner aux quatre valeurs qui terminent les quatré parties 
de la Table, savoir, = 22° £, @— 45, ® = 670, ®—= 90°, mais 
nous y en avons joint trois autres, et voici les erreurs en plus qui se sont 
trouvées dans les résultats de notre Table. 


VORANIE D nn AE ne 20, HALO TS LORS," no 00. 
Erreur sur E(o)... DS RATES + 173, + 185, + 222, + 2327, + 220. 


IL s’agit maintenant de corriger les erreurs de tous les termes de la Table, 
d’après les erreurs connues de ces sept termes; et le principe auquel il 
faut s'attacher dans cette opération délicate, est d’altérer le moins qu'il est 
possible les différences premières de la fonction, parce que ces différences, 
telles qu’elles sont portées dans la Table, sont nécessairement très appro- 
chées des différences exactes. NS 

On pourrait aisément construire des formules algébriques qui embrasse- 
raient une certaine étendue de termes, dans l’interpolation des erreurs ; 
mais l’usage de ces formules serait pénible et souvent peu exact. Il nous 
a paru plus simple de faire l’interpolation à vue, en s’écartant le moins 
qu'il est possible de l’ordre linéaire indiqué successivement par les côtés 
du polygone dont les angles sont les extrémités des ordonnées qui re- 
présentent les erreurs connues. L’inégalité dans la distribution des erreurs 
sur un même côté, n’aura pour objet que de rendre moins inégales les 
différences en passant d’un côté à l’autre ; et les anomalies à cet égard ne 
pourront jamais être bien considérables, parce que la méthode suivie pour 
la construction de la Table, est de nature à ne permettre aux erreurs 
de se mulliplier que par des degrés presqu’insensibles. 

723. C'est par ces procédés qu’on a rectifié la Table des fonctions E , 
et en y joignant celle des fonctions F, composée et rectifiée semblable- 
ment, on à formé la Table II ci-après, qui servira à trouver jusqu’à 
douze décimales, les valeurs des fonctions F et.E pour toute valeur de 
l'amplitude ® , lorsque l’angle du module.est de 45°. Elle servirait aussi à 
faire l'opération inverse, c PEUT à trouver d'a mpliie » lorsque ‘ane 
des fonctions est: dans | 

On voit assez par les opérations dont nous.avons donné le détail, qu’on 
me peut répondre de. l’exactitude de. la douzième décimale, et.que.même 
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Ja onzième pourrait, dans quelques cas, être en erreur-d’une ou de deux 
unités ; mais au moins on pourra toujours compter sur l’exactitude de la 
dixième décimale, et l'emploi des deux: autres dans les calculs d'interpo- 
lation ; garantira les résultats de toute erreur sur la dixième décimale. Si 
on n’a besoin que de sept décimales exactes dans le résultat , il suffira 
d’en admettre huit dans les calculs d’interpolation, ce qui les simplifiera 
beaucoup. 
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CHAPITRE V. 


Examen de quelques questions sur les meilleurs moyens ‘de 
former un système complet de Tables elliptiques. 


724. Manvrexanr, pour avoir un système complet de Tables elliptiques, 
il ne s’agit que de construire par les mêmes méthodes, des Tables parti- 
culières analogues à la Table IF, qui répondront à tous les angles du mo- 
dule de demi-degré en demi-degré. On aurait ainsi une suite de Tables 
contenant les valeurs des fonctions F et E pour chaque demi- degré de l’am- 
plitude et de l'angle du module, calculées jusqu’à douze décimales. 

Dans le recueil dont nous parlons, la première Table particulière, celle 
qui répond à l’angle du module 8 = 0, n’exige aucun calcul, puisqu’ayant 
alors F = E = 9, il ne s'agira que de mettre à côté de chaque amplitude. 
g, la longueur absolue de Parc; il ne sera pas même nécessaire d’y joindre 
les différences premières , puisqu'elles sont constantes. 

La dernière des Tables particulières est celle qui répond au module 
c = 1 ou à l'angle du module égal à 90°; elle se construira d’une manière 
très facile au moyen des Tables connues, puisqu’alors on a E (@) — sin @ 
et F (9) = log tang ( 45° + + @). Les Tables III et IV ci-après sont des- 
tinées à représenter ces fonctions. 

725. La Table IT offre les sinus naturels et leurs logarithmes pour cha- 
que quart de degré du quadrant, savoir, les sinus naturels exprimés avec 
quinze décimales , et leurs logarithmes avec quatorze seulement. Ils sont 
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4 
trés les uns et les autres de la Trigon. Britan. de Briccs, publiée après 
la mort de cet auteur, par GEzLIBRAND, seul ouvrage où l’on trouve un 
aussi grand nombre de décimales ; car le Thesaurus Mathematicus de Pi- 
riscus, ne donne les sinus naturels qu'avec quatorze décimales. Nous avons 
cru que cette Table serait utile, ne fût-ce que pour mettre le lecteur à 
portée de vérifier par lui-même, et sans le secours d’un livre qui devient 
chaque jour plus rare, les calculs que nous avons développés dans diffé- 
rens endroits de cet ouvrage, et surtout ceux qui se rapportent à la Table 
des fonctions complètes. 

La Table IV donne les logarithmes hyperboliques de tang ( 45°+219), 
pour toutes les valeurs de @, de demi-degré en demi-degré; ces logarith- 
mes sont en même temps les valeurs de la fonction Fo, lorsque le module 
est égal à l’unité, ou lorsque langle du module est de 90°. 


Connaissant, par la Table IT, les logarithmes vulgaires de tang.. 
(45° + +9),ila suffi de multiplier ceux-ci par le module M = 2. 3025, etc. 
pour avoir les logarithmes contenus dans la Tahle IV. 

Enfin nous avons cru faire plaisir aux calculateurs en ajoutant à ce petit 
recueil, la Table V extraite des grandes Tables du cadastre, où l’on trou- 
vera les logarithmes à dix-neuf décimales pour tous les nombres impairs 
de 1163 à 1501, et pour tous les nombres premiers de 1500 à 10000. 


726. La Table IV, dans laquelle nous avons inséré les différences suc- 
cessives de la fonction, autant que le format a pu le permettre, fait voir 
que ces différences décroissent d’une manière très lente, lorsque lampli- 
tude @ approche de gc°. Aïors l’interpolation de la Table devient très 
difficile, ou.ne donne qu’une approximation insuffisante; mais il est inu- 
tile de s'occuper de cette interpolation dans le cas de la Table IV, parce 
qu'on‘a d’ailleurs assez de moyens de déterminer avec toute la précision 
nécessaire le log, hyperbolique de tang (45°4+ +9), quelque soit @. 

L’interpolation présentera de semblables difficultés, mais à un moindre 
degré, dans les Tables particulières dressées pour des modules dont les 
angles diffèrent peu de l'angle droit ; il y aura alors une partie plus ou 
moins étendue de chaque Table, celle qui répond aux plus grandes va- 
leurs de ®, dans laquelle les interpolations exigeront un calcul plus long ; 
mais cet inconvénient ne se fera guère sentir qu’à compter de l’angle du 
module 8 = 70°, et seulement pour des valeurs de @ non moindres que 
70 ou 707 On remarquera au reste queiles simples Tables de logarithmes 
des nombres et des sinus, sont sujeltes à un pareil inconvénient, vers leur 
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commencement, et que celles des logarithmes des tangentes le sont au 
commencement et à la fin, lorsque l’angle approche de 90°. 

11 serait superflu de parler ici de la double mterpolation que lon aurait 
à faire selon les diverses valeurs des angles 8 et @, lorsque le système de 
Tables dont nous avons parlé sera exécuté, ou, ce qui revient au même, 
lorsqu'on aura une Table à double entrée contenant les valeurs des fonc- 
tions E et F, pour toutes les valeurs des angles 8 et @, de demi-degré 
en demi-degré. Mais il y a d’autres questions qui concernent la construction 
de la Table elle-même , et qui méritent d’être discutées. 

927. On peut d’abord observer que l’interpolation est en général plus fa- 
cile à l'égard des fonctions E qu’à Pégard des fonctions F; et si on se rap- 
pelle que toute fonction F peut s'exprimer exactement par la fonction E 
et une autre fonction de même nature, on en conclura qu’à la rigueur 
on pourrait se contenter de construire la Table des fonetions E, laquelle 
présentera toujours plus de facilités et moins de cas d’exception, dans les 
calculs d’interpolation. Cette observation réduirait presqu’à moitié le calcul 
des Tables elliptiques, et ce calcul deviendrait surtout d’une exécution assez 
facile, si on ne voulait avoir les fonctions E qu’avec sept décimales exactes. 

Mais, d’un autre côté, les fonctions F étant plus simples analytique- 
ment que les fonctions E, 1l y a quelque inconvénient à déduire la fonc- 
tion la plus simple F ou F (c, @) de deux fonctions plus. composées 
E(c,®), E(c°, ®°). Cet inconvénient n’est pas simplement idéal , il se 
fat sentir encore par la complication qu’il entraîne dans les calculs, puis- 
que la détermination de la fonction E (c°, g°) suppose qu’on a calculé de 
nouveaux élémens «©, @°, qu’on peut bien déduire trigonométriquement 
des élémens donnés €, ®, mais qui rendent le calcul plus long et plus 
difficultueux. | | 

726. I faut observer de plus que quand on détermine la fonction F,, soit 
au moyen des deux fonctions E(c, @), E (c°, ç°), soit au moyen des deux 


fonctions E(c, p), E(c', @'), ce qui se fait par l’une ou l’autre des for- 
mules 


DF(c,p)—3(1+b)E(c,g)—E(c, p)++(1—0)sinœ, 
sOF(e,P)=E(c, p)—(i+e)E(c, 9) +csiny; 
les erreurs sur les fonctions E se trouvent notablement augmentées dans 
l'expression de F, à cause de la petitesse du diviseur # dans une formule , OU 
3 0* dans l’autre ; de sorte qu’on ne pourra se flatter d’obtenir la fonction 
F avec la même précision que les Tables donnent les fonctions E. 
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Enfin, dès qu’une fois on aura déduit des données c, @, les nouveaux 

clémens c°, g° ou c', @', il n’en coûtera guère davantage pour continuer 
; L" ! . eue 

les suites c, c’, c”, etc., et:@, p’, ®”, ete., jusqu’au troisième terme en- 

viron, comme cela est nécessaire pour obtenir directement une valeur aussi 


FAR SE qu’on voudra de la fonction F (c, @), en la déduisant des for- 
mules, 


1" m 


Fc, @) = K los tang (45°+ 1), K = 4/(S). 


où D’ désigne la limite des angles ®, ®’, ®", etc. ; et dans ce cas, on n'aura 
aucun besoin de la Table des fonctions E. 


729. 11 résulte de cette discussion que, quoique la fonction F puisse 
s'exprimer rigoureusement par deux des fonctions E; cependant cette pro- 
priété ne fournit pas desmoyens de calcul assez simples pour être em- 
ployée utilement dans les approximations. Il en est de même de l’usage 


: er an dE 
qu'on voudrait faire de la formule F=E — c — ga , OU F—=E— tang she &° 


dc 
en faisant c— sin 8, is 

Car, pour faire l'application de cette formule , il faudrait d’abord être 
en possession d’une ‘Table complète des fonctions E, calculée pour toutes 
les valeurs de 8 et de @, de demi-degré en demi-degré; de plus en appe- 


. , « FT CL 
ant æ& Ja LT d’un demi-degré, ou faisant & — 360 ? le coefficient 


différentiel & = devrait être tiré de la formule 
à = JE—2LME + : NE — 2: d'éE+etc., 


où les différences successives d'Œ, dE, dE, ete., sont relatives à la,va- 
riable 8 seule. Maïs on voit qu'a cause de la petitesse de &, la valeur de 


Jr ne serait déterminée en général qu'avec deux décimales de moins que la 


fonction E, et la précision diminuerait encore a mesure que tang 8 aug- 
menterait ; ainsi ce moyen d’approximation que nous avions proposé au- 
trefois , ne saurait être adopté. 

730. Ayant écarté plusieurs des best qui se présentent naturellement 
pour construire des Tables propres à faire trouver aisément, dans tous les 
cas, les valeurs des fonctions elliptiques E et F, l’idée peut venir encore 


de remplacer une de ces fonctions par une autre qui serait plus facile à 


d 
réduire en Tables: Telle est, par exemple, la fonction G = f AE LR 
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dont la valeur complète, lorsque 9 = ?#, sera + 7 ou 1, selon qu’on | 


fait c = 0 ou c — 1; de sorte que dans les cas intermédiaires cette fonc- 
tion éprouvera peu de Hope L et sera trés propre : à être réduite en 


Tables. CA 72 + 


PRET à Re 


Et puisque la Se F peut être déduite dedfonctons Be G, au roy en 


« 


de Péquation | 


E — © G E 


= = ES + Gi) 


il semble au premier coup d'œil que la fonétion G pourrait être substituée : 
avec avantage à la fonction F, au moins dans la parte des Tables de 
celle-ci qui se prête difficilement aux interpolations, c’est-à-dire lorsque ! 


les angles Ü et ® sont tous deux plus grands que 70 ou 75°. Sans»: PS 


Mais, en examinant la chose avec CRE d'attention, on réconnaît que la : 
fonlté n’est qu'éludée, et qu’on n’obtiendra pas une plus grande ap-. 


e . . | : I 
proximation par ce moyen, parce que Si On à, par exemple, b° ATOUT 


l'erreur de E — G se trouvera centuplée dans la valeur de F. Il vaudrait ! 


donc tout autant, à mesure que Ô et @ augmentent au-delà d’une cer- 


taine limite, diminuer le nombre des décimales qui entrent dans l’expres- : 


sion de F, afin que l’interpolation fût toujours également praticable, mais | 


Ë 


donnât pour résultat un moindre nombre de chiffres décimaux. 


731. Pour donner un exemple de l’usage de nos méthodes, lorsque | 
Pangle du module est peu éloigné de go°, nous joignons ici une Table | 


des fonctions E et F, construite d’après ces méthodes pour le module : 


— sin 89°. Cette Table, calculée par’la même méthodé que la Table IT, 
n’est pas pourvue d’un aussi grand degré de précision, et on ne peut 
guère compter sur l’exactitude de la Mae. décimale ; ‘mais - elle. pourra 
être utile, surtout en fournissant des Fxcraples qui TÉTSUR à apprécier 
diverses formules que nous donnerons ci-après pour e cas où le module 
est très peu différent de l’unité, 
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69.30 0.093678 99669 302 38096 1.700974 20209 2518 6o725 
70.00 0.930901 37708 205 20023. __1.73493 6o 34 |: ‘2679 57803 
70.30 0.942706 61288 288 06754 1.796073 17937 |: 2643 76526 
71.00 0.945067 68042 280 87848 1.978716 94463 2711 44038 
71.30 0.949845 55890 273 66864 1.081428 389501 2782 88278 
72.00 0.099119 22754 266 43860 1.842117 26770 2058 {0809 || 
72.30 0.995385 66614 250, 18899 1.867069 67048 2938 350069 |} 

3.00 0.095644 85513 | 251 oo41 1.090008 0471 3023 16314 || 
73.30 b BEBE 77554 244 83380 193031 M0 3113 HE 
74.00 0.06141 40904 237 32055 1.006144 43889 3209 06516. | 
74.30 0.06378. 73792 230 00718 1.099353 50405 3311 23557 | 
75.00 0.060608 74510 222 66908 2.020664 73982 3420 37855 |f 
75.30 0.099831 {1418 | ‘215 31525 2.06085 11867 3537 22160 
76.00 0.097046 291 207 94636 2.00622 34027 3662 59553 
76.30 0°97294 67579 200 56314 2.13284 93580 3797 45621 || 
77.00 0.097455 23803 193 16631 2.17082 39201 3942 90699 |} 
77.30 0.097648 40524 190 70665 2.210265 20900 4100 22856 à 
78.00 0.9793/: 16189. 178 33495 2.265125 52756 | {270 01650 || 
78.30 0.968012 49684 170 90205 2.209306 44406 | 4456 72749 |E 
79 00 0 :98183. 39889 163 45881 2.383853 17195 4659 73850 || 
79.30 0.98346 85770 156 00623 2.38512 o1005 4882 42409 |E 
80.00 0.988002 86303 148 54533 2.433095 33414 | 5130 68330 |À - 
80.30 0.086901 40926 | 141 07723 2.48526 01550 5396 30364 |À 
81.00 0.093792 48649 133 60320 2.030922 41114 5701 52840 |E 
81.30 0.098926 08069 | _ 126 12467 2.509023 93954 6039 79315 | 
82.00 0.99052 21430 110 64327 2.605663 53269 6420 89541 |É 
82.30 0.099170 85563 11116093 2.72084 62810 6853 40807 
83.00 0.099282 01856 103 67% 2.780938 0361 348 32om1 | 
83.30 0.099385 69855 6 20334 2. 86286 35888 ; ik 06330 : 
84.00 0.009481 90189 8 73459 2.094206 32238 838 32820 |k 
84.30 0.909270 63648 81 27854 3.027093 65058 9376 11725 : 
85.00 0.996901 91502 73 841067 __$.12109 76783 | 10321 80670 || 
85.30 0.099725 75669 66 43310 AT 66453 11472 71005 || 
86.00 0.097092 18979 59 06623 3.330964 38408 12912 11482 
86.30 0.998001 25602 51 76169 3.460876 49890 | 14736 71952 
67.00 0.099083 01771 44 55317 3.61613 21842 17120 72023 || 
87:80 2-999f7 51088 37 49945 | 3:78742 94765 | 20366 68374 
‘88.00 0.099985 07033 30 grot 3.099109 6313 24803 20037 
88.30 1.00015 79052 24 % A PURE Et HE nee 
89.00 1.00040 19846 19 11066 4.55346 91192 | {0020 07521 | 
89.30 FN 31912 15 84265 4.095366 98713 48123 09583 || 
90.00 1.000790 15777 9.43490 98296 


MITS SN 2% 24 2 


RESTE SRE EEE : 


\ 
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VAR AMAR AAA AAA AAAAAAAMAAAAAAAA AAA AAA AAA AAA ANA AAA RANAARRAAA ANA AAA AR AAA AAA 
N x F 1 
CHAPITRE VL. 


Méthode irigonométrique pour construire , d'après un module 
déterminé, la Table des fonctions F et E. 


32. O0: peut construire cette Table par une méthode qui n’exige que 
des calculs trigonométriques très simples ; ; voici en quoi consiste cette 
méthode : 

Supposons qu'après avoir a un module € à volonté, on veuille trou- 
ver l'amplitude ® qui réponde à une fonction F égale à —= de la fonction 
complète F'; cette amplitude se déterminera par la méthode de Part. 71, 


si lon a c << +, ou si c* étant > E, n’est pas trop rapproché de l’unité ; 
et par la méthode de Part. 75; si 1 — c* est très petit. 


Soit qaRs Pun et l'autre cas, & ou &, la valeur de amplitude qui a | 
Ea)— 25 #F';nous appellerons successivement &,, &s, æ,, les sm plites 
des qui Ho nbbE Fa) = 2Fa,F(cs)=3Fe, F(a,) = 4Fa, etc, Jo a 
Flas.s)—2n00b4{e) ft. 

Cela posé, la Table que nous voulons construire contiendra, ae Ja 
première colonne, les nombres 1,2,3....200, qui représentent les di a 
 üons F croissant par intervalles égaux , depuis la fonction F (a) = -2 

jusqu’à la fonction complète F'; dans la seconde colonne seront ler va- 
leurs correspondantes de antplitide ) Savoir ; &,, d,, &s JUSqUu'à ds OU 
2æ. Cette Table sera en quelque sorte l’inverse de celle que nous avons 
construite par la première méthode, et dans laquelle les amplitudes crois- 
sent par intervalles égaux ; mais la théorie des fonctions F fournit des for- 
mules très élégantes pour construire la Table dans ce nouveau système 

733. Désignons par @ un terme quelconque à, de la suite &,, æ&,, &s, etc., 
en sorte qu’on ail Fp = #7Fa; nous ferons par analogie F(g”) — (7-1) Fa, 
F9"—(n+2)F#, et dans le sens inverse, F (g)=(7—1)Fax,..... 
Fg°—=(n—2) Fa, etc. Cela posé, soil À (&) ou y/(1 — c* sin° cs — 4, 
l'équation générale de l'art, 2, deviendra 


ÉD ir 


T1 
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tang (19 + ip)—atang. 
Maïs on a @' — 29 + o@° = d"g°; cette équation das done se mettre 
sous la forme 


tang SE d'q°)—= a tang @: 
on déduit de là, 


L'un r 1) tang® 
+ En ————" , 
tang + d° ESC 
Soit « = = ou k — en ‘cette équation deviendra 
ile” di LT \ 3 £ sin 29 | 
PS OR ET 
tang à d@ 03 1 + & cos 29? 


et on en déduit ultérieurement , 


sin 3 d°@° sn PRE d°g° ). 

Cette équation fait voir que £ d’@° est toujours négatif; faisant done 
2 M =— 0, on auta | 

| À - sin © —= À sin (29 —«). 
Or k est une quantité très petite du-second-ordre par rapport à &, puisqu'on a 
2VE 
Enr 
que le module & se déduit du module c. On voit donc que © restera 
toujours une quantité très petite du second ordre ; ; son MAXIMUM aura lieu 
à peu près lorsqu'on a: ® = 45°, et ce maximum sera à peu près —= À... 
—= (icsinæ) — + ca sin a; dans les points extrêmes, lorsque = 0 ou 
Panier, nl dt w sera nulle. 

L'équation sin © — k sin (29 —w) est facile à rébudte dans les diffé- 
rens cas, avec toute l’approximation nécessaire ; on peut d’abord négliger 
dans le second membre, ce qui donnera sin © = Æ sin 2@, ou simple- 
ment © — * sin 29; éngüté pour avoir une plus grande approximation, on 
substituera cette valeur dans le second membre. Soit alors Æ sin (29— ©)=—p, 
On aura sin © —p; donc si on appelle R” le nombre de secondes conte- 


nues dans le rayon, afin que Ro © exprime le nombre de secondes de l’arc 
w , Oh aura | 


c sin & = et qu’ainsi Æ se déduit de esinæ, suivant la même lor 


ne Ro = R°p (i += RARE F4 éte.). 


_ On dédüit anssi siimniédiatement de la formule tang (@ AI d" 9) —atang mm. 
une autre valeur de: 2 d'@° où w, savoir : 


= + Jp = k sin 20 — + k° sin 49 + + À sin Gp — etc. 
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Mais cette expression est en général moins convergente que la précédente, 
et elle paraît moins facile à calculer, parce-qu’elle exige de plus qu’on 
cherche dans les Tables les logarithmes de sin 49; sin 6®, etc. 

Les valeurs qu’on devra ÉPARSET à ® seront successivement «,, &,, 3, ete. 
On calculera lés valeurs correspondantes de 2% , qui seront en même 
temps celle de d"@; et comme la première. valeur, de d, celle qui ré- 
pond à ® = o, est égale à & , on pourra former en entier la colonne des 
valeurs de ©. 

Mais pour vérifier les calculs-et né Lart es les erreurs de s’accumuler, 1l 
sera bon d’avoir une formule qui fasse connaître directement une différence 
première quelconque dœ. 

Or on a vu (art. 18) AVE si l’on fait tang TRUE — A (a) tang @ et he 
= A (@) tange, on aura ® =" +, mais d’un, autre CÔTÉ, À —=p ++ d''ç° 
et ® = ® + do; donc u — ART AE, 45 donc on a pour dé- 


terminer directement d'@, l’équation 


tang (Jp+o) = A (9) CAR 
On voit en même temps, par cette équation, que comme © est toujours 
positif, et A(@) toujours moindre que l’unîté, on aura par ces deux rai- 
sons, dp << æ&: Ainsi toutes les quantités qui entrent, tant dans la colonne 
des différences secondes d'@, que dans celle des différences premières. d?, 
seront plus petites que des limites données, el ne peuyent par conséquent 
éprouver que de petites anomalies. 

On obtiendra enfin une vérification complète de ! tous es calculs, lorsque 
le dernier terme de la colonne des @, savoir &4,., se trouvera égal à à 90°. 
On peut se procurer d’autres. vérifications dans cet intervalle, èn calculant 
la valeur de @ qui donne F9? égale à la moitié ou à une autre partie exprimée 
exactement en 200"** de la fonction complète F1. | 

734. Une fois qu'on a déterminé là constanté & par les méthodes di- 
rectes, on voit que la Table entière relative à la fonction F, peut être 
calculée par une seule formule trigoncmétrique simple et rigoureuse, sa 
voir, sin © — # sin (20 — ©). En effet, cette formule seule servira à former 
la colonne entière des Dre de et comme on connaît d'avance 
le premier terme des différences premières d'@, lequel est égal à æ, on 
formera de suite la colonne entière des différences premières d P,et de là 
celle des amplitudes @, puisque le premier terme =0: 

Le problème est donc résolu complètement par la seule éco ien- 
tionnée; mails pour se procurer de loin à loin des vérifications, on à une 


3 O4 
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seconde; formule trigonométrique, savoir, DT mo tonol 9juc Eos tn 
TE (AE + o)= — A(p) ut æ, 39508; 5° 


j | Fin? 


À frise afts bon IN . 
laquelle servira à. a Le directement la A Rapide sde Jo: Elle al e. 


immédiatement qu'une valeur approchée de do.est. dp—4A (@) + 
Il ue maintenant, examiner, 1°, comment 25 interpolera. la Table des 


. £i 9D 39 


fonctions F, calculée pour une AER determinée du module; 2°. comment 

on interpolera le-système des Tables particulièrés, aie pour les différens 
Me 

angles du: NET demi-degré en demi-degré!” . ps 


$ 
ni 26 t 5 
HAT 


700. Dans se premier cas, si l’on cherche : une valeur LES 9? qui ah 


à une yatèur donnée de É, l faudra d abord éxpnier F en. parties 20077 
qœis 1,920 IS ie 9 SELO 
de F. | soit donc, .F LE re F!,2 étant un. entier el.x une fhdidnos | 


{ 


Soit A la valeur de @ qui répond au nombre # de la premiére! colonne , 
et soient. d'A A, d'A, d'A les différences successives placées sur la même ligne 


4 w | 


qe A, la valeur de l'amplitude @ sera, suivant les formules CHAN 


e Je 11 150 
PA aa + EE gra + Es sd SA + eue. 
)OXES ‘IS Lo fi HA [5 


Siau contraire on émane la valeur dé F qui AGO À à une Voie donnée 
de @,.om verra d’abord au premier coup d'œil quel est le nombre de la 
Table qui doit être pris pour À ; le nombre correspondant n se trouvera 
dans la première colonne, vis-à-vis de A; ainsi, pour avoir la valeur de 


_ = LEE “il ne s'agira que de déduire .x de léquation précédente; où 
20 


l’on connaît ®, A, d'A, d'A, Re Or. cette résolution n'offre aucune dif- 
ficulté; car on a 


z V RE LS 
A He He A 


(6 


I Fra 

a première valeur approchée de æ est donc RAT 5 0mS ’en servira pour 
substituer dans le dénominateur et obtenir une seconde valeur plus appro- 
chée de x; cette seconde en donnera semblablement une troisième, et 


ainsi de suite: 


736. Venons maintenant à la seconde question. Nous supposons qu'il 
existe une suite de L'ables construites pour tous les angles à du module, 
de demi-degré en demi-degré, dans chacune desquelles on trouve l’angle @ 


4 
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qui répond à toute fonction F (8, @}; exprimée pars F*(6), 7 étant an 
nombre entier. s SV)2art 

Cela posé, soient TÉRE el A AEUO Fetl angle # du module auquel elle 
appartient ; il faudra préalablement, ‘d’après cet angle, "ci calculer la fonction 
complété F: (uw); alors connaissant F,'on conna tré ToAGHE ren x (com- 
posé de l’entier x et de la fraction x) , tel ‘quo pes ait FER l'a. 

Soit maintenant y —= € Lys, £ étant un pinbieoantiere dé demi-degrés, 
et y étant << 1. Dans la T'able-où de 6 yon: préndr: sparlintérpelation l’am- 
plitude ® qui ser à n x; on prendra : de même , Anterpolation, 
les amplitudes ?; p", p etc. ; qui ‘répondent à à Le HE lans les Tables qui 


SI 


qui répond” à à la fonction donnée:F délits Légte- he module est, sera 
on par la valeur. 


+, 970 OT VD @ ob 109! 
+ (eg LUE are = — (@'— PAS JT 1: map A — 39/30 — —?)+ete. 


1° gpérpton inverse se ferait d’une manière. He mais à est superflu 
de s’ en occuper 1C1. a ÀA°" Le Miserere = + À'es OR = =k. 


tel no er 


737. Il faut faire voir maintenant comment on pourra ao une Table 
analogue pour les fonctions E : !cette Table es dune” exécution moins 
facile; cependant il se présente encore, pour: Ju consträire, des formules 
assez béta dtes et qui méritent d’être : remarquées. Mdr lo 

Soient, comme ci-dessus, ®, ®, ® trois ‘amplitudes successives telles 


qu'on ait F(g)+Lr (&)=F(9), 11 @)+F AFS : F.(9');on aura, suivant 


l’art. 34, les deux équations 


a À 
© Æ, 


E(63E (a) —E (0) — Dh eut ot arab 
A nn Fc DENT sin sin @. sin @'; 
d’où l’on tire 
E(@)—2E (0)-+E(e)=— 0° in a ing (sine pt A PE 


ou, ce qui revient au même, 


Îè 


MERS Xi 
d'E(g° )=— c* sin æ sin @ (sin, g — sin ç° ). 
g—e __ p+op 
D OUNONIN 


Mais on a sin @'— sin ® = 2sin ailleurs 


g" in po ns : d’ 
2 2 ÿ 


= Jet de, et EP pr dép"; donc 
d'E (9°) = — 20° sin æ cos(p + 1 d'@°) sin (Jp té: + d'@°) sin ®; 
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ou en faisant comme ci-dessus + d°9° = — w, 
JE (@°)= — 20° sin a cos(®— ©) sin (d® + it sin @. 


J’observe maintenant qu’on à 2sin@ cos (Q—®)=s sin (29 — « ) + Sin ©; 
mais sin @ — Xsin(2® —«); donc 2sing cos(p—w)— (x ANS (2 —&) U 
donc 


ME (p)= = ct (14 4) sin & sin. (29 — ) sin (ea), | 
JE (p°) = -- 20 V/k.sin (29 — ©) sin (JP +). 


Cette formule est rigoureuse, et elle est réduite à un état de simplicité qui 
la rend très propre au calcul logarithmique. 
738. Ainsien même tems qu’on calculera pour la Table des fonctions F, 
la quantité © qui donne d"®°, et ensuite J'@, par la valeur dp—=d@° +d', 
on aura tous les élémens nécessaires pour calculer J°E@° : on formera donc 
par cette seule formule, la colonne entière des différences secondes de la 
fonction E.  , - | 
On voit que la différence seconde J Eg° s’évanouit aux deux He de 
la Table, lorsque 9—0, et lorsque ® — 00°; son maxtmum répond à une 
amplitude toujours plus petite que 45°. 
D'un autre côté, la fonction Et est facile à déduire des mêmes élémens 
qui servent à déterminer & de manière qu'on ait Fa = F', et cette 
fonction Ex est en même temps la valeur de d'Eo, puisque Ré = 0, Et 
qu’ainsi la différence E& — Eo ou J'Eo = Eu. Puis donc qu’on connaît le 
premier terme de la colonne des différences premières, et tous les termes de 
la colonne des différences secondes, on pourra immédiatement former la 
colonne entière des différences premières, et ensuite celle des fonctions E?, 
dont le dernier terme devra être égal à la fonction complète E". 


739. La méthode que nous venons d'expliquer pour former la:Table des 
fonctions E est d’une simplicité qui ne laisse rien à désirer. Et quand on 
considère aussi combien est facile la construction de la Table des foncuüons F, 
puisqu'elle ne dépend que d’une seule formule trigonométrique rigoureuse- 
ment exacte, on serait tenté de croire que cette manière de: former des 
Tables des fonctions 'F et E, doit être adoptée de préférence à celle que 
nous avons exposée dans les chapitres précédens. Peut-être que l’exécu- 
ton dévoilerait encore de nouveaux motifs de préférence; C’est ce que 
nous laissons à décider à ceux qui voudront entreprendre le long. et utile 
travail de la construction de ces Tables. 

Nous devons encore observer qu’il-sera facile de vérifier aussi souvent 


- ou enfin 
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qu'on voudra le calcul des fonctions E; car ayant Eg — Eg° — JEe, 
tire des équations précédentes, 


d'Eg° = Ea — c* sin @ sin @° sin @. 
C’est l'expression d’un terme quelconque de la colonne des différences pre- 
miéres ; el on voit que ces différences diminuent continuellement depuis la 
première égale à Eæ, jusqu’à la dernière qui est à peu près Eæ— c* sin æ 
ou ba. 

740. Pour donner un exemple des Tables construites suivant la mé- 
thode précédente, soit le module c = sin 45°, on trouvera par les formules 
de Part. 71, la valeur de & qui satisfait à l'équation F(a) = V1, et les 
quantités qui en dépendent, comme il suit : 
31° 52"138070, 

[sim & — 7.096708 78960 70, 
lk = 5.03109 51356 06, 
l(2cy//k) — 7.66606 25656 80, 


Ex — 0.00927 02406 00. 


Œ 


I 


D’après ces données, on a calculé le commencement de la Table particulière 
pour le module sin 45°, comme on le voit ci-joint. La première colonne 


. . , ? . a , nE" . 
intitulée 2, représente une valeur donnée de PF, ct les colonnes sui- 


vantes donnent les valeurs correspondantes de l'amplitude @ et de la fonc- 
tion E. Ilest clair que pour toute valeur de F, comprise dans les limites 
de cette portion de Table, c’est-à-dire moindre que F"', on trouvera par 
interpolation les valeurs correspondantes de ® et de E, et les résultats de- 
vront s’accorder avec ceux que donne la Table I. 


741. Il est bon d’ observer que par la dernière méthode que nous venons 
_ d'exposer, on n’évile pas entièrement les difficultés que présente l’interpo- 
lation dans certains cas où € est très près de l'unité. On divise seulement 
la Table en un certain nombre de parties inégales, où l’interpolation peut 
se pratiquer avec à peu près le même degré de justesse; mais dans ce cas, 
les premières divisions comprennent un plus grand nombre de degrés de 
l'amplitude, ce qui exige qu’on ait recours, pour l'interpolation, à un plus 
grand nombre de différences ; si on a, par exemple, le module c=sin 89°, 
la valeur de & qui donne Fa =. F' sera à — 1° 33 24" 03669 3842 

cette valeur serait encore plus grande pour le module c = sin 89° +. Aïnsi 
l'interpolation présenterait encore plus de difficultés dès le commencement 
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de la Table; inconvénient auquel ne sont pas sujettes les Tables con- 
struites d’après les méthodes du chap. II. 


e. de. do. | Me. Et ANT TAR dE. | ME. LME 


0° 00’ 00"000000/31’ 52" 138076,0"082157/82125]0.00000 00000 0927 02406 o| 7965 97961 8) 62| 

.31.52.13807631.52.055919.0.16/{282/8206210.00927 02406 0926 94/40 1| 15927 7 7953 ve 
. 3.4k-+03 95181 .51.891037|0.2463/4/81067 0.010803 96846 11926 jo 4| 23881 3l7041 4166 
135.30 .085088/31 .51.645203,0.328311181839]0.02780 75358 51926 54631 1| 31822 7|7924 8202 
7.27.730025 31 .51.316082,0.410150|8168210.03707 2999 6,926 22808 4| 39747 9 7904 6 247 


© 


bé bd 


aol wwe | .*. 


>. 
2..39.19.047907 RC MIA CNE Ge 0.046033 52598 0l925 83060 9] _ 47692 117079 9,289 
3.11. 9.954739 81.50.415000,0.673323/8127110.05559 35858 09l0925 35408 8] 55532 o|78d1 4325 
3.43. 0.536973 31.49.841677 0.6543948101810.06484 71267 71024 79876 8, 63383 417819 1,368 | 
4.14.50.21141631.49.187083,0.735612/80735l0.07409 61144 5l024 16493 4| 71202 b|7782 3,401} 
9! 4.46 39.398499 31.48.451471 0.016347/8042110.08335 67637 9l923 45290 9| 78984 8|7742 2 443] 
10! 5 18.27.849970 31.47.6351240.89676880077|0.09257 12928 8\922 66306 1|_ 86727 o LT Re 
11] 5,50.15. 8509/431.46.738356 0.970845 9702l0.10179 79234 9l921 79579 1| 94424 9|7 71917 
12| 6.22. nas Br 48. 6161 11 265 Ar Sr PS4 Sbao 85154 211 02074 d [1508 0 555 
A\13 LA LE 31.44. 704964 1.135845 7980310.12022 43968 21919 83079 611 09672 617542 5,597 
1114) 7.25.32.689925 SAS SO0ONO 2 STATOPUOA IE 0.120942 27047 891 13407 olr 17219 1|7482 8,627 
15 7.57.16.250044[31.42. 3544111 .203108 7790610.13861 00454 8917 56191 9l1 24697 9|7420 66 
16! 8.28.58.613455 31.41.061303/1.371014/77386 0.14778 56646 71916 31494 ol1 32118 0|7354 0 705] 
1117, 9. 0.39.674758131.39 690289 1.448400 ) 
9 


© 


| | 
c 7683510.156094 88140 71914 99376 ol1 39472 0|7283 7] .| 
.32.19.365047131.38.241889 1 .b25235! .16609 87516 7013 50904 ol1 46765 7 | 
[lrol10. 3.07.606980 81.86. 716054 .17923 47420 7lo12 13148 3 | 
[l20/10.35.34.323590 .18435 60569 o | 


© © 
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L'ormules pour trouver les valeurs très approchées des Fonc- 


tions Eg, Fo, lorsque l'amplitude @ n'excéde pas une certaine 
limite. | | 


742. L ORSQUE l'angle @ est peu considérable, on a à trés peu près, 

V(i— csin*®)= cos c?; faisant donc A=cosc@, on aura EQ — 
1 14 d@ T 1+4-sinc® 1 4 g 

—=-SsIn C tD—= —=— — ———=- _ . : 

fd® cos co = sin c@, et F ln log Aa = log tang (= At c®) 

Ces valeurs sont exactes dans les cas extrêmes, lorsque c—0 et c= 1; elles 


seront d'autant plus approchées dans les autres cas, que l'angle @ sera plus 
petit. 


.. 


id 


dE LHA 4") 
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Pour savoir quel est le degré d’approximation de ces valeurs, on déve- 
loppera en série la quantité A, ce qui donne 


ee. 3 THKAUS honlolates jura 
A = i — = CSN" — Fr. PAPE roc np et, 


et en y A AR la valeur 


s p° CR | : 
PRE RE MAS LA Ad: L s É 4eté! ; 
On aura ds expression suivante, exacte aux quantités prés de. l'ordre 0, 
A—i—;:c(p—2rpt+iop p)—rt(p— sp) — Ep; | 
de là résulte fAd@, ou à à 


(ÉR FLE 1283 _L f@ Er ié @ 
T4 157 318) te #)= EURE 


Désignons cette valeur par E= ° = sin cp+ Q, nous aurons par le dév elop- 
pement du premier terme, her 


sarl 3 hs c{ s | Ê 
E=Q+9 cc? iso © Fo 
et par conséquent, 14) -s 
| ain &fci SL | ) 
dE 30 * rtf (re), 


on a conc la valeur très SE SRREE ES, 


è 
SARL > Lo fo de MD EEE} de fe re PSS À ce Let 35 TE RES SE 


(ae) 


l, 


L 


(a) Eg —- sim o d- Lg — 


De 


On trouverait par un cale PRG 


@ Fe=ilogtng(ir+ ter) est LE or (ie). 


Ajoutant ces deux formules, on en tire une troisième non moins remar- 
quable, savoir, 


| Re je 
Ep +F@= sin cp + log tang (27 +21cp) PNEUS 
743. La formule (a), réduite à son premier terme - sin c@, donnera sept 


décimales exactes si Von a ® < 6°; elle en donnerait dix ou plus si on avait 
P <L1°3. 

. En prenant les deux premiers termes, la formule E@ - sin c® —+- EE g° 
donnera sept décimales exactes, si on a ® << 16°4, et dix décimales ou plus, 
si l’on a ® << 6° 12. 

T. I. ne 012 


90 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


A 


L'approximation sera à peu près semblable sur la valeur de Fo, selon 
qu’on la borne au premier ou aux deux premiers termes. 

Si on tient compte de tous les termes de la formule (a), il n’y aura de 
négligée dans la valeur de E®, qu’une partie dont le térme le plus grand 
est de l’ordre Fe g°, et ne pourra jamais excéder = g°. L'erreur due à 
ce terme ne sera pas d’une unité décimale du dixième ordre, si on a 
® < 15°, et elle ne sera pas d’une unité décimale du septième ordre, si on 
a ® << 32°45. Le même degré d’exactitude n’aura pas lieu dans la frinol (b) ; 
et pour avoir sept décimales exactes, il ne faudra guère passer la limite 
D = 20°. 

744. Exemple I. Soit c=sin 45° et @ = 10°, la Table II donne les va- 
leurs suivantes : | 

E® = 0.17409 15655, 

F® = 0.17497 G3o19; 
il faut les comparer à celles que donnent nos formules; et d’abord pour 
avoir la valeur de E, on calculera les deux premiers termes de la formule (a) 
comme il suit : 


cp —= 7°4'15"84412 ® = vor 24207 0795 -6 


SIN CP + + eo. 9-09025 93615 Dr Ati 6.20938. 68 
b? 2 

See Ce 0.152051 49978 | Re — 2.07O018 12 

= sin CD... .. 9.24077. 43503 nie Ct dau tige 413020 56 


= sin c® = 0.17409 o2140 
(De 13496 
Eg = 0.17409 15636. 

On voit que les deux premiers termes donnent la valeur de E@ avec huit 
décimales exactes, l'erreur n'étant que de dix-neuf unités décimales du 
dixième ordre. Il en sera de même Le la valeur de F@ dont voici le calcul : 

45° + — 48327" 92206, 

l'tang (45° su —= 0.035373 43422. 
Ce log-tang. étant un logarithme vulgaire, il faudra le multiplier par M 
pour le changer en logarithme byperbolique, comme la formule le suppose. 
Ainsi en appelant % le nombre précédent, on aura les logarithmes suivans, 
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pour déterminer le premier terme B de la formule (6), 


h.... 8.73025 19367 


M... o0.36221 56887 B = 0,17/497 76676 
geees 0.15051 40978 ge Drorps. 13496 
B.... 9.242098 26232 F® = 0.17497 63180. 


On voit que les sept premières décimales de la valeur de F@ sont exactes, 
et que l'erreur ne commence qu’à la huitième, où elle n’est pas de deux 
unités. | : | 
745. Pour obtenir une plus grande approximation, il faut tenir compte 
du troisième terme contenant ®’. Or, puisqu'on a c*= +, la correction qûù'il 
faut appliquer à E®, est égale à la correction précédente (1) multipliée 
par SL , de sorte qu’en appelant (2) cette seconde correction qui est addi- 


2 L ‘ à 
tive, on aura G)=().$; de même la seconde correction de F@ sera 


—(). LE 
ÉERts rTio oG 0.174097 63180 
€. .. 8.077098 94 DR Le 161 5 
rh Pan 2.20819 50 ; Fo = 0.174907 63018 5. 


La correction (2) pour E@ sera onze fois moindre que celle de Fo; elle 
est donc de quinze unités décimales du dixième ordre, ce qui donne la 
valeur corrigée de E®, comme il suit : 

0.17409 15636 
(Ris 15 
Ep = 0.17409 15651. 


L 


On voit par conséquent que la valeur de F@ s'accorde exactement avec celle 
de la Table I, et que la valeur de Ep ne diffère de celle de la Table que 
de quatre unités décimales du dixième ordre; mais l'amplitude n’est que 
de 10°. | | | | st] 
746. Exemple IL. Soit c=sin45° et @— 20°, on trouve dans la Table IT, 
Ep — 0.34557 56213, | 
Fo = 0.35261 98854; 
il faut comparer ces valeurs à celles que donneront nos formules. En voici 
12 6: 


ê 


si 
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le calcul : 5 
co —= 14° 8/ 3168824 
sin cp... 9.387097 35865 PURE 9:54290 73633 
=,.. 0.15051 49978 p5..... 771453 68105 


C 


b?c? 


À... 9.53848 85843 Foi 2.070918 12460 
A — 0.34553 224601 (1)... 5.63535 557 
RRFAL + 4 318725 
Ep — 0.34557 543416. 
‘Ainsi l'erreur de la formule, en prenant les deux premiers termes seule- 


ment, n’est que de deux unités décimales du septième ordre. Voyons à 
quoi elle se réduira en ajoutant le troisième terme, ou la correction 


@)=().& 


(223060385657 0.345057 54341 6 
LES 7.63865 67 (2) = + 1859 4 
(2j 4.019 -3740r02 | Ep: =)0434587 86227: 


On voit que la valeur de E n’est en erreur que de huit unités décimales 
du dixième ordre. | 
En calculant de même la valeur de Fo, on trouvera, 


par les deux premiers termes.... F@ — 0.35262 20054, 
et par les trois termes......... Fo — 0.35261 99381; 


l’erreur du dernier résultat est de cinq unités décimales du huitième ordre. 


747. Exemple III. Soit c = sin 45° et ® — 30°, on trouvera 


RARE A E — 0.51204 61509, Fo = 0.53566 01252 


la formule 


par la Table. IL. 4.4 0.951204 93225 , ‘ 0.53562 27328 . 
* Différence’... — 31716, + 3 73024 
trois t d DE 
A ee 1e °lEo =, 0.951204 93619, F9 70; 99562 45085 | 
par la Table I1........ 0.01204 93225, 0.b3562 27328 
Différence. . . : o 1 de ù | + 20705. 


Par ces derniers: résultats, on voit que l'erreur de la formule n’est que de 
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quatre unités. décimales du huitième ordre sur Eo; ; mais elle est de deux 
unités du sixième sur Fo. | 

Ainsi, à mesure que @ augmente, l'erreur croît dans une plus grande 
PrGpOEUQU sur la fonction F que sur ia fonction E; on ne ‘peut guère aller 
que jusqu’à 20° pour obtenir F avec sept Mb niètes exactes , tandis qu’on 
peut aller jusqu’à 30° au moins, pour avoir E avec un pareil degré d’exac- 
titude. 

Au reste le cas de c*—+, tenant presque le milieu entre les cas extré- 
mes € — 0, c— 1, où les deux formules sont rigoureusement exactes, 
il y a lieu de croire que les erreurs de ces formules sont alors assez voi- 
sines de leur maximum, et que dans d’autres cas, les erreurs pourront être 
moindres ; c’est ce que les exemples suivans vont faire voir pour. une va- 
leur de c très peu différente de l’unité. 

748. Exemple IF. Soit c — sin 89°; voici le résultat de nos formules, 
comparé à ceux de la Table de Particle 931, dans les trois hypothèses 
DO NO 020 ace 30° 


p = 10 «9 = 0° 59/54" 517026 | 459 + £ cp = 40° 59! 57! 258513 
a 


1 terme... 0.173604 84467 4 0.179542 55557 6 
AP eee + 16 4 — 16 4 
E— 0.179364 84484 F — 0.179542 55541 au 
Par la T'able. 0.17364 84482. 0.170242 55540 
DR CN RTE Po SER) Sat à CL 


Dans ce premier cas, lerreur n’est que de une ou de deux unités sur la 

dixième décimale, ce qui laisse incertain si l’erreur est du côté de la for- 

_ mule ou du côté de la Table. Il n’y a pas lieu, comme on voit, d’appli- 
quer le troisième terme de la for mule. 


Dis 20° cp —:19 50 49" 03405 45° + + cE —= 54° 5954" 51 7025 
1e" terme... 013420222962 . | or 0.359637 62023 
DORE, + 526 |. _  — 526 
: Vas 23208 0, 35637 61497 
SUR He -6hoe + 11,,1,.0 ef] — 56 
Ex 06 554802 23299: F1 E = 0.35637 Gr441 
Par la Table. l OR aout 33800. .binxo w10,30637 61479 


pire, LufMoni Here ref MR 
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On voit que la différence est insensible sur Eo, et qu’elle est à peine de 
quatre unités décimales du neuvième ordre sur F®. 


P— 30° cg = 20° 59 43" 55108 459 +3 cp = 50°$59/ 51" 77554 
1°* terme... 0.950000 70891 6. | 0.549209 77237 4 FRE 
PRO TRE | + 3994 4 + — 5994 4 

0.90000 74886 0. 54929 73243 

5 a ÉRRETTe + 182 — 964 

E—=0.50000 75068 F — 0.54929 72279 

Par la Table, 0.50000 72089 0.54929 72081 
Dis see — 21 + 198 jeun 


On voit que dans ce troisième cas, l’erreur de la formule n’est que de 
deux unités décimales du neuvième ordre sur E, et de deux du huitième 
sur F, ce qui est une approximation très satisfaisante. 


749. Exemple VW. Soit encore c — sin 60° et ®9 = 30°, et supposons 
qu’on demande la valeur approchée de Fo ; la formule est alors 


5 
Fp = ltang (45° + 20p)— (1 + os 
En voici le calcul : 
cp = 25° 58" 50" 7436, 45° + 5 cp = 57° 59! 25" 3918, 
l'tang (45° + + cp) — 0.20404 85486. 


Soit ce logarithme = À, le premier terme P de la formule sera Æ APT ART 
h..... 9.30973 35101 
ME Se Li 0.36221 56887 
1:C..... 0.06246 93683 
RAS 9.73441 85671 
I terme.... 0.54252 35153 
Can 2 « — 24 59649 
0.54227 75504 
AD A RAR VOA — 4 29482 


Donc valeur app. F9 = 0.542233 46022 
Valeur exacte... 0454225 91100 


Erreur de la formule. ! ++ + 540. 


D 
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On voit que, dans ée cas, erreur est de cinq unités décimales du sixième 
ordre. 

750. Il résulte de tous ces exemples, que la formule (a) peut être em- 
ployée avec sûreté pour donner la valeur Eg, tant que @ n’excédera pas 
30° ; car, à cette limite, elle donnera encore sept décimales exactes. Il 
n’en est pas tout-à-fait de même de la formule (6), où il convient de 
ne pas prendre ® plus grand que 20°, st on veut avoir au moins sept dé- 
cimales exactes dans la valeur de F®. La formule devient cependant plus 
exacte et permet de porter ® jusqu’à 30°, lorsqu'on a c << sin 35°, ou 
€ >> sin 75°. 

Avec ces restrictions, les formules (a) et (b) sont d’un usage extrême- 
ment commode, et peuvent remplacer avec avantage les Tables elliptiques 
même les plus étendues, dans une partie considérable de ces Tables. En 
effet les calculs qu’exigent ces formules, sont en général plus simples que 
les interpolations d’une Table à double entrée, dans les cas où l’on vou- 
drait avoir égard à toutes les différences influentes ; mais il faut avouer 
que la Table à double entrée méritera à son tour la préférence, si l’on 
na pas besoin d’une si grande exactitude dans les résultats, et qu’on se 
contente de ceux qui peuvent être obtenus par les premières différences 
seulement, ou tout au plus par le concours des premières et des secondes 
différences. 


AAA NE AN AAA MARAIS AA AA RAA AA AE AR A AA AU AA AA AA MAMA AMV, 
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Méthodes diverses pour calculer les valeurs approchées des 
fonctions Fo, Eo, lorsque l'amplitude o excède la limite 
supposée dans le Chap. précédent. 


Tor. Lorsque l’angle @ est trop grand pour qu’on.puisse déterminer les 
fonctions E et F avec une exactitude suffisante par la méthode du chapi- 
tre précédent, on pourra diminuer progressivement l'angle @ par la bissec- 
tion des fonctions F, selon les formules données, art. 21. 
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Pour cet effet, soient 9’, g’, @/, etc., les amplitudes qui résultent des 
bissections continuelles de la fonction F@, en sorte qu'on ait 
F@=:1}fo, Fo"—:#19, Fo”—1Fo", etc. 
on aura en même temps, 
2Eo' — E® = c'sint® sn, 
2Eg" — Eo/ — 6° sin° ®” sin g , 
2Eg”— Eo'=— c° sin° @”/sin @”, 


etc”, 


et l'amplitude 9" se déduira de @ par les formules 


csnp—=sine, sng — 


on déduira semblablement @" de @', ®”’ de g”, etc 

En formant ainsi la suite décroissante ®”, ®", ®"”", etc., on parviendra 
bientôt à un terme @"< 15°, et alors on déterminera aisément , par les 
formules du some précédent, les valeurs des fonctions Eo" ) Fo , ap— 
prochées jusqu’à huit décimales ou plus, desquelles on déduira les valeurs 
de Eg et Fp, exprimées avec un degré peu différent d’approximation. Ces 
calculs ont l’avantage de ne point supposer connues les fonctions comple- 
tes ; ils peuvent même servir à déterminer ces fonctions, puisque si on 


0 


part de l’amplitude @ donnée par l'équation tang ® = 2-50 on AUTANT UE ee 


V6 
Fp= 251", Ep =+iE' +i(r—d); d'où il suit qu'ayant déterminé Fo 
et Eo, on tr les fonctions complètes F', E' 

752. Une seconde méthode qui POUrLA dans A cas être préférable 
à la méthode de bissection , consiste à calculer les amplitudes @,,.@:, 
Py etc., qui répondent aux fonctions multiples Fo, = 2F9, Fo; = 3F9, 
Fo,= 4F?, etc. On les détermine par les formules 


tang + ®, — À tang®, 
 tang (1 ANR S — À tang @,, 
tang (= z Pa be Ps) — À tang Ps, 


etc. , 


dans lesquelles À est une quantité constante, telle qu’en faisant € sin @=sine, 
On à À = cos w. 

Au moyen de ces formules, on prolongera la suite @, ®,, @s, ete. Es 
qu'à un terme @, = 24.37 Æ 4, qui approche d’un multiple pair de à 
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de maniére que la différence 4, positive ou-négative, soit assez petite 
pour qu’on puisse calculer facilement, par les formules du chapitre pré- 
cédent, les valeurs approchées des fonctions EL, F4. De R il faudra dé- 
duire les valeurs des fonctions proposées Eg, Fo, au moyen des équations 


Fo, — 248 HF Eg, = 24E ÆEX, 

Fp, = 2F9, 2Ep — Fo, = c’sin°® sm9,, 

Fos = 3F9, Eo + Eo, — Eos = c*°sin @ sin D, SIN Ps; 

Fe, — 4F9, Ey, + Eos, — Ep, — c? sin @, sin @3 sin @,, 
etc. etc... 


753. Cette méthode, ainsi que celle de bissection , est fondée sur des 
formules trigonométriques très simples ; cependant elles peuvent devenir 
d’un usage dificile dans certains cas, surtout dans ceux où « et sin @ sont 
à la fois peu différens de l'unité. En effet, les opérations nécessaires pour 
changer l’angle proposé ® en un plus pelit, auquel la méthode du chapitre 
précédent soit applicable, peuvent, dans les cas dont il s’agit, étre plus 
longues que celles qui servent à former la série des modules et celle des 
amplitudes, suivant la méthode générale des approximations, et alors 
celle-ci deviendrait préférable, tant par sa brièvelé que par un: degré 
d’exactitude indéfini. ! 

C’est dans les différens cas particuliers qu’on pourra se décider sur le 
choix à faire entre ces méthodes, suivant le degré d’approximation qu’on 
veut obtenir; nous observerons seulement que l’on peut toujours supposer 
Vangle proposé ® plus petit que l’angle qui a pour tangente 7 Car soient 

I 


@ et À deux angles tels qu’on ait lang @ lang À — >; lun de ces angles 


I . 
aura sa langente < 3 D'ailleurs conime on a 


Fp+ F4 = EF", 

Ep + Ed = E' + c° sin @ sin 4, 
il est visible qu’au moyen des deux: fonctions qui se rapportent au plus 
petit des deux angles @ et 4, on déterminera sans difficulté les fonctions 
qui se rapportent au plus grand. 

754. Exemple I. Soit ce = sin 45°, @ = 60°, le calcul par la méthode 
de bissection se fera comme il suit : 
sin © = csin = (0.375). 
d 16 à 13 
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| sin æ.,... 9.78701-b6339 wo = 37°.45" 40° 47807 
COS Desrre 997998 05831 wo —= 18.52,50.230903 5 
INF P..... 9-09897 00043 
sin p'.... 9.722098 94212 g — 31° 5358" 55322 


3 ® 15.56.59.27661 


I 


«+ 9.722098 94212 
C.... 9.84948 boo22 


sino'.... 9.57247 44234 = 21256 29° 04240 
— 10.58.14.52120 
sn+®.... 9.430900 88575 


’ 


COS + @'..e. 9.009198 90871 


sin ®'.... 0.44701 91704 ®" = 46° 15" 17" 50460. 


L’angle ®” étant suffisamment petit, il est inutile de pousser plus loin les 
calculs de la bissèction, et en appliquant à l’angle @” la méthode du cha- 
pitre précédent, on trouvera les résultats suivans : 


co" Zi 11° 29° 38" 12432, | 45° _— + co" _—_ 50° 44! 4906216. 


À = 0.28180 18598 B — 0.28562 30721 
1) + 1 b3152 1) — SÉoMDA 
2) + 440 2h . 4845 
Eg" = 0.28181 72190 F?" — 0.28560 72726. 


Par la valeur de Fg”, on a immédiatement celle de Fp = 4F9", savoir, 
F9 = 1.14242 90904 
Suivant la Table... F® = 1.14242 90578 
Difr. + 326. 
Ainsi l'erreur est d'environ trois unités décimales du huitième ordre. 


Quant à la valeur de Eo , on la calculera comme il suit par les formu- 
les du n° 751, 
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sin°®”... 8.809403 83408 c*sin°®@'... 9.144094 88468 
sin ®"... 9.722098 94212 sin®... 9:093753 06317 


c... 909897 00043 


d... 9.08247 94785 
a’... 8.315099 77663 


4 — 0.120091 48046 
æ' = 0.02070 13050 2E@' = 1.08586 62620 
2E9" = 0.56363 44380 Ep = 0.964905 14574 


Eg = 0.542903 31310 Parla Tab., E = 0.096495 14560 
\ 1 Di. 24 DZ. 


Aïnsi l’erreur sur E@ n’est que de quatorze unités décimales du dixième 
ordre. 

On aurait pu se borner à huit décimales dans tous ces calculs, et les 
résultats n’en auraient pas été moins exacts. 

705. Exemple IT. Soit encore c* — +, et l’angle @ tel qu’on ait... 
tang ® — V6; cet angle pourrait être remplacé par celui de 30°, parce 
qu'on a F®+F (30°) = F'; mais nous n’aurons point égard à cette pro- 
priété des fonctions complémentaires, laquelle ne nous servira que pour 
vérifier les résultats, et nous appliquerons directement au cas proposé la 
méthode qui précéde, par la multiplication des fonctions. 

On aura d’abord A = y(1—c* sin*®) = y’#, ce qui donnera les ré- 
sultats suivans : 


A.... 9:87848 09756 57 


tang®.... 0.38907 56251 02 Pur 07047 3244438 
tang=@®,.... 0.26755 66008 49 29, — 61.37.41.57628. 
Dhs Lbe10.:23:1%80. 


Déterminant ensuite ®3 par Péquation tang (+93 + +@)= A tang ®,, on 
trouvera 

Ps — 194° 5 33" 85248. 
Les calculs préliminaires se terminent ici à @s, parce que @, excède 180° 


d’un angle plus petit que 15°. Soit cet angle = 4, on aura @s = 180° ++, 
et 


L = 14° 5! 33" 85248. 

On calculera donc les fonctions E4, F4, par la méthode du chapitre pré- 
cédent, ce qui donnera | | | 

EL = 0,24473 40068, FA = 0.24720 64817 ; 


192: 
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ensuite E® et Fp se déduiront des équations 
Fo = 3 (2 + FA), 
Ep = +(2E' + Ed) + 5 © sin sin, Cat + sin ®s), 
dans lesquelles on mettra les valeurs de F' et E' tirées de la Table F; on 
aura ainsi pour résultat 
Ep = 1.075004 95812, Fp = 1.31845 19452. 
Ces valeurs se vérifient au moyen des équations 
F + F(30°) —= F', 
Eg + E (30°) = E' + c* sin ® sin 30° = E' + 5 y, 
dans lesquelles substituant les valeurs données par la Table, on trouve 
E9 = 1.079004 95798, F® = 1.31845 19441. 
Ainsi l’erreur des résultats précédens n’est que de onze unités décimales 
du dixième ordre sur la fonction F, et de quatorze des mêmes unités sur 


- Ja fonction E. 


On peut remarquer que la méthode par bissection doit donner en ge- 
néral des résultats moins exacts que la méthode par multiplication. La 
raison en est que les fonctions Ep, F® se déduisent des fonctions auxi- 
liaires par multiplication dans le premier cas, et par division dans le se- 
cond. il semble d’ailleurs que les calculs sont plus simples par la méthode 
de multiplication , parce que la quantité A est constante dans toutes les 
formules qui servent à déterminer ®,, @s, etc. : 

796. Exemple IIT. Soit c — sin Go° et tang ® = y/2; cette valeur de @ 
est telle qu’on a Fo = + F' : ainsi on pourra vérifier immédiatement par 
la Table T, les résultats suivans que donne la méthode de bissection. 

sn... O.9119 43705 ® = 54° 44 5" 197146 
. Cese 9:93793 06317 19 — 27.22.4.098573 
siNn®... 9:84948 50022 ©w—=45, sinr®—y{(sin15°.2) 
sin >®... 9.606247 53005 | 
cos -®... 9-00561 53459 


sing’... 9.609685 99546 g = 2ç° 5o/ 23! 27549 
Ces. 0:93753 06317 30 = 14.55.r1:63775 
sin @'... 9-03439 05863 : wo = 25°31' 32" 07088 


+0 = 12.45.46.03004 
sin+®... 9.41072 39499 TU 994 
cos+ æ',. 1. 98913 21266 
sin gl... 942158 88273: | PhD 8 25€ 18519 
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D’après cette valeur de g”, on calculera les fonctions Eg”, F@” par la mé- 
thode du chapitre précédent, et on aura les résultats suivans : 


eg" — 13°15 22" 40020, 45° + Leg" — 51° 37/ 41" 24510. 


À — 0.26478 03649 6 B = 0.26957 33608 6 
1) + 85058 3 1) — 85058 3 
DIE G14 3 2) — 3866 6 
"ED 012640 doagto Fg" = 0.260956 44683 7 
Fo= 4F?9" = 1.079825 78739 


Par la Table... 1.0782ÿ5 78237 
Di... + 406. 


Calculant ensuite E® par les formules du n° 751, on trouvera 
Eg = 0.85552 80106 ; 


ce résultat se vérifie par l'équation Ep = + E'+i(i1—0)=iE+;; 
et comme on a Et = 1.21105 60275 6845, il en résulte 

FO == "0:90952 80197" 84325" 
d’où lon voit que lerreur sur F est de cinq unités décimales du huitième 


ordre, mais que l'erreur sur E n’est que de trois unilés décimales du neu- 
vième ordre. FA 
Ces erreurs paraissent plus grandes pour le module sin 60° que pour le 
module sin 45°; mais il y a à cet égard un maximum, passé lequel les 
erreurs diminuent à mesure que le module Se C’est ce qu’on:verra 
par lPexemple suivant. 
757. Exemple IF. Soit c= sin 89°,® — ri on trouve par les mé- 
thodes directes, 
Eg — 0.096608 54510 14, 
F? = 2.02664 73951 80. 
En appliquant au même cas la méthode de bisection, on aura les résultats 
SUIVANS : | 


sin ®'... 9.88488 58o1r @" — 27° 51" 43! 67900 
sin "a. 9.660963 81849 : :°: cp" — 27.61.28.40226 
Eg" = 0.467935 16166 5 : ) : Fo" 0.950666 18602 5 


0.760719 73904 3 ©: F9 — 1.01332 37205 


Ep — 
Ep = 0.096608 74478 F? = 2.02664 74410 
Val. exacte... 5ro Detig 3982 


Erreur .... — 32 un 428. FAR 
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L'erreur est donc de quatre unités décimales du huitième ordre sur F , et de 
trois unités du neuvième ordre sur E. 
758. Nous joindrons ici le calcul du même exemple par les formules gé- 


nérales données art. 80. 
D’après le module donné c=—sin 89°, on formera d’abord l'échelle des 
modules, et on en déduira la valeur de K, comme il suit: 


C.... 9-+99993 38498 0922 b.... 8.924185 53184 2289. 
C'.... 9+09999 99987 4053 b'.... 5.881571 G7931 8966 
—.... 000006 61489 3187 b'... 1.16137 35063 1083 
K.... 0.00003 30744 6565. | 


Il faudra ensuite calculer @' par l’équation sin (29 — g')= c sin @, ce qui 


donnera 

| p=174°59" 1440615. N 
Enfin on calculera ®" par léquation sin (29! —®") = c! sin 9’, ou plus 
pie par Kéquelen tang (® —9’)= b" tang ®”, qui se réduit à 
®'—p"— D" tang ®" ; on en déduira 


D pl— 000111 49 
g'— 74° 5o/ 143050. 
Cela posé, la valeur de F@ se calculera par les formules k=.. ..... 


log tang (459429); F = KM, et on trouvera par les Tables à dix déci- 
males seulement , 
F? — 2.02264 73080. 
759: Quant à la valeur de E®, elle doit être déduite de la formule 
générale de l’art. 89, qu’on peut mettre sous cette forme : 


Ep= L'FQ + c* sin @ + 20 sin @' (8! à sint 
mi 4cs sin ®"( 0" 2 sin° g je (A 
“ ve sin @"’ (a"+ ci sin° cr 4 
6Ve 
Ty 
* —- etc. | | 
Dans l'exemple dont il s’agit , on pourra faire L= ? 6° VK., et on trou- 


vera les valeurs suivantes des cinq POSE termes Akiels se réduit cette 
formule, 


sin EU(ET+ 2 SIN? ——— in a = 
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1. can@p.........,... 0.00263 16183-3 
2 ATEN ar ses cr 0: 00090 BO0OA D 


BASODIMSINP IS EURE, Ç 14 70927 8 
4°. Ac sin g’ sin° €, #F 778 4 
5°. fes Bl' sin ®”......0., 5 EGilo 


Somme.,.... Eo— 0.96608 74510 1. 


On voit que, pour avoir la valeur de Eg exacte jusqu’à la dixième décimale, 
il a fallu calculer cinq termes de la formule. générale ; mais ces calculs peu- 
vent être. considérablement simplifiés par l’emploi d’une autre formule, 
ainsi qu’on le verra dans le chapitre suivant. 


NU VS AAA MA AAA AAA ANR AAA AA AAA AAA AAA AA AAA VU AR AA AAA MM, 


CHAPITRE IX. 


Réduchion de la formule qui exprime la fonction Eo, dans la 
méthode des modules croissans. 


760. La valeur de Ep que nous avons donnée dans l'exemple précé- 
dent, d’après les formules de l’article 89, n’étant pas assez simple pour 
être sr dans les calculs courans de la seconde des fonctions ellip- 
tiques, nous avons cherché une autre formule par laquelle ces calculs fus- 
sent réduits au plus grand degré de simplicité dont ils sont susceptibles, et 
nous y sommes parvenus de la manière suivante : 

Après avoir formé la série des modules croissans €, c’, c”... et celle de 
leurs complémens D, 0’, 0"... il faut calculer la suitedes amplitudes dé- 
croissantes ® , ®, ®'... jusqu’à une limite qui est déterminée, ainsi que 
celle des modules, par le degré d’exactitude qu’on veut obtenir. Ces am- 
plitudes se caleulent directement par les formules sin (59° — @)—=c sin 9, 
sin(29"—®')}=c'sing", etc.; mais, quandon est parvénuà celle.où le module 
correspondant c est trop peu différent de lunité, il convient de renanle ch 
cette formule par l’équation correspondante dela suite tang(@—®")}=b'tang®", 
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tang (@°— g") = b" iang ", etc., d’où lon tirera un résultat beaucoup plus 
exact. | 
Connaissant ainsi la limite ® dela suite @,®', ®",etc., que nous supposerons, 
par exemple, se confondre sensiblement avec le quatrième, terme @g”, on 
aura la valeur de F@ par l’équauon Fo — K log tang (45°+ : &), dans 
laquelle le logarithme est. hyperbolique; prenant. “aba dans les tables le 


logarithme vulgaire / tang (45° RS ®)—H, on aura Fo—KRMH; quant à 
la valeur de K , elle est, comme on sait, K— Y G è cote) 
761. Cela posé, la valeur de Eg pourra être ainsi réprésentée 
Eo=L'Fo + Pc sin ?, 


eLil s’agit de calculer les deux termes dont elle est composée. 

Le premier se trouve facilement par la valeur déjà connue de la fonc- 
tion F@ et par le coeflicient L/ que nous avons déjà réduit à la forme 
la plus simple dans le calcul des fonctions complètes (art. 652); tout 
se réduit donc à chercher la valeur du second terme Pc sin @. C'est 
ce que nous obtiendrons par la première forme de la valeur de 4 (x) donnée 
dans l’art. 89; ainsi nous aurons à réduire la formule 


24 sin @* : où F 4 ob 1 sing“? 
V/(cc'c" a Moto) V'c Vcc' V(cc'c 4! REED 
Pour ceteflet, soit ®—@'—=0!, g —@'=—0"!, p"— pl=0!", etc., on aura les 


équations tang w'—D' tang @’, tang &"= L"tang ?", etc. ; la première donne 
c 


sin @= sin ("+ ew)— (1 + 0") sin g’ cos w’ 


P sin @ — SIN @...— 


: Sin ®' cos’, et on en 


déduit successivement 
lion ve sin @ sh out & sing" __ We Vc sin @ 
c ‘ cosw’ ? pce ens a i Tr ed oe"  lcose.ens xl? 
(11 ve Verve sin @ 
An = ET 4 etc. 
c C c COS &° COS 4" COS & 


Substituant ces valeurs dans celle de P sin @,. et. faisant, pour abréger, 
j | 
C'COS = 7; C COS —1, el ON AUTA 


P— 2 cf 2 À 4 oi 
Le 0 ue 2 6 OUTRE DA Hair 
IT vies 7É° T TT rFr Un iTi 


Cette formule peut donner tel degré d’approximation qu’on voudra, mais 
il convient d'examiner successivement les différens cas qui peuvent se 
rencontrer dans les applications. 
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yig Ba SURPIOES qu’à cause de la “pau très rapide des angles 
w', ©”, w"”’, etc., la différence 1 — cos æ/” soit négligeable, on aura en même 
his avec une exactitude suffisante c”=1, cos &” = 1, ce qui donnera 


sf Ru ag 
r'r! ° 


/ 


Dans la même hypothèse, on doit regarder comme négligeable la quantité 
| 2 1 

(1 — 7"), de sorte qu’on pourra faire 1 — 27/4 "= 0, où 5 —1=-5) 
F 4) 


la valeur de P à deux termes seulement , savoir : 
2, 
P — 77 — Ï. 
rr 


Supposons log r'r"® =—4+,t sera presque toujours une quantité fort 


. . , , ? . an A . 
petite; cette quantité étant donnée, on en tirera F7" —=e , ensuite 


P= 26Mt— 1 — eMtf1—(1 —e-Mt)]; donc 

log Pi m(i—e Me} n(r re ME mr — eMt )S— etc. ; 

et en développant jusqu'aux £ seulement, 
log P= 26 — Me+ M'é. 

Cette formule sera très commode pour calculer le second terme Pc sin @ 
de la valeur de E? , s1 toutefois Fe quantités de l’ordre tf peuvent être né- 
gligées. 

763. Si l’on veut pousser np AE plus loin, et qu'on regarde 


seulement comme négligeable la quantité 1—cos ©", ainsi que 1—c!", la 
yaleur de P La de 


et parce que dans le même cas on peut regarder comme nulle la quan- 


; ? 2 I . 4 
üté(1—7"#, ce qu donne 5—1=-%,0n aura plus simplement 


P PS met CE —— once I 
ail EE (74 / e 
rrr? T 


Pour faciliter le calcul de celte formule, on pourra profiter de la ré- 
duction indiquée dans l’article précédent, en lappliquant à la quantité 
US . — 1; on aura ainsi | 

28 


P=-r—i1; 


ri | 14 
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2P'e sin ; 
es — csin @; et parce que r— 


alors le terme Pc sin @ se-réduit 


€ e 1 e n L . 
console" 0 on aura simplement Pesing=2ye.P'sing—csn, 
Si 


n ® ? 
ce qui En as de ‘calculer cos &/. De plus, comme c sin @=—sin Üsin @ 
— Lcos(Î—p)—+cos (6H), on voit que dans beaucoup de cas, 
cette quantité pourra se trouver immédiatement par la Table des sinus 
naturels. ARS 
Nous observerons, enfin, que la valeur de P peut aussi s'exprimer par 
cette série convergente : 
APE mt LE 


au moyen de laquelle lapproximation peut être poussée aussi loin qu’on 
E 2 r . \ 2 à _e 
voudra. Les deux premiers termes se réduisent à 7 — 13; quant aux sui- 


vans qui décroissent rapidement , ils sont faciles à calculer par les for- 
mules logr = —t, l0g(i—7r) =log (M)—;:51+ Mr. 

Pour l'usage de ces nouvelles formules, il faut pouvoir D din avec un 
degré Mie de précision les log-cosinus des angles © , w!, «", etc., qui 
décroissent très rapidement. Or on a pour cet objet les nnte | 


log cos © = — N,0° — Not — Nsof — N,of — etc., 


: I : I 
log sin © — log © — = N, « FR NAS Net — N, ©° = elc., 


où les diviseurs 3, 15, 63, 255, etc., représentent 2° — 1, 2%— 1, 2°— 17, 
2$— 1, etc. 

Lorsque l'arc © ne surpasse pas 5°, si on n’a pas besoin ds plus de qua- 
torze décimales, on aura avec une exactitude suffisante les valeurs loga- 
rithmiques des coefliciens, comme 1l sut : 


N,.... 0.33675 43156 37 Ne... 708457 180 
N.... 8.55860 30653 N,.... 7.406683 3. 


764. Exemple I. Supposons qu’on veuille calculer avec toute l’exacti- 
tude que comportent des Tables à quatorze décimales , les fonctions Fo, 
E, pour le module c = sin 81° et l’amplitude @ = 75°. 

Il faut d’abord tirer de la Table VI l'échelle des modules et log K, 


comme 1l suit : 
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Cie. 9.099401 99270 6508 b.... 9.109433 24413 5701 
Cl... 9:00909 16689 5938 b'..., 7.709196 83022 3974 
C'... 9-99999 99999 8002 b"... 4.098188 49441 5219 
K... 0.00268 58709 3716 b"... 9.36170 98969 9640. 


On procédera ensuite au calcul de g’ par l’équation sin (29 —@)=csin?, 
et par les formules ordinaires pour lPusage des Tables. 


NÉGRSSE Lne 9:99461 99270 6508 angle cherché... 29 a. p—=A, 
Dee nos à 0:98494 37781 0267 angle approché. a— 72° 56, 
sin (29° —®) 9:97956 37051 6775 Ain 
Sin de. 9:97996 26352 3206 


r — 10699 3569 
lsin À = {sna<+r, 


rte ir 

PT os a ? 

À = a+ p sine a (1 + p+ pe. RS), 
PE AE Re rs 4,02935 76746 a + (1) = 792°,56044 093263 4442 
NRA 0,06118 56030 4 RIRE Gr 6186 
Sete VER ES 1,04660 65030 3 SIPÈRE 16 
EN EP RRENA 5,13714 98706 7 29! — p =, 72,96044 93325 0644 
ET at PIE 0:75728 03503 8 (Ms vil 
ARRET ASE 1,75812 26324 1 p' = 73,78022 46662 5322 
HT PE ... 6,65256 18824 6 
DU ee 5,193714 087 
51 Red ntR 1,78971 175 
Pers... 5,13714 987 
$— 5 COS24 0,27421 200 
(ES ré 720107 36. 


La valeur de ®-réduite pour les Tables à dix décimales, savoir : ..... he 
p' — 73° 46 48", 8088, servira à calculer par l’équation sin ( 29" — +) 
= c'sin g’, une première valeur approchée de 9”; cette valeur....... 
p" = 73° 46" 42/,,00876, étant subslituée dans le second membre de lé- 
quation tang (@°— g”) — d" tang ®”, on en déduira facilement une valeur 


beaucoup plus approchée de @' — ®"”; faisant pour cet effet 0” tang®" = p ; 
on aura ®_— 9" = R°p (: —®) ; en voici le calcul : 


14.0 
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b'ige. 4,98188 49441 5 
tang®".. 0,53620 11498 3 
Pie 5,51808 60939 8 
RME 1,75812 26324 1 
(TRE 7,27020 87263 9 
Dis ine 1,03617 2168 
Sainte cv 9,22287 8745 
GL'ECE 7, 83525 966 


la différence ®" — ®''a été calculée semblablement par Pen bon D'— 


[ 


ee 

— 
es 
es 


CERN == 
(a). 
g! — 9" 
o' 
o" 
@" da à : @'" 
o" 


Il 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


0°,00188 88989 5528 
— 68 
‘0,00188 880989 546 
73,78022 46662 532 
73,77833 57672 980 
45 293 
73,77833 57627 695; 


fI1 


= R° 0" tang @"”’. Il n’est pas nécessaire d’aller plus loin, et on peut pren- 

dre @" pour a limite d, ce qui donnera 
45° + L1® —81°,88916 78813 8465. 

Soit a = 81°,89, æ:=—= 0° /00083:21186:1535 , von calculera la valeur de 

H = 7 tang (a — x) par lé formules 


x 
sin 2a ? 


P — 


à = amp (x + p cos 24 + p°. 


on aura ensuite F® —= KMH; 


RAR TAG 6,92018 52377 
HOT. CE 1,79812 26324 
FETE 5,16206 26053 
Si Autune, 9,4461r 18205 
PER eee b,71595 07848 
LE 0 de tt 0,93881 43070 
(1). 5,654-6 50918 
PU TA 5,71595 07848 
COS 24; Vas à 9,98236 00014 
(239,560 1,35307 588 
“al ur 44 GS 

POI ON AGE LE 1,43100 16 

3 3c0$ 22 0,10765 70 


71043295 


voici ce calcul : 


a— 81°,89 (1). 


l'tang (a— x) = ltanga —r, 


2 + 2 cos” RS): 


2 


0,00004 51611 60334 


2-10) T0 Na) — 22104094 
(3). — 156 

r — 0,00004 51589 0586 

tang a 0,84018 77314 7040 

H = 0,84614 25725 G454 


.. 0:92744 39465 G283 
.. 0,36221 56886 9946 
ui Gorce 58709 3716 


0 0,2023/ 51061 9945. 
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Connaissant ainsi log F®, nous allons procéder au calcul de Ep = L'Fo 
+ Pc sin@. La première partie dépend du coefficient L/ qui se calcule par 
les formules 


den eu EEE PQ A . HZ ae MA | CLR 
L'= +0°K3.(c")+ (1 —7), T7. 


Ë | vVK”? 

il en resulte | 
OCR EN UIE — 8,08897 78160 8327 
ED. 0,29234 51001 9949 


8,30132 29222 8272 
L'Fp....... — 0,02406 15124 3297 


Pour avoir la valeur de P, il faut reprendre les valeurs trouvées de +”, 
œ", ©", savoir :. 


w — @ — 1°21977 53337 468, 
0,00188 88989 546, 
0,00000 00045 293, 


© 
(R 
IN 


et calculer les logarithmes de cos æ', cos w", cos w/”, par la formule du 
n°. 763 ; voici le calcul du premier : 


&"  6,32815 72144 14 ot 3,31262 88 (1)... — 0,00009 84166 87719 
»% 6,65631 44288 28 8,5860 31 (2310. 74 34160 
9,33675 43156 37 (2) 1,813 19 EN AE 895 
(1) 5,99306 87444 65 © 9,96894 1 COS &” 0,00009 84241 2278 
7,98457 RIDE 0,00000 83310 4062 
(3) 7,9535r tira 0,00010 67551 6340. 
. Le calcul de cos ©” se fera par un seul terme, comme il suit : 
(71e be 2 . 5,51808 6og 1:C05&/..., 0,00000 00002 3602 
DM Gt 2 T509 0111218 rush EAN 1998 
0,33675 432 


1:77... 0,00000 00002 5599 
HARAS 0,37292 650 
À l'égard de w”, la petitesse de cet angle permet de négliger entièrement 
1 — cos”, ainsi que 1 — c””, ce qui donne r” = 1. Ainsi la valeur de 


: : 2 sin 
Pc sin @ se réduit, dans ce cas, aux deux seuls terimes re — C Sin @. 


Voici le calcul du premier : 
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Ace 4 À 4 0,30102 999506 6398 
CSMP.... 0597996 35051 6775 
1h A SANS 10 67551-06340 
DE UT NE VON 5 1198 


DSi 0,28070 04565 o711 Z = 1,90853 64403 8154. 


Le second terme c Sin @, ou sin 81° sin 75°, est la même chose que 
2 sin 84° ++ £ sin 66°, dont la valeur se trouve immédiatement par la 


Table IL, — 0,99403 36765 0544 ; 
de ces deux termes résulte Pesin ® = 0,95450 27638 7640 
d’ailleurs on a déjà trouvé L'F® = 0,02406 15124 3297 
donc la fonction cherchée Ep — 0,97856 42:63 0037 
d’ailleurs le log connu de F® donne F9 — 1,96040 18613 8371. 


Dans cet exemple où le nombre = — log r/7"* est assez petit, on au- 
rait pu abréver le calcul de la partie Pc sin @ par la formule de Part. 762, 
comme il suit : 


HE AT RX — 0,00010 67556 1538 3 DR PRE 6,02839 09724 
PORTE 2,05678 19448 
DIN EE == 0,00021 99113 d076 MRcReE 0,36221 56887 
ne HER — 2062 M à M 0. 2,41800 76335 
M6... 2... mt 645 M? ... 8,80960 43. 
Le NE M 0,00021 34891 1917 
estn@ 2: 0,97996 37051 6775 


Pesin®..... 0,97977 11092 0292 | 
On tire de là Pc sin ® = 0,95450 27638 7645, résultat qui ne diffère du 


précédent que dans le quatorzième chiffre dont l’exactitude est toujours 
incertaine , tant par l'erreur des Tables que par celle des parties propor- 
tionnelles. 


765. Nous remarquerons que, lorsque le logarithme # est'aussi petit que 
dans l’exemple précédent, on peut calculer la partie Pc sin @ de la valeur 
de Ey, d’une manière encore plus simple que par la formule de l’article 562. 


0 . . — Mt 
Car faisant toujours 4 = — log (r'r"?), ce qui donne r'r"?—e  ,onaura 


2 Me . ..# : 
Tn—i=2e —1; soit cette quantité — 1 +3, afin qu'on ait... 


; : : Me 
Pe sin p=c sin p+ czsm®; de la valeur z=2(e —1) 


em 
a 


duira 


& Mt 
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7 Lee EME M er tree 3: M°t° + etc. ), on dé- 


log z = log (2M)+it+ Me; 


et par cette formule, on calculera facilement le petit terme cz sin ® qui doit 
être ajouté à c sin @ ; en voici l’application 


log t... — 6,02839 09724 _(1)...4 = 0,00046 90875 7106 
LM... — BOTA a 6  csing..  o,95403 36765 0544 
sl. 9 33778 4  Pesin®. — 0,95450 27638 7650. 


Me. ; 10 9 


log z.….. — 6,69169 00356 g 
l(csin®) 0:07996 37051 7 


EL S 


Ce 


être, 


6,67125 37408 6 
résultat s'accorde encore avec les précédens, aussi bien que cela peut 
en n’employant, pour le calcul des parties accessoires, que des lo- 


garithmes à dix décimales. 

706. Exemple IT. Soit proposé de trouver les fonctions Fo, E®, pour 
l'amplitude ®— 45°, et le module sin 48°, dont les élémens sont, d’a- 
près la Table VI, 


Fan Tee 9,87107 34581 135: "PAIE 9,82551 08951 5436 
C'...s. 9:99923 32536 9413 OS Aer APE 48482 6552 
C..... 9,99999 34601 5255 Bis 78040.337181 4405 
ea — 1231 Re A 87675 32981 2587. 
Kiss 0,06207 C6278 45585 
Voici d’abord le calcul de @' et sin ®. | 
Core tresses. 0387107 34581 4351 a—31°90 2r. 4,66130 52942 
cine à. 0,84948 Soo21t 6801 2a—63.40 M. 0,36221 56887 
sin er 0,72055 84603 1152 | séc'a. 0,14033 36959 1: 
Sin 4, . . 972054 92910 3036 Pe... 5,16385 46788 1 
r = 91692 8116 sin 24... 9,09141 24387 4 
TA Do Er RS. es 5,31442 51331 8 
a+ (1) = 31°42/2", 68962 8207 TA CARE 0,42069 22507 3 
(2)+4(3) 3 0224 PEN: 2 5,16385 468 
29 — @ —= 31.42.2, 68966 7431 Le PTE 5,59354 693 
p'= 38.21.1, 34483 37155 PURE « 5,16385 47 


$—3 cos 24. 0,01486 78 


(3)... 0,77226 94. 
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Pour:avoir sin @',.on. fera a=—=38°35 = 3821", «= 1"54483"M37a 55. 
g = a+ x, et on appliquera la formule / sin (a+x)=—1l sin a+-mx cot a 


( pe . sx cot a); en voici le calcul : 
in 24 sin 24 
R'x... 0,12866 858534 8 sin 4... 0,79271 63379 4647 
R".... 5,31442 51331 8 CORRE de 35789 6760 
TRUE 4,81424 34533 (25e ___ 2398 
Mes 009770 MLTTY sin @'... 0,79271 09168 9009 
cot 4.. O0,10173 00005 9 Cu... 9:99523 32536 9414 


(1)... 455875 77070 9 sin (29"— 9’) 0:78705 31705 8423 
AC 4,81424 34553 
1:Sin24 0,01180 7328 
(2). :.0,57080 855 
D’après cettevaleur de Z sin (29°— 9"), on trouve, en suivant toujours les 
mêmes procédés, 4 
2Q"— @'—537° 51 25",98409 3235 
p—38.2r. 1,34483 3715 
76.12.27, 352892 6050 
p'=—38. 6.13,66446 3475. 


. CREER Le (112 DA . 
On a ensuite pour déterminer ®" l’équation sin (2@"—@")—c" sin @"; mais, 


à cause qe la pelitesse de Pangle ®"—9"—%"", il est préférable de déter- 
miner @” par l'équation tang (og) —=0"" tang ®”, ou simplement ®"— 
g'=R"0"" tang ?”. Pour Le on substituera d'abord dans le second mem- 
bre la valeur approchée 9"—38%/10", ce qui donnera &"=—1",2178, et 
p'— 5386" 12",4466. Au moyen de cette seconde valeur, qui a toute l’exacti- 
tude nécessaire pour les tables à dix décimales, on trouvera plus exactement 
@"—gl—R"bl'tang®"—1",21787 8424. Enfin la différence @"—@""#= 1" 
se déduira de pe @"=R"0" lang 9", ou simplement &"—0", 1 b"; 
caron peutsupposer dans lesecond membre tang @'"— tang @", et b"— + (om. 
Voici ces derniers calculs d’où l’on déduit la valeur de @'": 


plis, 4587675 32921 2 p" — 38°6"13",66446 3475 
lang Q". Bof 55u2 5 "=  1,21787 8424 
| ROM 5,31442 51331 8  g— 38.6.12,44658 5051 
w!"..... 0,08560 39365 5 ©" | 220924 


De » sir 452 7400 33 
p'T,,.,. 4,30029 72 


Q"= 38.6.12,44658 27586. 
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_ On peus considérer @'" comme étant la limite des angles décroissans 
®, ®',@',etc.; ainsi on aura 


H=— log tang (45° 11") — l'tang 8 (64°3'6", 22320 1370). 
Pour calculer ce log-tangente, on fera a=—64°05 — 64°3", Rx = 
É- 1370; et appliquant les formules 
Re , ltang (a+ x) — Z tang a + 2mp[i— p cos 2a +3 p° (1 + cos” 2a)], 


sin sin 2G ? 
on trouvera H=— 0,31281 40842 60705. Enfin la formule Fg— KMH don- 
nera les résultats suivans : 
H.... 9,49528 62986 6865 
M. ... 0,36221 56826 9946 3 
K.... 0,06207 66258 4558 5 
[Fo — 9,91957 86152 1370 
Fo = 0,83095 71234 6716. 
567. Venons maintenant au calcul de la formule Eo=L'Fo + Pc sing ; 
ja premiére partie se trouvera au moyen des formules qui déterminent L, 
comine il suit : 
Lé.. 9.380094 67241 4940 
F@... 9.910997 86152 1370 
9.30052 53393 6310 L'Fo = 0.190976 77521 6029, 
La seconde partie Pc sin @ — » v/e sin ®.P/— c sin @, et pour avoir P’, 
il faut connaître r" = c"” cos «” et 7” = c/! cos w!"; or, d’après les valeurs 
déja connues À 
— 687"68037 024 
= P.2158408%4, 


on trouve les résultats suivans : 


1:C0S&"... 0.00000 40217 70478 cos &"... — 7570 
NF RO 65398 47146 CINE me — 12310 
LE 0.00001 05616 17624 SR PEN — 19880 
VIF loue 39760 


t —= 0.000001 05616 57384. 
Par le moyen de cette valeur de 4=——log (°r"*), on trouve aisément 
le terme Z = 240 sin @’.P”, ensuite on aura ec sin ® = + cos 3° + sin 3°, 
d’où lon corclura la valeur “e E, comme il suit : 


EL 1 A 13 
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2V/c.... 0:23656 67247 35736 Z — 1.0698r 27381 3605 
sin @.... 0:79271 99168 90090 csin® = 0:52348 27454 9876 
et ete hs es 2 M0 124708 Ve ob POM 

Mess — 2 56850 Pesing=— 0.54432 99926 3729 
M6... + 6 L'F9= 0.109976 77321 6029 
He 0.020930 77046 8375 Ep = 0.74409 77247 9758. 


Les calculs de ces deux exemples ont été fort longs, malgré la simplicité 
des formules, parce qu’on a voulu obtenir des résultats exacts jusqu’à la 
quatorzième décimale ; mais ils s’abrégeraient beaucoup si l’on se bornaït, 
comme il convient presqué toujours, à dix ou à un moindre nombre de 
décimales. 


768. L’addition que nous venons de faire au chap. XXI du traité pré- 
cédent, nous donne l’occasion de placer ici une conséquence assez remar- 
quable qu’on peut tirer de la formule (z’), chap. XXIHE. 

Si l'on fait dans cette formule @=—0, on aura #/=7; ainsi les deux 
fonctions I(z, c, 8), I(, b, 6), dont les modules sont complémens l’un 
de l’autre et qui ont d’ailleurs le même paramètre et la même amplitude, 
pourront s'exprimer l’une par l’autre au moyen de l'équation 


A(6, 8) 
sin 6 cos 
OL Tite F(6,8). | 
—LHF(c, OF, 0)—F(c, 9) E(6,0)—F(6, 0) E(c, 0) |: 


N(n, c,0)+-2@% fi, 6,8) 


sin cos 4 


Cette équation fait partie de la propriété mentionnée dans l’art, 110. 
Mais si on a c—b, c’est-à-dire si le module c = sin 45°, alors en omet- 
tant la désignation du module c et de l’amplitude 8, commune à tous les 
termes Il(z, c, 8), A(c, 8), F(c,6), E(c, 0), on aura la formule  én 
2A 
sin 4 cos Ü 


O(z)=2?T+ (24 tang 0 F—2E)F, 


d’où l’on voit que dans ce cas particulier la fonction de troisième. espèce 
[I (2) ou H(n, c; 8), où l'on a 2 —cot* 8, s’exprime par les fonctions de 
première et de seconde espèce F et E. D PRO 20e et RU 

Ce résultat est d'autant plus remarquable que l’amplitude 8, qui déter- 
mine le paramètre cot*4, peut être prise à volonté et ne.suppose point que 
F(c, 6) soit commensurable avec F'e. Si cette commensurabilité avait lieu , | 
on sait par les propriétés connues que la fonction dé troisiémerespèce 


+ 
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[(n,c, 6), pourrait se déterminer par le moyen de H'(», €), quel que fût 
le paramètre »,°et ne dépendrait ainsi que des fonctions de la première et 
de la seconde espèce ; de plus, comme dans le cas dont il s’agit, la fonc- 
tion F(È,8) qui est la même que F(c, 8), serait commensurable avec F'b 
qui est la même que F'c, la fonction de troisième espèce Il(7, c, @) serait 
en général réductible à la première espèce F(c, ®) par la formule de l’art. 110, 
de sorte que la valeur particulière de I (7, c, 6) ne dépendrait que de la 
seule fonction F(c, 8), où même de la fonction complète F'e, puisqu'il y a 
un rapport donné entre ces deux dernières fonctions. 

On voit donc que l'équation précédente contient un théorème entièrement 
nouveau sur la fonction de troisième espèce [{cot* 8, c, 0), puisqu'elle ne 
suppose pas F (c, 8) commensurable avec la fonction complète F'e; mais ce 
théorème est restreint au seul cas du module c= sin 45°. 


AV ANA EAU VOA AAA ANA EE A AAA AAA NA AAA AA A EM VE EU VU EME MU 


CHAPITRE X. 


Modification de la méthode trigonométrique du Chapitre VI 


769. La méthode que nous allons exposer n’est autre chose que celle du 
Chapitre VI, modifiée de manière qu’elle n’exige pas un travail préliminaire 
trop considérable , au moins lorsqu'on ne veut pas pousser approximation 
au delà d’un certain degré. | 

Supposons d’abord que l’on calcule par la méthode générale l'amplitude æ 
ou à, , qui satisfait à équation Fe= ; Fc (nous prenons pour exemple la 
fraction =, mais une autre fraction telle que + ou +, pourrait être plus con- 
venable dans certains cas, comme nous le verrons ci-après); au moyen de 
cette amplitude on déterminera successivement celles qui satisfont aux fonc- 
tions multiples Fa,— 2Fa, Fas— 3Fa, etc. On calculera en même temps 
les valeurs correspondantes de E, et du tout on formera un petit tableau de 
dix lignes seulement, contenant les valeurs de ® et de E?, auquel on pourra 
joindre, pour la facilité des applications, les valeurs logarithmiques corres- 
pondantes de-sin ®, tang ®, Ag. Voyez un tableau de cette sorte, art. 777. 

| 19%: 
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Cela posé, ® ayant une valeur donnée quelconque, il s’agira de trouver, 
par le moyen de cette table, les valeurs des fonctions Fo, Eo. 

770. Supposons que la valeur de @ soit plus grande que &r, elle sera com- 
prise entre deux termes consécutifs de la prennère colonne ; soit a le terme le 
plus proche ou au moins celui pour lequel la différence F@— Fa, positive ou 
négative, est la plus petite, et soit  =a+x,x ayant le même signe que 
F@—Fa; si l’on fait en même temps F (a+ x)=Fa+ Fly, l'amplitude y se 


déterminera trigonométriquement par les équations suivantes: 


csin æ==sin 6, tang J'=— cos 6 tang (a+ x),y=Ÿ"—+4. 
c sin (a +x)=sin 6, tang L = cos 6’ tang a. , 


On voit qu'il faudra d’abord calculer les angles auxiliaires 6, 6', ensuite 
les angles V” et 4, dont la différence est l’angle cherché y. 

Connaissant y qui sera en général du même ordre que x, et peu supérieur 
à æ (excepté dans le seul cas où c et sin ® seront tous les deux peu différens 
de l'unité), on pourra déterminer Fy et Ey par les formules qui conviennent 
aux petites amplitudes, et on en déduira les fonctions cherchées 


Fo = Fa + Ey, 
Eg = Ea + Ey — c° sin a sin sin y. 


Cette sorte d’interpolation n’exigera en général qu’un calcul assez facile et 
fondé, comme on voit, sur des formules trigonométriques très simples. 

Si x est négatif, y le sera aussi; mais d’ailleurs le calcul sera toujours le 
mème. Au reste la faculté qu’on a, suivant les différens cas, de prendre x 
positif ou négatif, permettra toujours de supposer Fy <1Fa; c’est ce qui 
aura lieu encore, lorsque @ sera moindre que &, mais tel cependant qu’on ait 
Fo > Fa. 

Nous remarquerons que si l’on fait sin © — PEN PRES on aura Exac- 

: 5 gi 
tement sin y — AÉÉPAE-EN Par les auxiliaires 6 et 6”, on a Aa—=cos 6 
1 +5 c°sin° © 4 L 
A(a+x)=cos6”, ainsi l’angle ©, troisième auxiliaire, se trouverait par l’é- 
quation sin @ = — 9" ; mais il sera presque toujours plus 
cos (16 +16). cos (167 — 16)? 
simple de se servir des formules précédentes, quoiqu’elles déterminent l’an- 
gle y par la différence de deux angles beaucoup plus grands A et 4. 
771. Nous avons donné dans le Chapitre VII des formules pour calculer les 


fonctions F@, Ep, lorsque l’amplitude @ ne passe pas une certaine limite; 
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mals si y était très petit, le calcul de ces formules pourrait être sujet à quel- 

ques diflicultés, surtout si le module c'était en même temps très petit. IL sera 

plus simple alors de se servir des formules telles que les donne immédia- 

tement l'intégration par séries; ces formules sont, en supposant que les ter- 
UNE 2 7 Ag, 4 REA 

mes de l’ordre y? peuvent être négligés, 


Si, à) De * à ÿ° UN pe 
eg fe + Deus 
| 5 5 
Le < À 4e 1 o/Y bd Y 
Fy — Ÿ + 20 (& Fr =) -L AR 


772. Connaissant &,, &,, &,;, &,, &5, par la multiplication de la fonction 
Fa ,1l faudra que 4; s'accorde avec la valeur tirée de l’équation cot &; = 4/6. 
Cette vérification étant faite, on calculera les termes suivans &6, &,, etc., 
par les équations complémentaires, savoir: cot a; —=btanga,, cota,—b 
tanga;, cotag—btange,, cota, —=btangæ. Il faudra ensuite calculer 
les fonctions Ex,, Ea,, etc., ce-qu’on fera par les formules 3 


P, —= CSine,.sma,sna, | 2Ëc — Ea, = p, 

Pa = csine,.sine,sine, | La Æ Eu, — Las = p,. 
Ps = c'sin &,.sinæ;sinæ, Ex + Eu; — La, = ps | 
Ps —= csin &, . sin&,sin &s | Ex + La, — Eu = ps. 


De ces formules résulte 


Ea— (Es + p, + ps + ps ps); 

el comme on conrail Ets —=+E' + +(1—0), on aura par l'équation pré- 
cédente la valeur de Ex; ensuite Ea,, Eas, Ea,;, seront données par les 
équations 

Eu, —= 2Ea — p,, 

Las — Ex + Ee, TT Pa) 
| Ex, —=. Ed + Eas — ps. 
Ce calcul se continuera pour les autres amplitudes &, æ,, etc., au moyen des 


formules 
Ecs + Ea, = E! +0 sm a, sin &6, 


Ex, + Eos — E' + c? sin as sim &,, 
Cas + Ex, =. E' + ©? sin &, sin ws, 
Ex, + Ex = E' + © sina sin &,. 


Cette méthode va recevoir les développemens nécessaires dans l’exemple 
suivant, où les calculs sont faits de manière à obtenir au moins dix décimales 
exactes dans les résultats. 
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773. Afin de mieux juger de l’exactitude de la nouvelle méthode , nous 
prendrons pour exemple le module sin 45°, d’après lequel la Table IE a été 
construite. Voici, dans ce cas, l’échelle des modules réduite à douze dé- 
cimales. 


c.... 0,84948 50021 68 b..... 0,84948 5oo21 68 
C... 0,23444 1802093 [24 D°.... 9:99351 18092 42 
cn. 7387890 122001 40 D... 0,99998 78837 31 
c%,..5,14455 46759 93 b°%,.. 9:90999 99909 58. 

.c%%,, 9,68704 91605. 03 


il faut d’abord déterminer & par l'équation Fa = F'; et comme on a en 


8 
il faudra faire D — 9°; or, pour le degré d’exactitude que nous avons en 
vue, on peut supposer ® = - 9%%; ainsi on aura @°%° — 144°. De cette 
valeur on déduira successivement celles de °°°, °°, @°, @, au moyen 
des équations sin (20°° — g°°®°) = c°* sin 9°, sin (20°° — p°°0) — 
c°9 sin ®°%, etc., dont voici le calcul : 


LA LA D . 71 f F ® e . 
général F@ = En F'e, ® étant la limite de la suite @ , 49°, 20°, etc., 


CS 0;68704 92 29%— p# —  0°0°0",00000 5808 
sin @°#.... 9,70921 87 PA — 144 

R'....... D,31442 01 D =ù 72.0.0 ,00000 2049 
29%—p%#. 4,77009 30 

CRE CE 5,14455 45759 4  20— p°— 2 ,73644 0659 
sinp#.... 0:97820 63255 5 ETS PTE 
R'....... 5,31442 51331 8 + étou VOD A 
29° —@%*. 0,43718 60347 x | 

c° aise AD00 12290 Mn (Ti 4 902”,62626 4253 
sin °°... 9,70922 26503 72 (2)....... + 290 9682 
pes... 764282 88759 14° 2q0—q—, 15! 5'/G2g17 5955 
Rs 9,31442 51331 76 ps 36° ou ,36822 1804. 
(1)...... 2,95694 90090 90. Dr 18. *93 ,4986 870 
sP'ce... 4350080 65 BA PETER 


(a}ius, à 7,46384 55 


\ 
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Ce sure 928444. 80293 124 
sin @°, : . 9:49291. 01476 88 
sin (29—9°).8,72735 87769 62 


SIN @...... 8,72739 25169 47 
= 5 35309 85 
a A Pe 5,52556 28641 
M. sx. 0,50221 56857 
tang a... 8,72801 10941 
PHALUR . + 4361579 05369 
Réoté 61 om 42 50% 
(HJ:2me 0,93021 56701 
j PRE 4,61579 053 
1: SIN 24 0,97219 73 
(2): 14.4 551820 55 


r19 


angle cherché À = 29 —œ°, 

angle approché a= 3°06 — 3°3/36", 
éq. à résoudre {sin A=/5sin a—r, 
Solution. p = rM tang a 


Aœa—p("- Ti sin ) 
63 0”,82196 0817 
» {5} 3 2976 
0 ,89152 7841 
nr PU 3263136" 
DD 18113.851,14847 2150, / 
g°.—. 18; 7.55 ,498609 7870 
20 — 2].11. 8 ,04717 0029 
a—Q — 10.35. 54. 52358 50. 


774. Ayant ainsi déterminé la valeur de & oua;, il faut calculer les 
termes æ,, æ3, &,, etc, pariles formules connues‘pour la multiplication des 
fonctions ; savoir: tang + &,,—Atangæ, lang (+ as-hia,)= A tange,; elc. ; 
voici d’abord le calcul de Az ou A: 


. 9,84948 5oo21 68  a—17°,47 


ins ape 77 r. ....-5,83197 06609 cos a 9, Be 84428:77 
sin À. 9,11389 90048 40  tang'a, . 8,23533 69554 mire 11674 507 
sin 4,91 1500, Oo2pb ro r tang’ a 4,06730 16163 A.. 9,09629 06103 28. 
re GÉTOLON 70 er he: . — 6 59158 | ‘A 
lsin A — {sine —r, r tang a NYÿ 11676 
lcos À — Zcosa +R, .… 406723 85329 
IR—{(rtang” a) —rtang & —r. 
Calcul de à. 
tang æ.. 0,27187 80348 79 a—10°50 7... _6,32556 58017 
2 nl SES 9:99629 96103 28 24 21:00 3M:.:'0,06118 569350 


tang + a, 0,26817 85452 07 


lang 4.. 0,26796 Go207 53 
FR 21 16244 74 


l[tang A=ltanga+r, 
p—=;Mr, 


A— ap sin 24(1 +p cos 2a+7 


p* cos 4a). 


Per... 6,38079 15847 
sin 24. 0.55432 91618 


ER MAR LEE 
PS. HR TO 587097 
pu... 6,58675 15847 


COS 24, 09,97019 174 
(2).. . 7,61240 920 


\ 


a+ (1) = 10° 30! 18”/,00967 517 
(arc: 409 646 
(3Y%4 53 


Sas .ee — 1030.18 ,01377 216 
mA. = 21. 0.36 ,02754 43 


Calcul de «3. 
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(1 fac oe. 1,25550 59 
PARLE 2,97350 32 
TR NE 9,82390 87 


cos 44... 0987107 35 
(DT .08,712300 19: 


tang &, 0,58440"41%22%28 , a = 20°69 m8. 5,81548 23192 
A.... 0,00629 061035 28 2a = 41.70 2M... o,06118 56930 


tang À 9,58070 3-225 56 4a — 83.40 p..... 5,87666 60122 


tang a. 0,58076 91081 8; 
RS 6 53856 31 


ltang A— ltanga—r,p=:Mr, 


sin 24. O,82297 20580 
RE -0803014412:9 192 
(1)..+ 1,01406 52034 
P.s... 9,87066 8o1 


À = a—p sin 24(1 —pcos2a+-% p°cos4a) cos 24,  O,87311 02 


ERÉ pores = 10”,32916 4724 
GRETA — 58 0557 
Lt nerf + 4 
a—A... = 10 ,32858 417 
n%. 1124005 TÈ0A 
AN. LE — 20.50.49 67141 583 
astro... — 41.41.59 ,34283 17 
AO, LORS 10.35.34 ,32358 5o 


Eu e = 31. 6. 5 ,01924 67 


(2)... 6,76384 34 


(1)... 1,01406 5 
PRE RAI 1809 ON 
= cos4a 8,88436 9 
(3)... 2,65177 0. 
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Calcul de a. 


tang 4s 9,78051 29031 86. rase te: 5,84856, 50655 
999629 96103 28 a — 30°89 M... o,06118 56930 
tang À 9:77681 26035 14 JE cl EU House 5,90975 07585 
tanga. 9,77688 31645 6 4% —12?: sin24.. U,94504 41514 
pyts 7 05610 55 | nee 5,31442 51332 
FACE, ral (1).... 1,16922 00431 
E RSA $ Ta 5,90975 076 
a—(1)... = 30°53" 9",23545 5840 cos 24. 0,67473 108 
(2)... + 56755 6,75370 188. 
(3). # : au 36 ( ) 57 7 
itey-ta,) = 30.53. 9 ,25602 303 | (1)... 1,16922 00 
— 40.45.42 ,44450 18 PE vi. SUR T9: 15 


3cos {a 9,56648 46 
de (G}:4.:212,3n030 6x. 
Calcul de as. 


lang &,. 0,93591 41911 62, .a—40052 r..... 4,90002 10848 
A2 0:99629 06103 28 2a—81.04 +M... o,06118 56930 
tang À. 0,93181 38014 90 90 Ar -.: 496120 67778 
tang a... 9:93180 58578 22 22 sin 24. 0,909466 78399 
r—= 70436 68 68 "UN FNÈNE 5,31442 51332 
Ne (1).... 0,27029 97509 
lang A = l'tang a +r. | RE A 06 Lo 648 
ds... — 40° 31" 12/,00000 0000 COS 24. O,19241 381 
(1) ..….. I ,86337 2706 LS Le: 4, 2302 034. 
27: 2654 G): sue | 


tuba, = 40.31.13 ,860387 545. 
81. 2.27 ,72675 09 
ape ot 31. 6. 5 ,01924 67 


CALE — 49.56.22 ,70750 42. 
Par Péquation cotas—4/6, on trouve directement a=—49"56"22 70750 516; 
la différence n’est que Ft unité décimale du sixième ordre ; or, le sixième 
ordre de décimales dans les secondes, est le douzième tre significatif 


d if + 16 
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du nombre entier, puisqu’en réduisant tout en secondes, on a ds =... 
179782",7075016. On ne peut donc pas répondre d’un plus grand degré de 
précision, en ne donnant que douze décimales aux logarithmes, surtout 
si lon considère combien il a fallu d'opérations pour obtenir ce résultat. 


775. Pour calculer maintenant les quantités p,, p,, ps, p4, 1 faut con- 
naître les log-sinus des angles &, &,, «43, «,, æ5; le premner est déjà connu, 
Kw sin 4° 
V(1+0)  cosa2: 
logarithmes, d’où l’on déduit ceux des quantités p, et ensuite ces quantités 

elles-mêmes : : 


le dernier se trouve par la formule sin à; — 


— 
—_— 


; VOICI ces 


] 


0,00605 79367 32 
0,01702 26276 04 
0,03099 96605 6g 
0,04503 15104 20 


o,10001 17353 25- 


sin &#, 9,20441 40026 92 | Pi 7,78232 47333 43 Pi 
sin &, 9,99452 67236 63 P2: 8,23102 65983 97 Pa 
sin «3 9,71311 58677 26 P3 8,49135 69385 46 ps 
sin 4 0,81485 70638 12 p4 8,66211 o7270 67 Pi 
sin «5 9,88386 96562 47 


NU 


Connaissant la fonction complète E' = 1,35064 38810 48, et la quan- 


tité 1 — D — 0,29289 32188 24, on trouvera par les formules de l’ar- 
ticle 772, | 


Exs — 0,82176 85/99 3r 

Ex, — 0,18/35 60570 512 

E+, — 0,36265 41773 704 
Las — 0,52998 76068 176 

Ex, — 0,68334 {0032 098. 


776. Il faut maintenant prolonger le calcul de toutes ces quantités pour 
toutes les amplitudes au-delà de &5, savoir : &6, @,, &3, æ,. Or, si les am- 
plitudes @ et 4 sont complémens l’une de l’autre, c’est-à-dire, si l’on a 
Fe + F4 = Fe, non-seulement l’amplitude À se déduit de @, par la 
formule cot 4 = à tang ®, comme on l’a vu dans l’art. 972; mais on a en 

b h sin 
même temps AL = — , et sin L = ee 

A @ A@.tango 
les logarithmes des quantités sin @, tang ®, A@, pour les amplitudes qui 
précédent æs, on aura immédiatement les logarithmes de ces quantités 
pour les amplitudes qui suivent &. 

D'ailleurs de la valeur connue de cot A, on déduit celle de l'angle À, 

. , . * Q + . 
ce qui s'applique successivement aux amplitudes «5, y, Us, Los ON aura 
donc de celte maniere les résultats suivans : 


de sorte que connaissant 


CHAPITRE X. 


Q. 

58°38' 10”,31402 70 
66.53.52 ,77456 17 
74.48.22 ,93725 47 
62.28. 0 ,02490 73 


ne 
es 
re 
ne 
ee 
a 
— 
—— 


0,93139 67348 58 
0:96369 70659 98 
9,98424 78550 84 
se DA 65 
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lsin g. ltang 9. 


0,21500 08066 0 
0,37000 20046 46À 
0,56611 08856 04 


0,87805 Go629 53] 


Re mg 


Au buse des valeurs de sm@, on déterminera les fonctions Ezs, Ex,, 


csin as Sina, — 0,23706 52630 146 


etc., par les formules de l’art. 972, comme il suit : 
sine, sine — 0,27870 57207 82 
j LAVER = 1,350064 38310 48 

1,62039 96108 30 
Lo ee —0,08354 40033 oo 
Eag........—=0,94605 56075 30 


c*sin 4, Sing — 0,17299 93944 9Ù 
Flat issue 

1,02364 327955 43 
Ex... = 0,36265 41773:70 


Eagin nv = 1,16098 90981 793 


HN +.—=1,39064 58810 48 
1,58820 91440 626 
Laus........ 0,52098 76068 176 
Éd, ss. —1,05822 15372 45 
c* sin & sin 4,—0,09112 12071 38 
É'.,....4..: : 1,35064 38810 48 
1,44156 50881 86 
Hbstésu. + 0,18435 Go5so 51 
ne RP HN —1,29740 go311 35. 


777. Nous avons maintenant tous les élémens qui doivent composer la 
Table auxiliaire que nous voulions construire; mais, pour en rendre l'usage 
plus commode, il sera bon d’y joindre : se correspondantes de 


log A9. 


Da connaît déja A(æ) et An — ÿ/0; on calculera les autres termes par 


tang + @ 
les formules Az, = 2:74 
taug æ 


LA e s ke LA V4 b 
termes complémentaires par la formule générale AL = — 


es 


; Act ei 


tanc ! # 
tang CA 


tang ; #6 


Re , et les 


A? 


Voici done la Table complète qui résulte de tous les élémens ainsi cal- 


culés. 
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@: | Ey. lsing. ‘: [lang ®. LA. 


le, —10°35' 24" 32358 5olo,18435 60570 51l0,26441 40026 72l0,27187 89348 79l9,909629 96103 28 
le, —21. 0.36,02754 43l0,36265 41773 70l0,55452 67236 63l0,58440 41122 28l9,98557 47563 52 
las —31. 6. 5,01924 67/0,52008 76068 18l0,71311 58677 2610,78051 20931 86,9,96890 58085 45 
le —40.45.42,44450 18l0,68334 40033 00l0,81485 50638 12l0,0355r 41911 629,94794 61377 9$ÿ] 


5 =49.56.22,70750 52l0,82176 85490 31|0,88386 06562 47l0,07525 74989 1619,92474 26010 84 
—58.38.10,31402 70l0,94605 56075 30l9,93130 67348 58l0,21500 08066 70l9,90153 88643 73 
—66.53,52,97456 1911,05822 15372 45l0,06360 70659 98lo,37000 20046 4619,88057 91936 23 

bles —74.48.22,03725 47l1,16098 90081 73l9,98454 78550 84l0,56611 08856 0419,86391 02458 16 

lle, —82.28. 0,82488 7311,25740 90311 35l9,00623 54574 65l0,87863 Go629 53l9,85318 53918 40 

Hæio—90. 0. 0,00000 001,30064 38810 48l0,00000 00000 00 Infini. 9,84948 5oo21 68/ 


78. Pour faire voir l’usage de cette-table, cherchons la valeur des fonc- 
tions F et E, lorsque ® = 70°. 

L’amplitude qui dans la table approche le plus de 70°, est........ 
a = 66° 53° 52", 57456 17; elle répond à la fonction Fa = -Z F'e; il faut 
donc résoudre l’équation F@ = Fa + Fy, ce qui se fera par les formules 


* 1 tang / — Aa tang @, tang À = Aptangsa,r—=d'=—=1\; 
soit csn@=—siné6, on aura / sin 6 — 9,82247 08186 11, d’où l’on tre 
l'cos 6 ou [AP = 9,87350 72687 63. Par la table, on a immédiatement 
tang a el Aa, ainsi / tang A" et L tang À seront donnés comme il suit : 


Ad... 0388057 91930 23 APecs.r. 087390 72687 63. 
tang @.... 0,43803 41317 97 tang 4..... 0,37000 20046 46 : 


tang 4”... 0,31051 33254 20 tang d.... 0,24350 02734 09, 


\’ de 64° 25”b3"1 1076 o1 
J = 60.16.54 ,80887 69 
Tru. 0%571,50488; 33: 


J1 s’agit maintenant de trouver avec le même degré d’approximation la 
valeur des fonctions Ey, Éy ; c’est ce qu’on obtiendrait par linterpolation 
de la Table 11; mais, pour ne rien emprunter de cette Table, nous cal- 
culerons directement les valeurs de Ey, Fy, par les formules que donne 
immédiatement lintégration, lesquelles en négligeant les termes de l’ordre 
y* seulement, sont : | l : 


il en résulie 
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y” y 2) 178 y! 
« 3 


sgh pass 6 E à file Path nm nf à 1 ec iluié  MAVAR agé af Et PÈRE à 4h 
7 SAS: 3 sr ra 5 5 21 16° , 
pal US D a CIE AP 
Fr=y+ie.(r— — PR +3 RE tatte 


Si lon y substitue la valeur de c* dans notre exemple, savoir «= +, 


elles deviennent 

Œ=r—=r + J" de Fe 

ENTER 

SP FORT e + to 7 
SA donc y = 4°6’ 57", 30188 32, ce qui donne , après avoir réduit 
cet arc en parties du aa | 

log y = 8,85634 39959 78, 7.—= 0,07183 63067 020, 
on trouvera Ey = 0,07180 54342 97, | 
Fy = 0,07186 72030 06. 


Maintenant les valeurs cherchées de F@ et FE? se tireront des équations: 


Fo = Fa + Fy, Ep = Ea + Ey — c* sin a sin @ siny, comme il suit : 


PDU D sde motos 0,67195 58207 79 Ea — 1,0822 15372 45 
OR NE ete .. 9:96369 70659 08 Ey = 0,07180 54342 97 
MT rsciase se HO )00 000010 1,15002 69715 42 


TUARREME ts... 849102 32922 06 Z — 0,03101 86785 59 
Eg = 1,09900 82929 83. 

Fa = Z Fc = 1,29785 22741 11 | 

Ex .x8 ++. — 0,07186 72030 06 

FO 300711 0477 ET 


Par la Table II, on a F®= 1,36971 94771 22, et E® = 1,09900 82929 85, 
ainsi l’accord est parfait sur la valeur de E, et il n’y a de différence sur 
celle de F que cinq unités décimales du douzième ordre; erreur facile à 
expliquer tant par la longueur et fa multiplicité des calculs de la dernière 
méthode, que par linexactitude qui peut rester dans le dernier chiffre des 
nombres de la Table 11, malgré tout le soin qu’on a pu mettre à la con- 
struction de cette Table. 

779. Dans le calcul du tableau de Part. 777, nous avons poussé le nom- 
bre des décimales jusqu’à douze, afin de mieux établir la comparaison des 
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résultats avec ceux de la Table IE qui comprend un pareil nombre de dé- 
cimales : mais le calcul s’abrégerait beaucoup, si Pon voulait se borner à 
dix ou à un moindre nombre de décimales. | | 

En général, quel que soit le degré d’exactitude qu’on veu obtenir, il 
faut méttre un soin particulier à lexacte détermination de l'amplitude & 
d’après laquelle la Table est formée. En supposant, comme mous l’avons 
fait, Fe = + Fo, il est nécessaire, pour connaître &, d’avoir l'échelle des 
modules qui résulte du module donné c. La Table VI ci-après donne cette 
échelle pour tous les angles du module, de dixième en dixième de degré, 
depuis o° jusqu’à 15°, et ensuite de demi-degré en demi-degré, depuis 19° 
jusqu'a 45°. Mais cette Table n’est pas de nature à être interpolée, et ne 
serait d'aucun usage pour les angles du module qui n’y sont pas expressé- 
ment contenus. | 


780. Pour obvier à cet inconvénient, nous avons pensé qu'il serait utile 
de construire une Table. où lon trouverait, pour tout angle donné du 
module, au moins de o° à 45°, la valeur de & qui donne Fa = ;; Fc: 
Dans cette vue, nous avons calculé directement la valeur de & pour tout 
angle du module de demi-degré en denu-degré, depuis 6° jusqu’à 45° ; 
nous avons ensuite inlerpolé les résultats en insérant quatre moyens entre 
deux termes consécutifs. C’est ainsi qu'a été formée la Table VII où lon 
trouve la valeur de æ pour tout angle du module de dixième en dixième 
de degré, depuis 0° jusqu’à 45°. Cette Table, dans laquelle les quantités & 
sont accompagnées de trois ordres de différences, le quatrième étant cmis 
comme inutile où pouvant être pris à vue, servira à déterminer par inter- 
polation la valeur de & qui satisfait à l'équation Fe = - F'c, pour tout 
angle donné du module de 0° à 45°, sans qu'il soit besoin de connaître 
Péchelle des modules correspondante. 

Ou n’a pas prolongé la Table VIT au-delà de 45°, parce que linterpo- 
lation deviendrait de plus en plus pénible, à mesure que l'angle du module 
s’éloignerait de ce terme, et aussi parce que passé 45°, il convient de pren- 
dre Fa plus petit que -& F'e, et de plus en plus petit, à mesure que l’an- 
gle du module devient plus grand. En effet, pour que, suivant l'esprit de 
la méthode, le calcul des fonctions Ego, Fo, soit ramené à celui de deux 
autres fonctions Ey, Fy, dans lesquelles Pamplitude y n’excède pas 5 à 6 
degrés , il faut que & n'excède pas 12°, D’après cette base, on peut faire 
Fa = - le, depuis 8 = 45°, jusqu'à 0 = 70°, et Fa —-L F'e, depuis 
8 — 70°, jusqu’à À — 82. Cest ce qu’on trouve aisément par léquation 
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approchée À Lang (45° + ca) — nF'e, dans laquelle substituant les va- 


leurs 7 — 
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c = sin 70°, on trouveæ— 11° 3’, de même qu’en faisant 
n =, € — sin 82°, on trouye æ—.11° 58. 

781. Nous remarqnerons que lorsqu'il y aura lieu de snpposer ....... 
Fa — + F'e, cette équalion peut être résolue par de simples opérations 
trigonométriques, sans être obligé de former l’échelle des modules, En ef- 
fet, l’angle cd, qui satisfait à l'équation Fa, = : F'c, pourra se déterminer 
par la formule du n°. 24; connaissant &,, il faudra employer les formules 
de la bissection, pour trouver successivement 4, et, où &. Fnsuite on 
trouvera les autres termes par les formules de la multiplication qui ne sup- 
posent pas connue l'échelle des modules. On pourrait même déterminer 
ces termes par la simple bissection , savoir : à par la formule ordinaire... 


f . ° d 4 4 . \ ” 
tang &ç — 72? et &, par la bissection de Fa. Il resterait à troûver par ces 


mêmes formules la valeur de #5, ce qui peut se faire au moyen de léqua- 
ion des complémens qui donne d’abord cot &,, = 0 tang &,, et ensuite 
CA par la bissection de-Fa... 

Il sera encore plus facile de résoudre Péquation Fa= + F'e, puisqu'elle 
n’exigéra que les formules ordinuires de la bissection. Nous en donnerons 
bientôt un exemple pour le module sin 8r°. 

782. Pour montrer l’usage de la Table VIT, supposons qu’on demande la 
valeur deæ pour le module sin 0—+. De cette valeur du sinus on déduira 
d’abord l’angle correspondant 


Ô — 19°,47122 06344 868; 7 
. on voit ensuile par la Table, qu’à l’angle du module 19°,{ répond la valenr 
p—=0°15/37",83660 10, et les différences toutes positives 

Jp—0,95614 40, d'p—5677 85, Mo=ogr14, d'p=8; 
faisant donc x =0,;1220 6345, et appliquant la formule ordinaire des in- 
terpolations, savoir: 


a=p+x (19— (dre — = (95e — "de, 


2 


on aura 
a 0°1) /44,92:6: 50. 

783. Non-seulement Ja Table VIT fait connaître pour chaque module 
moindre que sin 45°, l’anglea qui donne Fa 7 E'e; maison peut facilement 
tirer de cette même Table, la valeur correspondante de la fonction Ea. Voici 
comment on parvient à la formule nécessaire pour cette détermination. 
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Si on suppose que pour l’angle 8 du module, l'amplitude @ satisfait à l’é- 
quation F@=nF'c, n étant un nombre fractionnaire constant, @ sera en gé- 
néral une fonction ES 8; et comme F® ou L est fonction de 8et ®, on devra 


de dF 
ie (A) 4) | 
aire dF NES T° dd= (> ris 3 ) 42, ce qui donnera l'équation 
dF'! 
a D Fe - D ni 
mais en faisant c—sin D, les formules de l’art. 45 donnent 


dE E — F cos°6 sinÔ sin cos @ dE" E'— F'cos 0 


Bees 


d8 sinBcosÿ cos * A :? d 7  sinôcosû 
donc on a 4 
Te sf és le med en LE ha sing cos sin cos de 
E—F cos’ 8 n(E F' cos 0) — sin ô. ER A ML À 


ou simplement 


0 ns pe singcos® sin cosé de 
E= nE£!'-E sin*8. 2 a IT 


Or, pour chaque valeur de 8 comprise dans la Table VIT, on trouvera immé- 


diatement le coefficient différentiel sa par la formule 

360 À = Jp — 109 +3dp— 3019, 
où 360 est mis pour la différence o° ,1 des valeurs de 0, parce que les diffé- 
rences d'®, d'®, etc., sont exprimées en secondes; quant aux valeurs de & 
qui ne sont pas comprises dans la Table, on trouvera également par interpo- 
lation les valeurs correspondantes de d'®, d"®, etc. ; donc dans tous les cas, 
on connaîtra la valeur de Ex qui répond à léquation Fa= > F'e. 

Dans l'exemple précédent, l’angle du module 45° est compris dans la Ta- 
ble; mais les différences qui répondent à 45°, dans le sens de l’accroissement 
de la variable 0, n’existant pas, faute de termes ultérieurs, on y suppléera 
par les différences dans l’ordre inverse, comme on l’expliquera ci-après 
art. 707- | 

On aura alors 

de CAP 08, d'p—=—11285 31, Mp—=44 10, d'Mp—=—30, 


86 
ce qui donnera = = — 0,08294 92892. 


Substituant ces valeurs, ainsi que celles de sin @, tang @, A, dans la for- 
mule Lie HAE sin cot® 1  dg 
3 "sc r0 ar 


à dun TU SIG on aura E=0,18435 60577, ce 
qui s'accorde suffisamment avec la valeur de Eæ, dans le tableau de l’art 577. 
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AAA AAA AA AAA AAA A AAA AA AAA ARR AAA AA AAA AAA AA AA RAA AA AAA RAA AAA AAA AAA AR AAA AA AAA 


LA 


CHAPITRE XI. 


Application de la méthode précédente au calcul de la Table 
particulière pour le module c — sin 8r°. 


784: Novs supposerons Fa Fc, et nous ferons les calculs avec toute 
l'exactitude que comportent les Tables à quatorze décimales, par la seule 
méthode de bissection, sans faire usage de l'échelle des modules , quoique cette 
échelle se trouve dans la Table VI. | 

La première bissection de la fonction F'e se fait par les formules connues, 


SH 1 cos 45° | b 

tang nr LR Pi PUS cos 4o° À? COS Eg — (=) Âts D vb, 
et on a immédiatement les logarithmes de ces quantités, savoir : 

ltang & = 0,40283 57703 2150, /sima; — 9,96843 94867 9809, 

lAns ... — 9,59716 62206 7850, lcosa; —= 0,56560 57074 7650, 
les quantités semblables pouræ,, se déduiront de la formule SE . 
pren et d’abord pour avoir sin ad y je cheyqnE [(1 + cosas) par la 
formule qui sert à déduire log (1+ A) de log A 


log À — 9,56560 57074 5659 4 185 1+a.. 0,13602 04531 7958 
log a ... 9,56560 37433 {709 ” 603 R...... ot 4.102810 4616 

DAS AIT 19641 2950 688 r+4-cos28 0,13602 09813 2574 

nt 503 0,30102° 99956 :6398 

mass «lux 4,29317 01185 cos* ;43. 9,83/499 00856 6176 
1 + a,.:0,13602 04532 cos > 48. 0,91749 54928 3088 
ee PORTE BE où à à Lines. 9,06070 gfgrx S4rx 
POSE RTS 9,56560 37433 sin ; 48. 074991 30983 0323: 
ST rude 7180 Re 
RE à 3,72279 41266 


De la valeur Az; = y/b, on déduira par un calcul semblable 
LE | | Ne d' 
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Ur Haas)... = 0,14473 54334 2020 
_06,30102 99956 6308: 


ET 9,84370 54377 5628 
IVG Hide), = 09,92185 27188 7814 
lsmias...... 0,749091 39983 0323 
lsind,....... — 9,82806 12794 2509, 


on trouvera cos &, d’une manière abrégée par la formule 


ME Le cos fer $ 


ANUS pit cos! DA DACAS PUS 24 4 4 
UE ile en la 1HA' cos: HROPC RAELENT cos + 4. À 
où l’on a 0—8r°; on aura ensuite tang &,, et A(æ,) = R 

Arab tee Lido + 0,99716 62206 7850 
x dia COV NS AE 0,15629 45622 4372 
cos +(90°+0)....., 0,86588 68409 8715 
cos +(90°—6)...... 9,999606 50455 58rt 
COS Da non du rs. 0,11800 44846 3008 
COS RS eee 073796 71540 9756 
COS Aie RAA À 0,86898 355770 4878 
eh AN LAN .... 0,828006 12794 2509 
Ra been ele 9,99907 77023 7631 
Lang Ages. .. 0,83241 85054 7235 
Atprsssrrosssire 0,87534 08030 9604; 


on connaît ainsi toutes les quantités sin &,, cos &,, tang de > A4, nt es au 
terme. dy. 


789%: Une troisième bissection donnera les quantités relatives He par le 


1: 1 + à 
calcul js forraules suCCeSS1VES : Sin 4, — et D Ad 2 à CES sin seV/2. 
*. VG+aci ng Va cos2,) « 
ae, = Es <; et pour cela, on fera toujours usage des ET qui heu 


Dr FA 


log (1 + A) par le moyen de log A ; en voici les résultats; | 
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sine, V1... 0,67754 62815 9310 SiN dy.er.o.s es + 082806 12704 2509 
V/(1 + cosa;). 0,12022 18668 3187 1+cosaæ...... 0,2404{ 37336 6374 
wn Lai eue 0,05732 44x47 6123 tangres........ 9,08701 75457 6135 
paie EN 0,12051 49979 3109 | 
9,70783 94125 0322 vi gi ÉTATRP MN! 0,70783 94125 0322 
V/(x + Aa)... .o,12115 07714 8332 V/(4æy + cos a). 0,08609 88250 7813 
3 "pe HSE Ra ET RE 9,28668 86411 0990 List, AM RER 9,62174 05875 1509 
COS as eu à .. 09:96494 80535 9481 tangke/10tn.2 9 58761 75457 6135 
Angers: 9: 96587 69582 4626. 


On procédera de même au calcul des quantités relatives à &,, ie les 


| 2, a snæ. Var. LB: SINæ SIN 3e V2 
ro sin -4,—= Le ne 0) LA 34 : DR sine, = VGHAL) 
tang a, = ES Sr bai it à ;. voici les résultats de.ce calcul: 
sMe,./2..... 0,43617 36432 7791 SHNAD Me Pen 9, 58663 B64rr | 0990 
V(G + cosx.).. 0,14192 87786 1774 I —- COSæ, ..... 0,28385 75572 3548 
5 Si AIRES 929424 48646 Go17 LANDE danse ai 9.302863 10838 7442 
PE PRO IER 0,15051 49978 3199 
sinzæ,/2... 9,44475 08624 9216 944475 98624 9216 
V (r At). 0,14215 17623 4600 V' (Aa: +cos a) 0,13322 13749 6833 
CENTS RPM. 9,30200 81001 4716 toi ONE, 931153 81875 2383 
tangiæ ss... it 10038 7442 
1 PAT EN MOINE 9, 99129 25963 5o59.. 


Jusqu'ici nous n'avons RAA cherche les valeurs en degrés des angles & , 
æ,,%, da, et nous avons déterminé toutes les quantités qui en dépendent, 
par la seule table des logarithmes des nombres, et par l'application de la 
formule qui sert à trouver log (1+- A) par le moyen de log À ; nous conti- 
_nuerons de suivre celle marche, qui semble la meilleure pour obtenir les 
résultats les plus exacts, en n’employant non plus que les formules de la 
bissection, et celles qui sont relativessaux fonctions complémentaires. 

786. Les quantités déterminées pour 4, feront connaître immédiatement 
les quantités analogues pour son complément &,,, au moyen des formules 
cos LE 


, dans lesquelles on° 


17e 


générales col J — 2 tango, Ad=— D sin | = 
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fera Q=4a,, À —4,; on aura ainsi pour &,, (les logarithmes suivans+ 
| tang œus....e.. 0,84658 98562 6669 
SDS dore res s 20300004 127793010 274 


COS MES Re 0,14905 29176 8605 
CIS ARE 0,32009 16382 6006. 


D’après ces élémens, on calculera ceux qui conviennent à #ç, ce qui donnera 
les résultats suivans : 


sin &ja (3. : + 9,84912. 77961 2075 sin a, . . . . . . 9,99964 27739 5274 
Vi ÆH cose;:). 0,02863 25550 9193 1 H cos au. . . . 0,05726 51101 8386 
sinlas. +". 0,01049 22210 3802: tanplas."s) °# 9,93837 76637 6888 


0,19051 49978 3199 dé 


sin? a. V/2. . 9,96701 02188 6081  . . . . © . . . . 9,967or 02188 Go81 
Vi + Aus). . 0,04128 62773 4783 V/(Ax + cosæ,).. 9,77225 30854 3341 


sinæ. . . . . 9,92572 39415 1208  tangeg. . «+ . . . 0,19479 71334 2740 
PRO HE 9,73096 68080 8558  tangiæis. . . . . 9,93837 76637 6888 
| | ARS ARE LE + + 9,74362 05303 4148. 


De ces élémens, on déduira encore par une nouvelle bissection, ceux de 
43, comme il suit : | | 


sinæg. W/z. : . . 9,77920 89436 Bogg  sinas . . . . . . . 9,92572 39415 1298 
V/(1 + cos «s) . 0,09351 04473 6726 1 + cos ag. . . . . 0,18702 08947 3452 
sin Las. . . . . 0,68169 84963 1373 tanp ras. he 9,73870 30467 7846 
0,19091 49978 3199 | 

see V0 DAC SOL MOTanUNIE dm. + « + 0,83221 34941 4572 
V/QG + Aus). . . 0,09574 52527 8759 V/(Aus + cos #6) . 0,01918 48742 6726 
BUS «ue 0 9,:73646 82413 5813 CARD Aa Re de 9,81302 86198 7846 
cos NE 0 9,92343 96214 7967  tang + as. . . . . 9,73870 30467 7846. 

MR nee ss tee 9,92567 44269 0000. 


787. Des élémens de «,, on déduit ceux de «,, par les formules des 
complémens, savoir : 
tag @ge ie : .... 0,61091 04252 1560 


SIN Æioresesssssve 0308734 62777 4410 
Co es 9,37643 58525 2850 


Atlas... + 0,45071 19110 1552 


et de ces derniers, on déduit par bissection les élémens de &s comme il 
suit: 
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NI 


sin ao V/5 + « + 9,83683 12799 1211 SD do ECC 520) 9:98734 62777 4410 
V'(1 + cos). 0,04634 67607 6243 1H cos #10. . : 0,09269 35215 2485 
SMEtio eee. 9,79048 45191 4968.  tangi aie . + . 9,809465 27862 1925 
0,19051 49978 3199 | ; 

sin + &i0: 2. + . 0,94099 95169 8167 | 3 co , 94099 95169 8167 
V1 + A)... 0,05399 49348 2754 Vas eos) 9, 85609 49234 2723 
SIMS , à ed a Er A5821 5413 FOND DR 0,08290 45935 5444 
COPRRE Neo e 9,80409 99885 9969  tang:a,... . 0,89465 27562 10925 

* ASE A4, tx] 9,81174 81626 6487. 


788. Enfin, pour trouver les élémens de &,, il faudra d’abord prendre le 
complément des élémens de «,, pour avoir ceux de «,,, savoir : 


5}: PNR ++ 1,18392 69711 270: 
BAIL EE ee ets tofs + 0,99907 10953 4855 
COS Bigorre: 0,81914 41242 2064 . 
VPN EVENT EE ss. 10322845 54831 1074; 
on déduira ensuite. de la. bissection les résultats suivans: 
sin is Va + + + 9,84855 60979 1656  sinæ;;.. . ... 9,99907 10993 4855 
VIH cosm:,). 0,01374 30433 6552 1 + cos dy. : . « 0,02748 60867 31 5 
sie dia el 9,83481 30541 5104 tang À æ4 « .  … 9,07158 50086 1750 
0,15051 49978 3199 | | | 
sin + 4. V/2 . . 9,98532 80519 8303 . 9,98932 80519 8303. 
V/(1 Had). . 0,03394 83922 0521 ('CRTEENER 9,68512 34689 4358 
Se. Et à 9,:099137 96597 7782  ‘langa,.m. . .!. 0,30020 45830 3945 
RE AP ME 997158 50086 1750 
Amil sé cnil. … + 9,67138 04255 5805: 


789. Si l’on joint à ces résultats ceux que dounent les formules des complé- 
mens appliquées aux amplitudes &,, 43, &s, 2, on aura les logaritimnes des 
quantités sin & , tang &, Aæ, pour tous les termes de la suite æ;, a,, @s,...as 

Il faut maintenant nue les valeurs correspondantes de la fonction Ex, 
ce qui se fera aisément par les los-sinus déjà trouvés. Voici le calcul de ces 
fonctions, où l’on trouvera dehombreuses vérHications-qui prouy ent l’exac- 
titude de nos résultats. 

Par la Table I, on a log E'=— 0,01445 21010 0944, ce qui donne E— 
1,03378 94623 Bb: ; substituant cette valeur ainsi que celle de 1 — = 
0,84356 55349 5977, dans l'équation Ea; = ÉE' E (1 — 8), oh aura 
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Eay — 0,95867 1968 Fa 
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Ce terme va: servir à Calculer tous les 


Calcul de Ea, par la formule 24, —%o, —c sin a, sm ag 


9.:98923 98541 3016 


4e. 


sf CHE 0,65612 25588 5018. 


sin ds. 9 90043 94867 9; 9809 
DAGR IE .-0,61380 18997 7843 


Fans — 0,93867 74986 7532 
pates 0,41096 22209 6138 
| | :1,54965 97196 5670 | 

PU TAENERS — 0,67481 98598 1835. 


Calcul de Ea, par la formule 2La, — La, — c° sin° à, sin æ,. 


. 0,98923 98541 3010 La,..... — 0,07481 98598 1835 
sin&,. O0,17337 72822, 1980 Dacile à vie 0,09787 64965 0827 
sin &y.. 9,82800 12794 2509 0,77269 63564 1662 
P.sec. 8,99067 84197 7505 La; = '0,5803% 81782 0831. 


Calcul de Ea par l'équation 2Ea — Eau, = c* sin° @ sin &,. 


. 0,98923 98541 3016 


sin æ.. 8.60521 62002 0432 
sin &,. + 9:98 58668 86411 0990 
DARUE 2 8 8,18114 46955 3438 


Œe. == .0:38034481782:083x 


Pianiste 001687005569" 60746 
| cé 0,40152 57371 3905 6 
Fa. PP —= 0,20076 18085 6952 8. 


Calcul de La, 1°. par l'équation Ea,+Ea,,= E' + c° sin a, sin a. 


cs. 0,98923 98941 3010 
sin &,.. 0,82806 12794 2509 
sin 4e 9.099604 27739 5274 
Ps... 9,81294 59075 0799 


L'c. .... = 1,03378 94623 0087 


Ed, se 0 067481 98598 185 1835 
l ) 0,35806 96025 725 7252 
ni STE -0,656004 57264 8663 
Éa,.... = 1,00901 53290 pe: 


2°. Par l'équation Ea,+ Bas La, + c* sin &, sin &, sin &,. 


Cfafétis 9,81294 39075 .0799 
9.096843 94867, 9809 


1 070130 35043 0608 


Milieu entre les deux résultats : 


SUD Lee de 


P: 


Las+Ea,— 1,61549 73584 9367 
Leds il 0 .0,60448, 20204 3456 
Ea,,. V4, rjoo001 901 53290 Sort 
Ea,,....— 1,00901 53290 5913. 


Calcul de Fa, par l'équation 2Eaç — en — —= c*sin* a sin a, 


. 0:98923 98541 3016 
sin* &. 0,82144 78830 2596 
sin Œe 0,09 64 27739 5274 


Diese 983093 05111 0886 


Eu .+.40%e1,00001 55200 5013 

Peso 0,68601 01020 8131 
1,09502 54311 4o44 | 

Lo ni 0,84751 27155 7022. 
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Calcul. de Eaz par Péquation 2Ee3 — Las — c* sin? 3 sin æ. 


sin æ3. 0472093 64827 1626 
sin de. 


9,38790 02783 5940 


9,98923 98541 3016. 


9:92972 39419 1208 


Eus.: # 


nes. 2, 2 1038470 2279 2092 


0,24428 6962 5341 1 


r,09179 96718 23653 1 
0,54589 98359 1181 6. 


CL 
res 


Calcul de Fa,,, 1°, par Péquation Fes + Eco = E' + 6? sin &ç sine. 
E'— Eas. — 0,18627 67468 2065 


Ce. 0598923 98941 3016 
sin @5.. 9.92272 359415 1208 
sin &,,. 0,98734 62777 4410 


Perses 09590231 00753 8724 


0,79856 46552 6023 4 


Egs... her) 0 0840415020 8088 4. 


2°. Par l’équation Ex, + Eas = Ea,.+ c* sin cd, Sin 3 Si &, 


c'snæ,. 0,57592 84992 4006 
996845 94867 9809 
9:98754 62777 4410 
0,53171 42997 8225 


sin œg. 
sin &,,+ 


Milieu entre les deux résultats : 


Calcul de Las, 1° 
Cars. 9,98923 98941 3016 
0,77400 91643 0826 
998754 62777 4410 
97 5059 52961 8252 


sin* &s. 
sin ro L1 


Eds CR] 


_Ea,+Eæ, 


. par léquation 2Ea; — 


de 72 RUN 


=| 065500 6768 8363 
0,34018 8 42948 48 0271 2 


0,09484 15820 € 3 8098, 8. 


es 
est 


CR 


0,98484 15820 8090. 
Faso, CE Sins SID.4:à, 


0,98484 13820 8090 
0,56311 26662 8236 5 


1,24709 40483 6326 5 
0,77397 70241 8163 3. 


ES 
me 


st 
+ 


2 0Par L équation Las + Eas= Ecs+ CSN 4; sin @ÿ Sin &g. 


c*sin ds 972970 80954 8829 
9,88700 42821 5413 
9:96843 94867 9809 


sin CEE e 
SIN dg.. 


ee nes 


Press. 0,98115 21644 4051 


Ecg—Ea; — 0,39277 76627 6350 4 


Miheu entre les deux résultats 


Calcul de Ea,,, 1°. 
c‘sinæ, 0,57592 84952 4006 
sin &,4. 9,99 99907 1 10993 _4855 


Pesser 057409 95905 8861 


 Ecs 


9,38119 0930614 1811 4 


es 0,77307 70241 8162 1. 


:=°0,77397 70241 8162 7 
par Péquation 107 a+ EE" 6? sine, sin æ,,. 


E' TE 064744 12841! 8256 


0,37583 70499 8497 5 


en ns 
a 


A — 1,02327 83341 6753 5. 
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2°. Par l'équation Eug+ Eus—Ex,,c*sin & sin a, sin &,4. | 
sin @ 9,91496 37956 4314 EcsHEa, — 1:78619 02142 4554 
Sina,.. 0,96843 94867 9809  p....... — 0,76291 18800 » 7709 1 ï 
sind. 090907 10995 4855  Eg.. — 1 102627 83541 6754 9 9. 
Prise. 0188247 43777 8978 

Milieu entre les deux résultats : Eu,, — 1,02327 83341 6752 2 


Calcul de Ka,, 1°. par l'équation 2Ea, — Eu,,=— ec? sin° a, sin &,4. 


. 0,98923 98541 3016 Ex... — 1,02327. 85341 6754 2 
‘An 000279 / 00100 90% MDI. 0,77816 24478 7389 7 
seu: OST ROSES  1,80144 07820 4145 9 
pr .... 0,80107 02690 3435 Ex,.... — 0,90072 03910 2072 0. 


2 Pal l'équation La +-Ee, — Ea, + c* sin & sin «&, sin &4. 
sin &. 9,20184. 79542 7732 Ectg—Ea — 0,73791 56301 0579 2 
sind. 009157 00907 778% Dice rs 0,16280 47609 1482 4 
sin 45. 0,90845 94867 9809 Eæ,.... — 0,90072 03910 2071 6. 
PE 0,21 166 71008 9929 | 


Milieu : Ea, — 0,90072 03910 2071 8. 
Calcul de AE . par Péquation Ex airs —= Etc sin &, sin æ,. 


Ces 0398923. 98541. 3016 E"...... = 1,05378 94623 0087 
sin &,.. 9,05137 06597 7782 PEN r 0,90072 03910 2071 8 
sin &,.. 9,07979 46511 6032 0,15306 90713 7015 2 
Y'A ÉRSÉ 9,92041 41650 6830 FE 0,83255 73612 2633 7 
Ex....—=0 96562 64525 0648 O1 


2°, Par l’é équation Ec + Eau, — Fa + c sin & sin @ Sin de. 


c sin. 9,20184 70942 7732 EasH+Ex — 1,15045 93672 4485 


sin &. 0,96845 94867. 9809 FRA TA . 0,17581 20346 4837 3 
sin &,. 0,97970.46511-6032 :. Ea,..... —= 0,96562 64325 9647 7. 
Pe.:+.:0,24008 :20922. 3573 | | a 


Milieu : Ea, = 0,96562 64525 0648 3. 
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Calcul de Eu, ,.1°. par Péquat. Eas+ Ea,,=E'+ csin & sin Œ,;. 


Cv UMR 9,98923 98541 3016 Eu 7h — 1,03378 94623 9087 
sin 45. 0,88700 45821 5413 Ecs. 0,77397 70241 8162 7 
Sin æ. 0:90235 18259 * 3488 0,25081 24382 0924 5 
Des 0,86859 62622 : PAS APE 12e 0,73891 80274 6592 7 
Ex... — 0,90873 04656 7517. 


2°. Par l’équation Ex; Lay Eu, ,+ c° sin &, sin ægsin æi. 


c'sina; 0,72570 80054 8820  EestEas— 1,48457 73345 8715 6 


sin 43. 0,90843 94867 9809 NE 0,48584 68689 1194 1 
Sind,:. 0.992355 18259 3488 Ex... — = 0,99873 04656 7519 Se 
p..... 0,68649 94082 2126. 


Milieu : Ea,, — 0,99873 04656 7518 2. 

Calcul de Ea,z, 1°. par l'équat. Eas+ Fu, E "+ «sin &, sin 
c° sin 913 9,72570 80954 8829 E'— La; — 0,48788. 96264 7905 4 
SiD ds. 9:99776 51945 7967 Fate 0,52002 14605 8867 2 


en 


Big 9,72347 352900 6706 Ex,:.... — 1,01691 10868 6772 6 
2°. Par l'équation Eas+ La; Ea,;+ c'sin ds Sin de5in ds. 
c'sinas 0,87624 44362 8429  EasHEas; — 1,71265 45228 5604 7 
sin &3.. 9,96843 94867 9809  p....... 0,60574 34359 8921 7 
sinæs. 9,99776 51945 7067 Es... — 1,01691 10868 6773. 
Ps. 0504244 91170 6205 
Milieu: Ea,; — 1,01691 10868 67728. 
Calcul de Eu,s, 1°. par l’équat. Ea + Ec,s= + c'sin @ sin ds. 
c°sin 4. 0,20184 70242 7732 E'c—Ea = 0,85302 55038 2134 
sin &,5. 0,99977 70162 7274  p....... 0,199 19571 53868 3621 8 


No 0,29162 49705 5006. Eu;s.... — 1,02874. ue 5975 ke. 

2°, Par l'équation Ea,+ Eos=Ec,s+ c'sin 4, sin #4 sin @5. 

C'..... 9,98923 98541 3016 Eus+Ea, — 1,83039 78806 9605 8 
sin &,.. 0,99137 96597 7782 Ps... 0,81065 49090 3848 4 
sin as: 9,06845 94867 9809 Eux... = 1,02874 20806 5755 4. 
sin&is. 9,00977 70162 7274 
M ae | 

Milieu : Eu;s = 1,02874 29806 5755 6. 
3 gigi à II AFS | 
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790. Ilne reste plus, pour compléter notre Tableau, qu'à calculer les 
valeurs de @, quirépondent aux logarithmes connus de leurs sinus ou de 
leurs tangentes. Il est préférable pour cet objet, d'employer les log- tan- 
gentes, principalement depuis 45° jusqu’à 90°; on se servira donc Lx for- 


mules suivantes, qui paraissent les plus commodes dans la pratique : 
log tang ®— log tanga+r, p—=:;Mr, 
®—a—=p sin 2a(1 +p cos 24 + 5 p*cos 4a). 

Pour cet effet, on prendra dans la T'rig. Brit., l'angle a, tel que / tang a 
approche le plus qu’il est possible, en plus où en moins, de / tang ®; on cal- 
culera avec les Tables à dix décimales, le premier terme (1) = p sin 26, 
qu'on aura soin de multiplier par R°, pour exprimer la correction (r) en par- 
ties décimales de degré, jusqu’au douzième ordre au moins; de là on déduira 
les deux autres corrections (2)= (1) .p cos 24, (3) = (1 ).Sp°cos4a, et du 
tout on formera la valeur de @ — à, en observant les sig jnes que doivent avoir 
les térmes, suivant ceux des Aa P ; COS 24, COS 44. 

C’est ainsi qu'ont été calculées les valeurs Le ® qu’on voit dans la Table; 
elles sont bornées à la douzième décimale de degré, ce qui est un desré de 
précision correspondant aux quatorze décimales des log-tangentes. 

Voici un des calculs de ce genre que nous donnons pour exemple : 


Die 0e ltang ® — 9,95907 77023 7651 
angle apprôché, a — 42°, 30.. ltang a — 9:95900 79781 2573 
. ltang À = Jtanga+r.... r = 6 97242 5058 
. 5,84338 38549 ol2a— 84.6ola+(1)}=—=42° 30457 88928 051 
2M.. 0,06118 66930 4l4a—169.20| (2) + 345 906 
p.r.. ,90456 95480 3 Die anni ie dei 
sin 24 Q;99806 82960 5 | ® —42,30457 89273 764 
sr 706 2720824, 1 | 
or 7:66076 04764 9 +..... 7,66076 o 
P-... 5,9046 09548 HA eu, 1, 0001410 
COS 24. : 8197562 ,799 3 COS 44 981614 7 x 
ÉLer 253805 801 (5)... 928994 594 6. 


Po La formule dont nous venons de donner une application suppose 
qu'on peut négliger les termes de ordre pf, ce qui aura toujours 
heu lorsque angle @ sera au-dessus de 5°. Dans tout autre cas, la quantité 
_ tang © étant es petite, on fera tang ® = 6, et on calculera @ par la suite or- 
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dinaire g=é—3# +; #—21Hetc., dont tous les termes devront être 
multiphiés par R°, et qui sera alors fort convergénte. On ferait la même chose 
pour tang(90°—@), si @ était très près de 00°: 

Par exemple, pour calculer l’angle &,5 par lemoyen de son log-tang,, soit 
À le complément de &,, et tang A1; on aura 


log & — 8,50587 09288 8083, 


et A = RA(r — ii rt Ts). Voici les logarithmes de ces cinq 
termes, et les nombres APRES exprimés el TUE és et décimales de 


degré. j 

(x)... 0,26599 35612 0000 (1) = 1° 83651 11156 5465 

(2)... 6,70861 41643 3 (2)... -— 62 80471 6567 

| 185588 21684 5808 

(5)... 3,58850 7272 (5)... + * 8877 1024. 

We M RER | 25561 6922 

CAT. Oo SAT MR AL CALE 38 8452 
26558 8470 

(Gi. 7,35072  (GL.. + 23 


N— 1,83588 25558 8403 
donc ds — 88° 16411 74441 1507. 


792. Au moyen a tableau que nous venons de construire, la détermina- 
tion des fonctions E et F pour toute amplitude proposée ®, peut être ramenée 
immédiatement aux cas où l’ amplitude proposéé ést moindre que 6°; car en 
choisissant pour a le terme de la table qui approche le plus de @.( are au 
moins pour lequel la différence F9—Fa,est la plus petite), on aura tou- 
jours F® — Fa ou Fy < 4 F'e, et par conséquent » << 6°. 

Nous avons donné de «pie 778..les: formules nécessaires pour calculer 
les valeurs des fonctions Er et Fy, lorsque j’ angle JT est d’un petit nombre 
de degrés. Mais, lorsque y approchera de la limite 6°, ces formules, dans les- 
quelles on a négligé les termes.de Vordréyf, ne pourront guère donner Fa 
dix décimales exactes, et il faudrait les prolonger jusqu'aux termes y 
mêmey"*, pour avoir un degré d’exactitude égal à celui de notre Aa 
Pour éviter cet inconvénient, et réduire tous dés calculs aux formules ordi- 
naires d’interpolation , il Leds construire uné séconde Table qui contienne 
les valeurs des fonctions E’ et FE pour des node croissant par de petits 
intervalles depuis 0° jusqu’à 6°. | 


10e à 
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Cette table, que nous appellerons la table n° >, pour la distinguer de la 
table n° 1, que nous avons déjà construite, peut se calculer de demi-degré en 
demi-degré, par les formules de l’article cité, sauf à leur donner plus d’éten - 
due, lorsque l’angle y devient plus grand ; mais nous préférons de la calculer 
ici par la néthode du chapitre VI, qui peut également servir à calculer la 
table principale n° r. 

Il suflira pour notre objet de calculer les valeurs de get de E® qui 
répondent aux différentes valeurs n—=1, 2, 3,.... 12, dans l'équation 
Po ne 4 car de cette manière les valeurs de ® croîtront par des in- 
tervalles moindres qu’un demi-degré, et l’interpolation pourra être faite 
avec toute exactitude qu’on peut désirer, pour toute valeur de z moindre 
que 12. 

793. Cherchons d’abord l'amplitude 6 qui satisfait à l'équation F6 — 
7. Le =t, où l’on a log 1=7,92826 01863 4903. Le moyen le plus 
simple est de résoudre l'équation suivante dans laquelle on a négligé les 
quantités de l'ordre 67 qui n’entrent pas dans les qatorze premières 


décimales. ” 
PAR 5 
Fé=C+ie(r—5)+ Ter 
on en tire 
RP VAR 2,77 P C 5. RATTT 
ma UE nt Pi À © nl 


ensuite on aura E6 par l'équation 


EC + F6 —= 26 + SARA 


substituant la valeur connue de #, il en résulte 
6 — 0,00847 72523 60254 
F6 = 0,00847 73514 11832 
E6 = 0,00847 71533 10760, 


on aura en même temps la formule 


Bi M nr PR NUS AP vapuasu Ag TE 
log 6 = log & — GR TT El as Lo 


d’où l’on deduit la valeur de 6 en parties décimales de degré , comme il suit : 


(ALIAS | 7,92825 51119 09746 
R°.... 1,75812 26324 09172 


RER DIET ESSOR EDEN EE SEE Se 


0,68637 77443 18918 
6... —0°48571 07821 09868. 
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Maintenant, pour construire la table dont il s’agit, il faut reprendre les 
formules de l'art. 731 ci-dessus. 

794- Soient ®°, ®, ®", trois termes consécutifs de la suite 6,, 6,, e, elc., 
qui répond aux valeurs successives 7 —1, 2, 3, etc. ; on déterminera k 


Vk 


RES for 
log = log + m(2 PHEr. PH. + etc); 


par l’équation : C sm 6 —;p, qui donne 


si ensuite On fait J°?g° = — 20, on aura pour déterminer © l’équation 


sin © — k sin (20 +), 


ou la série 
w = k sin 29 — <Æk* sin 49 + 3 À$ sin 69 — etc. 


Enfin, pour déterminer Eg', on observera qu’à l'équation Fp +F6=Fo", 
correspond l’équation EG + Ep=Eo' + c° sin 6 sin ® sin @', d’où résulte 


Eg" =E 6 + Ep — c° sin 6 sin ® sin ?'; # 


quant aux cofliciens qui entrent dans ces équations, voici leurs loga- 
rithmes : 

k...... 5,24369 49064 2596 

kR°.... 7,00181 55388 3513 

LR. 194448 24406 

3ÆÉR°%. 7,01208 6 

sin6... 7,92824 99102 2144 

c'sin6, 5,91748 9:643 5160. 


795. D’après ces formules, nous allons procéder aux calculs nécessaires 
pour former la table n° 2. 


Calcul de 6, et F6. 


11 faut, dans les formules, faire g —0, @—6, el on aura ® — 6,. On 
observera d’ailleurs que les tables à dix décimales suflisent pour calculer le 
premier terme de la valeur de ©; maïs à cause de la petitesse de l'angle 29, 
il conviendra de calculer son log-sinus par la formule du n° 765, et on 
aura la valeur 6, par le calcul suivant : 
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sin 2@.. 8,22920 43006 7 (1).... —  oo0001 70247 92974 
KR°.... 7,00181 75388 3 (aie dau 2 98342 
SU 808708 18398 M (En creme LA dt ça alins tou 
| D.... — 0,00001 70244 94037 

sin 4®.. 8,93025 19 d'®°... ——0,00003 40489 89274 
+ Â°R°.. 1,94448 24 d'p°.... — 0,48571 07821 09803 
(2) 81: 0/74 r 45 AD, dt. — 0,48567 673351 20594 
| Pinus = 0 40 MID TOO 
sin 69.. 8,700622 6} = Di. 0.0M93B179192100N0 


3 ASR°.. 7,01200 


ONPMOUN ee 


Pour avoir E6,, il faut calculer le terme c° sin 6 sin ® sin @', ou c* sin° 6 
sin ®'; mais, dans la vue de faciliter le calcul de 63, on cherchera à la fois 
les logarithmes de sin @’ et cos @', par les formules de l’art. 763, ce qui 
donnera les résultats suivans : | 


Roue, 998739 25174 0 2®:6,45853 97700 

Ho rre 1,75812 26324 1 9,33675 43156 

DAS Ru 8,220926 98849 9 (1) 5,79529 40856 

(1)... = 0,00006 24157 343 "291707 99 p'5 0,37562 

(ae 20 O0! 8,55860 31 7,98457 

(GORE, | 2 (2) 1,47568. 26 (5) 7,36019 

cos ®". — 0,00006 24187 246 

3(1) = 0,00002 08052 448  c'sin*6..... 5,84573 06746 

Fa OA 1005. TPsin Phi tt 8,22924 00709 
20804 MALE PRE A AT 407498 87541 

Disotui 8,22920 98849 9 

SIP ... 8,22924 90705 46 Des — 0,01695 43006 2152 

cos CAE ca 0 RUE O0 LOTIR 11084 7145 

Das TU 0,30102 99956 64 EE, —Eo — 0,0169$ 31181 5007. 


sin 29°.. °8,53oaû, 66564 85 
Calcul de 6; et E6:. 


11 faut, dans les formules , fareg=6,p—6,, et on aura ® = 6. 
. Dans ce cas, sin 2@ devient ce qu'était sin 2@’ dans le cas précédent. 
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sin2®... 8,53021 66564 85 (1)... =  6°00003 40/34 09370 


KR°...:. 7,00181 75388 35 Cu — 5 96320 
(1) Tee: 5,55203 41953 20 (3). En au 
4P.: = 353708 | @.... =  0,00005 40429 03c60 
sin 49... 8,83099 70 _ d'9.. ——0,00006 80858 06120 
1,04448 24 dg°. . 0,48567 67331 20594 
ER. 0,77547 91 d'... —  o,48560 26473 14474 
Gp ex)$ 9/45 Pet ==, | O071087H0220407 
sin 6... 9,00667 69 — 1,45699 61625 44936 
700205 | sin6.. 791748 97643 5 
(ORNE 6,01875 sin ®.:.+  8,22924 90795 5 
sin ®'....  8,40528 80681 5 
ZE 4,55202 78120 5 
sin ®.... 8,40528 89681 51 ERA EP TTOID TO STIOL 5007 
COS D"... — 14 04341 06. EG... 847 71533 1076 
D AS BEA 0,30102 99926 64 pt — 35647 3961 


sin 2®".. 8,70617 85297 09 Fé:—E9= 0,02542 67067 2122. 
Calcul de 6, et EG. 


1 faudra faire @, = 6,, ® — 6,, et on aura g — 6,. Voici le calcul 
d’après ces données, en suivant la même marche que dans le cas pré- 
cédent : 


sin 29... 8,70617 85297 og (1)... — oa,00005 10500 37866 a 


KRETRE 700181 75388 35 (2)... — 8 93570 7 
NAT 5,50799 60685 44 CIRE Rs al LUS 
49... —= 5°49 40"74 ©... — 0,0000 10491 44511 
sin 49... 9,00664 65 d'@°.. ——0,00010 20982 86622 
_1,94448 24 d'& 0,48560 86473 14474 
(ae. 0,05112 89 AD _0,48550 65490 25852 
Ca ARR AT St 12 Dr: 1,456099 61625 44936 
sin 60... 0,18180 És =D =  1,942050 27115 70708. 
701208 


CDR TE. 6,19388 
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sin ®’... 8,53015 58004 64 c° sin 6 7:91748 976435 52 


COS @'... — 24 g74o7 81  sing..  8,40528 80681 51 
8,52990 61596 83 sin @".. 8,55015 58004 64 


0 30102 99956 6/4 DAUGILE .. 4,65293 45329 67 


sin 20'.. 8,83093 61553 47 
| Ep.... — 0,02542 67067 2122 
Fée 847 71533 1070 


0,035590 58600 3106 
RATE 71274 55803 


E6,= E? = 0,03389 67325 70177. 
Calcul de 6; et Es. 


Il faut faire dans les formules @ = 6,, ® — 6,, ® — 65, ce qui 
donnera les résultats suivans : 


sin 29... 8,83093 61553 47 GORE 0°00006 80383 37650 


HRIGE UE 7,00181 75388 35 (a): — 11 89753 
(aÿté ct 5,83275 36941 82 (3): T5 dé € à 
AO = 2 050 W....— 0,00006 80371 47938 
sin 4®... 0,13096 70 d°@°..— — 0,00013 60742 95876 
1,04448 24 d@°... - 0,48550 65490 25852 
(GS ee 1,07544 94 JD. 0,48537 04747 29976 
DD OU Te. CON ER 1,94250 27115 70788 
sin 69... 9,30539 És—9 — 2,42787 51863 00764 
7,01208 
CIS 6,31747 c’sin 6 7,91748 97643 52. 
sin®.. 8,53015 58004 64 
sin ® ... 8,62697 33896 30 sin @'. 8,62697 33896 30 
COS D... — 39 00237 56 PAS 5,07461 80544 46 


8,62658 33658 74 
0,30102 99956 64 Ep...—  0,03389 67325 76:77 
sin 29° .. 6,92761 35615 38 F6... 847 71533 10760 
| 0,04237 38858 86937 
Fate 1 18745 99050 
EG; = Eg'= _0,04236 20112 87997. 


CHAPITRE XI. | 145 


Calcul de 6; et EGs 
Il faut faire @ =.6,, p = 6, ® — 64. 
sin2®... 8,927061 33615 38 (Eee 0°00008 50023 43709 


KR _7,00181 75388 35 (ae. — … 14 84446 
DURE 5,92943 09003 73 (5). . “+ 26 
49... 9°42/41"374 @...—  0,00008 50008 59289 
SiD 49... 9,22708 19 __ d"@°.—=—0,00017 00017 18578 
1,94448 24 de... 0,48557 04747 29976 
LI ERERR 1,17196 43 | d'@.. 0,48520 04750 11308 
CRETE au 2,42787 31863 00764 
sin 69... 9,40056 5 G—9— 2,91307 36593 12162 
701208 6 
D DSL 6,41265 : c’sin 6 7,91748 97643 52 
| sin ®. 8,62697 33896 30 
sin D’... 8,70004 17102 24 sin ®. 8,70604 17102 24 
D EL ne OCR NS PRE DE PET ON PER PA 
8,70548 01463 27 
0,30102 09956 64 E9...=— 0,04236 20112 87887 
sin 29... O,00051 01419 O1 E6 847 71535 10760 


0,05083 91645 98647 
ie FEES . 1 70034 78408 
E6;—E®9— 0,05082 13611 20149. 
Calcul de 6, et EG. | 
Il faut faire ® — 6, — CG, g  — 6. 
Sin 29... O,00651 01419 91 (aa 0°00010 19360 21849 


RASE ES 700181 75388 35 fohas. — 17 77351 
(Ye 24 6,00832 76808 26 (3)--- as # 
4D-..:=— 11°30/8"/26 (PRE de —  0,00010 10342 44529 
sin 49... 9,30529 09 d'°®°..——0,00020 38684 89058 
è 1,94448 24 EN oUe 0,48520 04730 11308 
(ah: eit 1,24077 35 do... 0,48499 66045 22340 
Open 7° 28/ 42" 4 Di de 2,91307 36595 12162 
sn6p... 0,47763 6 6, —9— 3,39807 02638 34502 

7,01208 6 

CIE 6,48972 2 


d'Sb it 19 
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sin®'.. 8,77285 50959 C9 
C05D'.. — 76 42378 12 
8,77209 08581 57 
0,30103 99956 64 
sin 20. 0,07312 08538 a1 


c* sin6.. 701748 97643 52 


SIDE o7e 8,70604 17102 24 
sin®'.... 877285 50959 69: 
MEET 5,59638 65705 45 


Ep: ..... == 005082 15611 20119 


PSE 847 71533 10760 
0,05920 85144 30909 
Peouths 2 49107 36652 


E6, —E? = 0,05927 36036 94257 


Calcul de 6, et EG. 


Il faut faire = 6, 9—6,, ® 6%. 


sin 20. 0,07312 08538 21 

kR° ... 7,00181 75388 35 

(1).... 6,07493 83926 56 

ÉD 15 002 4e 

sin 4P. 0,37108 385 
1,94448 2 

(2).... 1,31557 09 

6@..— 10°27 183 

sin 69. 9.,54205 6 
7,01208 6 

(3).... 6,55414 2 


sin®'.. 8,83069 31864 41 
€05P".. — 99 80178 85 
8,82969 51685 56 
0,30102 99956 64 
sin 2@'. 9,13072 51642 20 


(1) este a ji o°0001 r 88333 6430% 


(OR TL ù — 20 68097 
(RUE .. 36 


= 0,00011 88312 06243 
dP°.....——0,00023 76625 92486 


SORA 0,48490 66045 22340: 
Fou  o,48475 89419 20854 
DELLIPL 3,39807 02638 34502 
en D — 35,88282 92057 64556 
c*sin 6... 7,91748 97643 52 


sin®.... 8,77285 50959 6g 
sin@'r 0. 8,83069 31864 41 


A LT IAED 5,52103 80467 62 
Ep......— 0,05927 36036 94257 
ECU du 847 715353 10760 
0,06775 07570 05017 
Ts RE 3 31923 53474 


E;—E9" —= 0,06771 75646 51545. 


CHAPITRE XÏ. 
Calcul de 6, et E&,. 


On fera dans les formules @=6,, o—6,, @ 


Calcul de 6, et EG. 


sin 2®.. 0,13072 51642 20 TIR, te. 
AR°... 7,00181 75388 35 2 PES EE 
(1):... 6,13254 27030 55 (3)... 
4P..=—= 15°31/52"74 7 En _ 
sin 49. 9,42779-39 d*ç° 
1,04448 24 D Vas 
(2254.60 1672243163 do. tee 
6? ..— 23°1749"11 
sin69.. 9,59714 3 DAS 
» 7,01208 6 
(3). ... 6,60922 9 csiné 
| | sin ®. 
sin®’.. 8,88167 14304 00 sin @'. 
cos ®’.. — 126 28722 08 PNR « 
8,88040 85581 02 
0,50102 09926 64 FER 
sin 29”. 0,18145 85537 66 EG... 
NN PRET: 
E6,—E+ = 


Il faudra faire ®°—6,, p—6,, 9 '—= 6. 


di 


147 


0°00013 56883 942635 


Res 


À 


23 563310 
406 


0,00013 56860 37073 


..——0,00027 13720 75046 


8,48475 89419 29854 

0,48448 75698 53908 
3,88282 92057 64356 
436751 67756 18264 


7:91748 97643 52 
8,83069 31864 41 
8,88167 14304 00 


COR nes me 


5,62985 43811 93 
0,06771 75646 51543 
847 71533 10760 


0,07019 47179 62303 
4 26436 51080 


0,07615 20743 11223. 


0°00015 24051 71463 
— 26 41707 
A ea 
0,00015 2492) 29801 


——0,00050 49850 50602 


sin2®.. 0,18143 85537 66 NE di — 

ÆR°..., 7,00181 75388 35 6) AUTRE 

(1).... 6,18325 60926 01 (S)...... 

49...—=17°28/0"362 ALU = 

sm/®.. 047740 23 d'@°. 
1,94448 24 de" 

(2).... 1,42188 47 SERA 

69e ra "24? 

sin6®.. 0,64499 6 D'UN 
7,01208 6 

(3).... 6,65708 2 


0,48448 75698 53908 
0,48418 25847 94306 
4,367351 67756 18264 
4,85149 93604 12570 


19. - 


148 
8,92723 42549 55 
— 155 87650 45 
8,92567 54899 10 
0,30102 99956 64 


sin ®'.. 
cos ®'.. 


sin 29°. 9,22670 54855 74 
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7591748 97643 52 


c“siné... 

sin ®. ... 8,88167 14304 00 

Si s e 8,92723 42549 55 

MH oReee 5,72639 54497 07 

HR — 0,076: 20743 11223 

FO 2: 847 71533 10560 
0,08462 92276 21983 

FDA LON 5 32592 99449 

E6,—Ep— o0,08457 59683 22534: = 


Calcul de 6,, et F6... 


= ER ® rs Ce ? ? + Cu 


sin 2®.. 9,22670 54855 74 
ÆR° ... 7,00181 75388 35 
(1).... 6,22852 30244 09 
49..—= 19°24" 21" 59 ; 
sin 49. 9,52147 79 
194448 : 24 
(a DOVE 1,46506 « 03 
Gp: 2005274. 
sin6®.. 0,68705 8 
7,01208 6 


ne 2 eee eee 


6,69914 4 
8,96841 19250 40 
— 188 56559 56 


8,9665 2 62690 84 
0,30102 99996 64 


sin 29", 0,26755 62647 48 


(she. 


sin ®’.. 
CUS D’. , 


(He —  0°00016 92477 96990 
(ae — 29 23885 
F AR ER — 5o 
EE — 0,00016 92448 73155 
pres ——0,00053 84897 463x0 
ie “ER 0,48418 29847 94306 
dp... 0,48384 40950 47906 
D AS 485149 9 93604 12570 
PHIENR =) 5,68564 34 34554 60566. 
c? sin 6 791748 97643 52 
sin @ 8,92723 42549 55 
sin ®'... 8,96841 19250 40 
ÉSTAET EE 5,81313 59443 47 
Eo. —  0,084)7 59685 22534 
EC. nt. __ 847 71533 10760 
009305 31216 332094 
FALL Ur 6 50333 22802 
E6,,—Eg = 0,09298 8 80883 10492. 


CHAPITRE XL A 
Calcul de &,, ‘et F6... 


g'= 6, 00 ,, Dont 


sin 29. 9,26755 62647 48 GRIP — 0°00018 59404 18279 
ARE A To01Br 75588852: LE (a) Gr — 32 02529 
(1).... 6,26937 38035 83 (heros. AMEL Dan 
4@..— 21°20/ 28"946 D... 0,00018 59372 15804 
sin 49.. 9,5610r 06 dp°.....——0,00037 18744 31608 
1:94448 24 d'p°..... 0,48384 40950 47906 
(2)... 1,50549 30 AD émise tre —  0,48347 22206 16388 
6D.4== "52" 0"43"4 Pad 5,33534 34554 60566 
sin 6@.. 9,72435 9 Co ..— 5,81881 56760 76054 
7,01208 6 
(8). 6736448 c* sin 6. 7,91748 97643 52 


sin ®... 8,96841 19250 40 
Ep..— 0,09298 80883 10492 sin®'... 9,00596 51642 04. 
EG. su 847 71533 10760 DER 5,89186 68535 96 

0,10146 52416 212)2 | | 
TRIER 7 79991 06614 
Ep’... 0,10138 72825 14638 — EG... 


796. Pour vérifier tous ces calculs, nous allons chercher directement 
la valeur de @ qui satisfait à l'équation F@ = F'ce, ce qui se fera en 
déduisant ® par bisection de la valeur de & qui satisfait à l'équation 
Fa=-% F'o. Il faut donc déterminer @ d’après l'équation sin = TS 
où l’on connaît les logarithmes suivans : 


sin æ...., _9,30260 81001 4716 
cos æ.,..,. 9,99106 06126 2335 
A frste 3% 9,99129 25063 5059. 


On en déduira la valeur de / sin ® et ensuite celle de ®, par les calculs 
SUIVADS : 


we 
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sin &.4/+.. 0,12209 31023 1917 1—A.. 0,20669 81159 0114 


(1 cos) 0,14829 38779 9493 RER 0,30102 99956 6598 
sin +@..... 0,00379 92243 2024 0:99266 81202 3710 

0,99783 40601 1858 (+54). 9,99783 40601 1858 
sin@...... 000996 51642 0166  a— 5°82 l sin A=/sma—r 
SIG cree 0,00605 32445 4882 2a—11.64 pue 

bte — 8 80803 4710 US 
P=—= a —p sin 2a ( 1—p+p". ne 

r. 001,00 5,04487 90176 7  a—(1) —5°81881 55547 sa 
LM cou ue 0,06118 56930 4 (2) + 1213 5804 
1:C0S*4.... 0,00448 88312 9 (3) — 846 
FAN TE 6,01055 35420 0 ®—5,81881 56760 7678 
SIN 2445.05 0,30483 88245 7 
RENE . 1,72812 20324 1 On voit que cette valeur de @ 
(thus... 7307551 40080 8 s'accorde très din _. un valeur 
D RE 6,01055 35420 trouvée pour 6,., puisque la iférence 

er er EN est à peine de deux unités décima- 
CEEEEEE 3,08406 854 les du treizième ordre, ou du qua- 
P : ne n ( à En os ve torzième chiffre significatif. 
3(2+4sin°a) 0.835274 9 é 
(His 8,92737 17 


La valeur de E? se déduira en même tems de celle de Eæ, par l'équation 
2E9 — Ea—=csin*®sinæ, dont voici le calcul: 
c'sinæ. .. 0,20184 70542 7735 Ex — 0,20076 18685 6953 
sin°®.... 8,01193 03284 0332 Ÿ 201 26064 5971 


Peso res 7,30577 82826 8067 | 0,20277 45650 2924 
Eg = 0,10158 72825 1462, 


valeur qui s'accorde encore aussi bien avec celle que nous avons trouvée 
pour EG. l 
Suivent les deux tableaux qui résultent des calculs précédens ; 
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15 


j 


À 


] 


ù 0.033890 67325 5618 
0.042306 20112 8789 . 


| 


1! 


T 


L\11° 57053 15689 08 
22.791143 03204 0210. 
33.03081 6418 
42.30457 89273 760. 
1150.43582 07019 71l0. 


> 

(S 
h; 

} 

} 


j- 


1 . 40699 


®. 


O0. 


O0 
OI 


@. 


38634 81782 o 
4 44l0.54589 98354 
67481 08508 

77397 
grio-6479x 
90072 
938067 
' 96562 
4176.23603 20752 60|0.98484 


99873 


Bo: 


TABLE N° L 


Eo. 


20076 18685 Al A 81001 471619.31153 84875 
3119.58668 86411 0990/9.62174 05875 

1182|9.73646 82413 581319.81302 86198 
183519.82806 12794 2509/9.95907 77023 
70241 8163l9.88700 45821 5413l0.08290 45935 


log. sin @. 


27195 7022l9.92672 39415 1208l0.19475 71334 
03910 207219.09137 90597 Tè 

74986. 753219.96843 94867 980910. 
64325 0648l9.97979 46511 603210. 
13820 8090|9.098734 62977 4410l0.61091 04252 


log. tang @. 


te 


238319.99129 25963 5059 ; 


A 


30020 45830 
40283 37703 
50546 29756 


210. 


log. A9. 


£ 


150910.90587 6082 462d! 
PSE deb 41260 0000!|k 


63119.87334 08030 


6o4ll 


444l9.81194 81626 6481|À 


394519.67138 04255 
215019.59716 62206 
030519.52299 20157 
156019.45071 19110 


a — 


3488l0.72276 29650 
5274l0.84658 98562 
5967|0.99263 69387 
4855|1.18392 69711 
727411.49412 go7r1 


0000| Infini. 


TABLE N° II. 


APPEL 


0° 00000 00000 0000 48571 07821 0987 


0.438571 07821 0987 
0.097138 


48567 67331 2059 


due 3046 | 48560 86473 1448 
1625 4494 | 48550 G5490 2585 


1.094250 27115 7079 Peas 04747 2997 


2.427587 31863 007 


3 
3.889282 92057 6436 
4.36731 67756 1826 
33534 34554 6o57 
81881 56760 7695 


E9. 
0.008/47 71533 1076 


0:01695 31181 5007 
0.02542 67067 2122 


0.0)082 13611 2015 


0.035027 36036 0426 


0.067711 75646 5154 
0.076015 20743 1122 


0.08457 59083 2253 


0.092058 80883 10/9 


10.10138 72825 1464 | 


0 OS RS PA PE ne Ne EE RS, Le eue 


30807 02638 3450 | 48478 8041 


8520 04730 1140 


2986 


48448 1608 -5300 
48418 25847 9431 


48347 22206 1638 


Dir, I. 


0.00000 00000 0000 | 847 71533 1076 


847 59648 3931 
847 32885 7115 
847 00258 5496 


nr ee mms _ 


846 52587 1171 
845 93499 3226 
845 22425 Art 


II. RPENAT 


17 ooo17 1857 |3 38667 7049! 726 67onrit 
20 38684 8900 |3 37941 0342] 846 me 
2.91307 36593 1216 | 48499 66045 2234 | 23 56625 9248 |3 37094 8348] 904 9980 117 9706/9256 


JT. III. 


11884 7145 | 11877 967 


23762 6816 
35627 1619 


47471 4325 


11864 4803 
11844 2706 
11817 3620 


7 59288 7045 | 11783 7870 
- 71072 9810 


11743 5806 


62816 1683 | 11696 8077 


844 30609 5728 04512 9760 | 11643 5077 


843 45096 5968 
842 38940 1131 
841 21109 8796 
839 91942 dira 


1 06156 4837 
1 17740 2335 
1 20257 8381 | 


11583 7408 
11517 6046 


8252! 364 7527 121 


885619.38258 42786 9219 
6669\9.32099 16382 
645419.26805 80144 5700 
270119. 22845 54831 
1917/9. 20303 98450 

19-19433 24413 


LV V. 


3 40489 8928 |3 40368 1683] 243 3431121 4090613167 
6 80858 o611 |3 40124 
10 20082 8863 |3 39760 0725)! 485 8456120 
13 Go742 9588 |3 39274 2269! 606 5220 120 1487/6200 À 


0929/4165 
6564152757 


a ———— 


5287172 
100 118285 


27 13720 7506 |3 36129 8363/1082 g6orl117 0450 
30 49850 5939 |3 35046 8672/1200 et/1 

À : 33 94897 4631 |3 33846 8531). 
| US 93604 1257 | 48384 40990 4800 | 37 18744 3162 
1 : 
115 


ee 


| 


IV. v: VI. 


—————…———— | [à 


2740|0.74362 05303 4148 


4 
® 
x 
ÿ 
# 
| 
1 À 
LR. 
Fa 


; 
KW 
È 


è 
Fi 
à 
ë 
F* 

î 
2: 
( “4 
'È 

: 


| “ 
FI 
< 
î 
% 


LS 


x 


713 4868 | 6 7220 | 240 


20 2097 | 6 
26 9080 | 6 6 
_33 5750 | 6 6252 ra 
4o 2002 | 6 5780 | 580 
46 7591 | 6 5209 630 
53 3000 | 6 4579 | 706 
59 7579 | 6 3873 

66 1452 


089 | 325 À 
864 4rl8 


fs 
3 
F1 
& 
: 
F1 
[à 
LA 


à 
î 
È 


L 
à 
ñ 
à 


nl 
CE 


il 
k 
+, 
Fr # 
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La table n° 2, construite au moyen des résultats précédens, contient les 
valeurs des quantités ® et Ep, avec leurs différences successives jusqu’à la 
sixième, correspondantes aux diverses valeurs 2=0, 1,2, .... 12, pour 


x F" : sy le | 
lesquelles on a Fp— ea _ C’est par l’interpolation de cette table qu'on 


pourra trouver la valeur de ® et celle de E9, correspondantes à toute valeur 
% n momdre que 12, c’est-a-dire à toute valeur de Fo moindre que 
= Fe. 

ST semble d’abord que la série des ML ® et E devrait être continuée 
pour les valeurs 2— 19, 14... 17, afin qu'on pût en déduire la suite com- 
plète des différences, jusqu’à # = 11, et qu’ainsi l’interpolation entre deux 
termes consécutifs quelconques de la table, ne dépendit que de la formule 
ordinaire y = À + x (d'A + (AAetc. Mais en y réfléchissant un 
peu, on voit que ce nouveau travail est inutile, et qu’on PEU y suppléer ai- 
sément par une considération générale qui ne à tous les cas sem- 
blables. | 

797. L'usage que nous avons constamment suivi dans la table n° 2, ainsi 
que dans toutes les autres que cet ouvrage contient, est de placer sur une 
même ligne horizontale la fonction A et ses différences successives d'A, d'A, 
JA , etc., qui naissent de l’accroissement constant de la variable a, conte- 
nue dans la première colonne (ici la variable à devient z et sa différence 
constante est 1). Dans cette hypothèse, la fonction qui répond à la variable 
ax, comprise entre a et a+-1, est donnée par la formule ordinaire 
Y=A+x(d'A + etc. ; 

Mais si, au lieu de considérer les variables dans l’ordre croissant 4, a+ x, 
at) etc., on les considère dans l’ordre décroissant a+ 1, a, a— 1, 
a — 2, etc., et qu’on désigne toujours par A’, À, A°, A°, etc., les putiue 
correspondantes, l’expression de la fonction y correspondante a la variable 
a+ x, sera donnée semblablement par la formule 


= Ati x) (4 AE S), (402 A + AN) 
+ IEEE EN 40 3A°4+ 5A — À") ete, 


qui se réduit à 


YA! 


Vi I 


Hspie St gag 


1.2. 


HSE par ue, 
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nouvelle formule dans laquelle les différences d'A, d'A°, d'A, etc., sont les 
mêmes et de même signe que celles qui sont ainsi désignées dans la table; 
mais on voit qu’elles ne sont plus disposées sur la même ligne horizontale, 
et qu'il faut monter d’une ligne pour passer d’une différence à la différence 
suivante. 

C’est donc avec le secours de cette nouvelle formule qu’on suppléera très 
aisément aux différences qui manquent dans les lignes horizontales de la T'a- 
ble n° 2 , passé 7 — 6. Depuis 7 — 0 jusqu’à 2=—=6, on se servira pour l’inter- 


polation de la formule ordinaire y = A +xd'A + —— SOEUR JA Hetc.: MAIS 
depuis 7 = 6 jusqu'à z — 12, il faudra se servir de \e formule y = A'+ 


(x — 1) J'A HR ho 4 PC © eur = JSA%-Letc., où toutes les 


différences sont données par la table, en montant graduellement d’une ligne 
pour passer d’une différence à la suivante. 

Dans les tables où toutes les lignes horizontales des différences sont com- 
plètes, 1l sera indifférent de se servir de l’une ou de l’autre formule pour cha- 
que interpolation. La première cependant semble devoir être préférée, lors- 
que x sera +, et la seconde lorsque x sera > =. 

Il reste à faire voir par quelques exemples l’usage des Tables que nous 
venons de construire. 

798. Cherchons d’abord l’amplitude @ et la fonclion Eg qui répondent à 
équation Fo=; F'c. Puisqu'on a :.16=—5;, on voit qu’en faisant FA— Fc, 
Fu=-2F'e, on aura FO=Fa+Fr. 

Les valeurs de À et EA sont données immédiatement par la Table n° 1; et 


comme on a Fu—=.$F'e, les valeurs de w et de Ex seront aussi données 
par la Table n° 2; ces valeurs sont | 


À — 60°43582 07019 71 M = 588282 92057 6436 
EA = 0,77397 70241 8163 Eu = 0,06771 75646 5154. 
Il ne s’agit plus que de calculer 9 par les équations alsébriques qui repré- 


sentent l’équation transcendante F® = FAa+ Fu; pour cela, ayant pris les 
auxiliaires À’, w', telles que 


tang À —tang À.Au, tang w—tang u. AA, 

on aura @ = +. Ensuite l’équation EA HE == c? sin À sin sin ® 
donnera la valeur de E@. 

Les quantités tang À et AA sont données par la Table n° 1; il ne 

reste donc à calculer que tang Kw et Au, ce que nous allons faire avec 

ES" 


20 
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toute l'exactitude .que les Tables comportent. Voici d’abord le calcul de 
l'sin pet cos y, d’après les formules du n° 563. 


Rx 0,58914 82876 29379 (1)..=— 0,00099 72536 306006 


R°. r,75812 26324 09172 ÉPLRE 7653 183208 
u.. 8,83102 56552 20207 (3)... 9 348157 
m®. 7,66205 13104 40 (4)... AR MIE US RS 
953675 43156 37 _cosp.— 0,00099 80178 850398 

* (1). 6,99880 56260 77 aus 0,00033 24178 708669 
mf. 5,32410 26209 5 (2).. 508 878081 
8,55860 30653 3 (3)... 148585 


(2). 3,88270 56862 LUS. am ft DLL: 

u5. 2,08615 393 0,000353 24087 795984 
7,98457 180 m..... 8,83102 56552 20207 

LE sin w.. 8,83069 31864 40609 


3). 0,97072 573 
a See ” COS... — 99 80178 85040 


7,46683 3 tang uw. 8,83160 12043 2565. 


(4). 8,11503 8 


Connaissant l sin kL, on calculera {Au comme il suit: 


* sin 7,65062 62270 113 | r 
ï. ni Sata 53287 1e ju Mara ie bd: 
TS 9012 1543 ae : RUE A I ANS 
IR (ar) +27 
Mare 3,95482 86188 IG... O,9980 20244 HR 
1— 4. 9,99805 29244 HP 40 4950 


....  3,95677 56944 tu ue Gone 29203 6499 
de. 765062 53258 Apt..... 9,99902 64601 8250. 
Tous 4506 


R.... 1,60740 14708 
D’après ces valeurs, voici le calcul des angles 4”, et y : 


tang À. 0,08290 45955 5444 FE m.. 8,83169 12043 2565 
. 9,99902 64601 8250  AX..... 0,81174 81626 6481 


ee manne tent 


nt ed 


tang À’. 0,08195 10557 3694  tangw'.. 8,64343 93669 9046 . 
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Au moyen de l'angle: approché a = 50°37, oi trouvera par’ les. formules 
ordinaires X' = 50°,37274 12266 4851 ; quant à Pangle w!, comme il west 
que d’un petit nombre. de degrés, on | pourra, en faisant, tang w=t, 

calculer cet angle par la formule = #1 —2t4 Ent ris + Su), et 
on trouvera par les cinq premiers termes dela série w'=—=2°,5 10% 1 21 820 4336. 
De là résulte 


N'+u'= 9 —52,80205 34086 9187. 


Puusque @ satisfait à l’équation Fo = !F'c, la valeur de @ peut être véri- 


fiée par la formule du-n° 24, qui donne Daft Pre 0,90173 08331 Maire et 
de là 


p—=52°,89205 34086 886; 
la différence n’est que de trois unités du quatorzième chiffre, et on ne 
peut guère décider de quel côté est l’erreur. 
Enfin la valeur de E9 se trouvera par le calcul suivant : 


C'... 998923 98541 5016  EA... — 0,77397 70241 8163 
sin À, 0,88700 45821 5413 Ex .. = 0,0677r 55646 5154 
sin He. 8,83069 31864 4061 0,84169 25888 3317 
sm@. 9,9017$ 08531 6243 PAM 2 0 ,04061 33165 2661. 
EEE 8,60866 84558 8:33 pes 0,80108 12723 ObEG 


799: Pour donner une seconde application des mêmes Tables, cher 
chons les valeurs des foncuons E et F qui répondent à lamplitude 
pi 759. 

La plus proche valeur de ® contenue dans la Table n° 1, est À = 
76°,236035 20752 60 ; elle répond à la fonction FA = + F'c; il faut donc 
déterminer l’amplitude # par l'équation Fu=Fa— Fo, ou par les for- 
mules. 

tang \'=tang A.AP, tang@'—tang@.aÀ, m—2"—!. 
Connaissant w, il sera facile d’avoir, par l’interpolation de la Table n° 2, 
la valeur correspondante de 7 qui donnera celle de Fu et ensuite celle de 
Ex. Voici le détail de tous ces calculs. 

On a, par la Table n° 1 , les logarithmes de tang À et AA; on a immé- 
ste l'tang @ , ainsi il ne reste à trouver que /A9, ce ui se fera par 
la formule À = cos @y/(1<+- A), dans laquelle. A = 20° tang* ®, et d’où ré- 
sulte de M NS is 8751. D’après ces valeurs, on ArRerA celles 
de Z'tang N’ et l'tang @', savoir: 

20e. 
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tang À..- 0,6r091 04252 1560 mis . 0,57194 75475 3330 

AP up 9:47668 59066 8751 AA... 9,4)071 19110 1552 

tang À'.. 0,08759 63319 0371 tang ®’.+ 0,02265 94 04575 4882 
d’où l’on déduit 

N = 50°73943 73571 6697 
® — 46,49403 54375 3376 
pl — 4,24540 23106 3321. 

800. Il faut maintenant chercher dans la Table n° 2, la valeur de r 
qui répond à cette valeur de @; on voit que cette valeur est comprise 
entre 8 et 9, et qu’en faisant z—8—+x, on aura à déterminer x par la 
seconde formule générale d’interpolation , savoir : 


A'—u=(i—x) (JA + © (d'A + EE (AH ET Ra barlete 


dans laquelle les nombres donnés par la table sont : 
A'—u = 0,12191 44559 8505  dMA°® = + 846 10994 
— 0,48448 75698 5390 d'A°°0 — — 119 5287 
d'A? = — 27 15720 7h96 AA —.—,.. 6200 
— — 3 37094 8348 JAN — — 923. 
Après quelques essais dans lesquels on peut négliger les décimales qui 
passent le dixième rang, on trouve x —0,74830 756125. Pour plus 
d’exactitude, il conviendra de substituer cette valeur dans le second 
membre de l'équation à résoudre, afin d’avoir la différence entre le résultat 
de la substitution et la valeur donnée de A'— a. 
7 Résultat de la substitution... 0,121091 44559 7543 
A'—p..... 0,12191 44559 8505 


Différence... r — Ar 962. 


‘ ° . + » Ÿ 1 ee, 
De là on voit que 1 —x doit être augmenté de Fi = 1998 , ce qui don- 
nera pour la vraie valeur de x 


x —=0,74830 75612 3012. 


Connuissant x, on aura Fu— nr Fe, et par conséquent. ......,. 
__ 332— x . _2381,20169 24387 6988 ; - Ai 
FPE SE LA ns É-—— A 0 206 CE IN F'c, ce qui donne le Joga 


rithme de cette fonction : 
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F'e.... o,51259 14107 1659 
coeff... 0,77975 36954 8302 


F@.... 0,29234 51061 0961. 


8o1. Pour calculer E?, il faut d’abord chercher Ex par l’interpolation 
de la Table n° 2; en appelant de nouveau A le terme E@ qui répond à 
n —=8, la valeur cherchée sera donnée par la formule 


Eu Aix) (JA À (OA EEE (JA EH (SAS ete. 


cù l’on a 


0,07615 20743 1122 dA000 — 46 779 


À' = 

AU 843 45096 5968 d'A% = + 6 5789 
d'A = — 94512 9760 SAS = — 463 
SAS = — 11696 8077 d'AS = — D. 


Substituant ces valeurs et celle de x, on trouvera 
Eu —0,07403 01260 4731, 
enfin on aura à calculer E® par la form. Ep + Eu—Eà#+ c*sin @ sin sin À 
c*.... 998923 98541 30r6 EA = 0,98484 13820 8090 
sin ®.. 0,98494 37781 0267 Eu —= 0,07403 01260 4731 
sin A.. 9;98734 62777 4410 0,91081 12560 35359 
sinu.. 8,86939 87498 63 _ 3....  0,00775 30202 7583 
3..... 8,83092 86598 4003 Ep — 0,97856 42763 0942. 
Cette valeur et celle dé /F@ s'accordent suflisamment avec celles qu'on a 
trouvées par la méthode directe, n° 764 et 565. 


802. Nous avons cru devoir exposer avec beaucoup de détail tout ce qui 
concerne la construclion et l’usage des Tables n° r et n° 2, relatives au mo- 
dule c=sin 81°; les calculs ont été faits avec une exactitude scrupuleuse, 
et soumis à un grand nombre de vérifications, de manière qu’on peut être 
assuré que les résultats consignés dans ces tables, sont exacts autant qu'ils 
peuvent l’être, d’après les Tables trigonométriques à quatorze décimales, 
dont nous avons fait usage, lesquelles sont quelquefois en erreur de une, 
deux et même trois unités dans le dernier chiffre. On en voit un exemple 
dans le logarithme de à ou cos 81°,qui, dans la:7’rigonom. Brit., est 9,19433 
24413 5701, et dont les derniers chiffres doivent être 5699. En suivant les 
mêmes procédés qui ont été indiqués dans la construction de ces Tables, et 


»” 
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dans les deux applications que nous en avons données, on parviendra donc 
dans tous les cas à la détermination des fonctions E et F et à la solution des 
questions qui en dépendent, avec. un degré de précision supérieur, non-seu- 
lement aux besoins de la pratique, mais à ceux des recherches théoriques les 
plus délicates. 

Je ne dissimulerai pas combien est pénible le caleal d’une table telle que 
la Table n° 1 qui n’a que seize lignes, ou que la Table n° 2 qui n’en à que 
douze; mais, si on aspire à un aussi grand degré-d’exactitude, 1h semble qu’on | 
n’y peut parvenir que par le secours de ces tables, ou par la méthode générale 
fondée sur la formation préliminaire de l’échelle des modules. C’est au cal- 
culateur à choisir-entre ces deux méthodes, celle qui lui paraîtra la moins 
pénible. 

Comme la formation de l'échelle des al se réduit, d’après nos for- 


. mules ; à un travatl assez court, il est vraisemblable qu’on-jugera que la mé- 


thode générale mérite la préférence, si l’on n’a à calculer qu’un petit nombre 
de fnetibnté E et F; mais s’il y avait lieu de calculer un grand nombre de 
ces fonctions, Pau procédé parait être le plus avantageux. 


Au reste, nous avons déjà dit que si on se borne à dix décimales dans la 
formation. de la Fable: auxiliaire n° 1, auquel cas on peut se: passer‘ de la 
Table n° 2, le calcul de cette table et son usage dans les cas particuliers, 
deviendronttrès faciles, et rentreront dans x classe des calculs trigonomé- 
triques ordinaires , surtout si le module est plus petit que sin 45°, ce qui 
permettra de prendre la valeur de æ dansla Table VF; et gF are les 
résultats sont exacts jusqu'à la dixième décimale, ou au moins jusqu’à la 
neuvième, ilne paraît pas qu'on puisse proposer rigi de plus simple pour le 
calcul des PA E et Ê, au moins: tant qu'il n’existera pasides Tables suf- 
fisamment étendues. au D. desquelles la détermination de. ces fonctions 
serait réduite aux règles ordinaires de linterpolation. / 

803. Remarquons en finissant que le Tableau n° r pourrait être réduit 
aux cinq termes &,,@,, &,, 3, 6, et que dans cet état, il suflirait encore 
pour ramener les fonctions proposées Ep, F@, au cas où l’amplitude est 
moindre que 6°. Pareille observation s'applique à plus forte raison aux 
Tables auxihaïres construites pour des modules moindres que sin 81°. 


En effet, 1°. si l'amplitude donnée @ est comprise entre &, et &,ç, ou 90°, 
l'une des deux différences FO—Fa,, F'c—F@, sera moindre que + F'c; 
ainsi, en faisant là plus petite des deux différences —F@/, on aura @ Ca, 
F faudra donc d’abord déterminer @”, soit par l'équation algébrique qui cor- 


\ 
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respond à l'équation Fo —Fa;=— F9’, soit par l'équation cot®'= 6 tang @, si 
l’on a F'c—Fp—=F?!. ‘ 

Puisque @’ ainsi déterminé est plus petit que &,, le cas le moins favorable 
pour la réduction est celui ou ®’ sera compris entre &, et &,: soit alors F®”" 
égal à la plus petite des deux différences F&,—Ko', F@'—Va,, la fonction 
F@” sera plus petite que +( Fz;—Fæ,), et par conséquent <1Fa, < Fa,. Si 
en même tems Fp" est 5 Fa,, p" sera plus petit que 5°,8188, et l’objet de 
la réduction sera remph par deux transformations seulement. Si au contraire 
Fo" est >> 2Fa,, il faudra une troisième transformation pour réduire les 
fonctions E?, F@, au cas où l'amplitude est moindre que 5°,8188. 


2°. Si l'amplitude donnée ® est moindre que «&,, le nombre des trans- 
formations qui ne pouvait être plus grand que trois dans le premier cas, 
ne pourra surpasser deux dans celui-ci, et se réduira le plus souvent 
à un. 

De-là on voit que la Table auxiliaire, réduite à cinq termes, conduira 
aux mêmes réductions que la able entière, calculée laborieusement avec 
onzetermes de plus. Mais, tandis qu'une seule transformation, faite à l’aide 
du tableau entier, suffit pour réduire les fonctions F@ et E® au cas où 
l'amplitude est moindre que 5°,8188, il faudra quelquefois deux et même 
trois transformations semblables pour parvenir à la même réduction par 
le tableau partiel. Ces transformations, il est vrai, se font par de simples 
formules trigonométriques ; mais c’est au calculateur à balancer les avan- 
tages et les inconvéniens des deux procédés. 

J’observerai au reste qu'il faudrait ajouter un sixième terme à la Table 
auxiliaire, si Pangle du module était plus grand que 81°; cette addition 
suffira jusqu'à 89°, et il est inutile d'aller plus loin. Alors le nombre 
des transformations pourrait aller jusqu’à cinq, pour obtenir da réduction 
cherchée. : | 
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VAANNANNYE AMAR AAA A A AAA 


CHAPITRE XIL. 


Sur la construction des. Tables VIIT et IX, 


804. LL: méthode du chapitre VI présente beaucoup d'avantages par la 
simplicité et l'élégance des formules qui servent à construire cat table 
particulière pour un module déterminé ; on à vu que les calculs s’exécu- 
tent dans toute l'étendue de la table, en n’empruntant de la théorie des 
fonctions elliptiques qu’un seul élément qui se multiplie ensuite par des 
formules purement trigonométriques et rigoureusement exactes; cependant 
l'usage de ces tables serait peu commode dans l'interpolation , —lorsqu’ il 
s “agirait de trouver les fonctions E et F qui répondent à des valeurs don- 
néesde l’amplitude et du module. 

Il paraît beaucoup plus convenable, pour cet objet, de construire des 
Tables dans lesquelles l’amplitude et l’angle du module croissent par des 
intervalles égaux et suffisamment petits, de 0° à 00°. C’est donc entre les 
deux méthodes proposées dans le chap. LIT, qu 11 faut choisir celle qu’on 
regardera comme la plus facile, pour parvenir à un degré d’ exactitude dé- 
terminé. 

805. La seconde de ces deux méthodes fait trouver directement la dt 
férence seconde de la fonction E, ainsi que celle de la fonction F; et par 
ces différences, vérifiées à de certains intervalles, on parvient à former 
la série entière des valeurs de E et de F, comme nous l’avons fait voir avec 
beaucoup de détail, en calculant la Table II qui convient au module 
C'— (sin 40 

L'avantage principal de cette seconde méthode consiste en ce que les 
auxiliaires qui servent à déterminer les différences secondes des fonctions, 
sont beaucoup plus petites que celles qui, dans la première méthode, se- 
raient nécessaires pour donner immédiatement les différences premières de 
ces mêmes fonctions. Mais, d’un autre côté, les erreurs sur les différences 
secondes se multiplient suivant la progression des nombres triangulaires ,æ 
dans la détermination des fonctions principales ; il devient donc nécessaire 


æ 
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de calculer ces différences avec deux décimales de plus, ce qui fait perdre 
tout l’avantage qu’on pouvait en attendre; et si on n’augmente pas le 
nombre des décimales, il faut vérifier les résultats de distance en distance, 


puis corriger les nombres intermédiaires, suivant un ni: de PpAROn 
qui est plus ou moins arbitraire. 


Cet inconvénient qu'on a pu remarquer dans l'art. 722, n’a pas lieu 
dans la première méthode , ainsi que nous nous en sommes assuré par 
un grand nombre d'essais, et cette raison suffit pour lui donner la préfé- 
rence. Mais, comme on n’a pas de tables usuelles qui passent dix décima- 
les, il serait trop difficile de calculer les fonctions avec douze décimales, 
comme nous l’avons fait dans la Table IT, et il faut se borner à les cal- 
culer avec neuf ou dix décimales, ce qui au reste est plus que suffisant 
pour l'usage ordinaire. | 


806. Notre choix étant ainsi fixé sur la première méthode que nous 
avons nommée Methode des ordonnées moyennes, nous aurions désiré 
pouvoir constrnire, pour tous les angles du module, de demi-degré en 
demi-degré , des Tables particulières semblables à la Table IT, mais cal- 
culées à dix décimales seulement ; la réunion de toutes ces tables, sans 
y comprendre les différences qui n’y pourraient entrer qu’au premier or- 
dre et en amenant beaucoup de confusion , aurait formé, sous un assez 
peut volume, une table à double entrée d’une étendue. suflisante pour 
satisfaire à toutes les applications où il s’agit de calculer les fonctions E 
et F pour des valeurs données de Pamplitude et de l’angle du module. 
Mais l’extrême longueur d’un pareil travail ne nous a pas permis de l’en- 
treprendre, el nous nous sommes proposé seulement de calculer une Table 
semblable pour tous les degrés de l’amplitude et de l’angle du module. 
Cette tâche encore bien pénible a été heureusement conduite à son terme, 
et la Table IX qui en est résultée pourra satisfaire encore long-temps aux 
besoins des Géomètres; d’ailleurs elle fournira. des bases certaines et bien 
vérifiées à ceux qui entreprendraient de calculer une Table semblable d’une 
plus grande étendue et procédant par de plus petits intervalles. 


807. Pour faciliter la construction des Tables particulières qui composent 
la Table IX, il était nécessaire de calculer d'avance et avec beaucoup de 
précision , les fonctions F et E pour Vamplitude de 45° et pour celle de 
90°. C’est BOX ce double objet que la Table VIT à été construite : nous 
aurions pu n’y pas comprendre les fonctions ayant 90° d'amplitude, puis- 
que leurs logarithmes sont donnés avec douze décimalés dans la Table I; 


1 DpE à 


N + 
ss 
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mais la réunion des deux séries a procuré une facilité de plus pour la 
construction de la Table générale et ne peut manquer d’avoir son utilité 
dans d’autres occasions. | DID 

Nous remarquerons ici que les formules générales pour le calcul des 
fonctions E et F, se simplifient assez notablement dans le cas d’une am- 
_plitude de 45°, ce qui a facilité beaucoup la construction de la Table VII. 
Rappelons d’abord que les formules pour calculer les fonctions F et E, 
sont en général F9 = K®, Ep = LFo + Pc sin @. D'ailleurs la valeur de 
P se forme au moyen des équations &© = @° — @, w° = @°° — @°, etc., 
tang © = D tang @, tang ©° — 0° lang @°, etc., r = € cos œ,7 us de 
c° cos &°, etc., d’où l’on déduit | 


Pa ;ireh 4 ss rr0r0 Je etc. 

808. Voyons maintenant ce qui résulte de la supposition @ = 45°. Alors. 
les équations sin (29 — ®°) = c° sin @°, tang w° — b° tang @°, donnent 
I b° , PUR ÿ 
tang @® ==, tango =", et de celle-ci on déduit encore sin &° — b?, 
cos &° = ç° ; ainsi on aura à la fois cot ®° = c° et cos w° = c°, la pre- 
mière donne la valeur de @° et la seconde celle de w° ; on connaîtra ainsi 
00 = @° + w°. Dans le cas où c° est suffisamment petit, il conviendra 

de calculer @° par la suite 
- — 1 08 L 05 1 L 
37 QC — rc LE cs — 7 ce Æ elc., 
ou pour abréger 
re) () +6) (Get, 


et on aura en même temps 
1:3.5 


pre = (1) + 4 (2) + LÉ (6) + LESC + te. 
Soit 3 la somme des seconds membres de ces deux équations, on aura 
FT— = zou QU = T— 3. 
Connaissant ainsi @° et @%, il sera facile d’avoir @°°° par l’équation 
tang © — b® tang ®®, ou par la série 


PO = 299 — 0099 sin 2D°° H + (c°00) sin 4° — etc., 


dont il suflit de calculer les trois premiers termes; on aura de même.. 
PO00 = 2p000 = ç09 in 2D000., 1! résulte de ces deux équations , où l’on 
peut supposer c°°%— (+ c°° } : 


à ga°00 ET mm Z + 1 L c°°° sin 23 (x = : C9 cos 23) 5 
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0 00 


| rte re 7 P_ 9 La 
et comme ® désigne la limite des quantités ?, re etc., laquelle peut 
être censée égale au cinquième terme, on aura 
D—i[m—3+#+ 50 sin 23 (1 — À «°° cos 23)]; 


ainsi 3 étant déjà connu, il suflira d'ajouter à æ — z la petite correction 


c° sin 2z ( 1 — + c°* cos 2z) et de diviser le tout par 4, pour avoir la 


— 


valeur de ®, au moyen de laquelle on trouve Fo = K® — 2. Fic. 


2 


Connaissant F@, on connaîtra la partie LF@ qui entre dans la valeur 
de Eg ; quant à la seconde partie Pc sin @, elle se trouvera d’une manière 
très simple par la formule 


reieteyeCr+ (+80) +107) 


où 1l faut observer que le premier terme 5 cyc = (1 —b), se trou- 
vera immédiatement par la Table des sinus naturels à 15 décimales, com- 
prise dans la Trig. Brit., si toutefois l'angle du module 8 s'exprime exac- 
tement en degrés et centièmes de degré. 

809. Pour sérifiet cette valeur de Pc sin ®, il faut, Ha la formule géné- 


rale Pesng = +cyc°sim (1++ c° cosp° +: c° c*° cos @° cos p°° + etc. ), 
substituer les valeurs cos &° = c°, sin g° = 


d’abord 


ce qui donne 


TI 
vG .. us 2 


+ cV/c° 
Pc PR PET AR et) Fe) 


ensuite pour avoir l'expression des quantités cos æw”®, cos w°°”®, je reprends 


(ir Hg oc Ho cos a + + 0° °° 0000 cos w°° cos w°° + etc. ); 


(] 


les équations tang &° — b° tang @°, ®° = 9° + a, tango = 53) ose 
tang w° — b°*° tang 9, j'en déduis successivement 


tang ®° + tangw° (1 + 6°) c° 


; RO. mens 
lang ® —— Tu tang @° tang w? NES C2 — be: b. 
or po (e 4-67). + SV: 
tang © — RE ar a) à 
00 | Vrr © == nn. 
tanga ©° — = tang w°. ve 55 COS QÙ = re; 


en continuant cette analyse, on trouvera 


1 0 1! AS b°o — tang* w°° 
tang à © — lang @.1/ poor COS © 360 ange ge ? 
b900 .. tang® ae 
D°09 LE tangéw0® &°°9 ; 

21e 


tang > A D tang me, Es Gess» COS QE 
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ainsi à l'infini. On voit donc que dans le cas dont il s’agit, les quantités 
©, 0°, &%, w°%, etc., se calculent facilement; savoir, la premiére au 
moyen de l'équation tang æ =— 6, la seconde au moyen de l’une des équa- 


() 


k bre ee 
tions tang @° —";, SIn w°—=bD°, cosw° —= c°, lang: ©°—=tang w. LE /b, 


Oo 
"#. 


. b 
les suivantes au moyen des équations tang 3 w° = tang «°. VE = FE — sud 


"2 


I 
1 Pns 0e pop: — COCA 
tang + ©°°° = lang ©. Va , lang à © lang © etc., ce 


— ? 
qui offre des formules assez remarquables pour le cas où lon a @ — 45°. 

Maintenant qu’on connaît les valeurs de cos &°° et cos °°, si on les 
substitue dans l’expression de Pc sin @, et qu’on y substitue également Îles 
expressions connues de c° en c°, et de c°*® en c®, on aura, en dévelop- 
pant ces quantités jusqu’ à la dixième puissance de c° Frolastti At l’ex- 
pression que nous avons rapportée du terme Pc sin @, laquelle est très 
facile à calculer, et donne au moins 12 décimales nues tant que l'angle 
du module ne surpasse pas sin 45°. 

C’est par ces formules qu'on a calculé les fonctions F (45°), E (45°) de 
la Table VIT, pour toutes les valeurs de l’angle du module de o° à 45°; au- 
delà de cette lisfiètes on a fait usage de la méthode des modules croissans à 
art. 762, laquelle ne présente, pour le cas de ® = 45°, aucune forniule £ 
remarquable , si ce n’est pour déterminer ®', l’équation sin 49 — Be, 

810. Nous allons maintenant expliquer avec détail les différens procédés 
que nous avons suivis dans la construction de la Table IX, et nous pren- 
drons d’abord pour exemple le calcul d’une Table particulière des fonc- 
tons E. | 

Soit « l'arc d’un degré, ou & — Fe. soito—p+aæ,et......... 


(1 — € sin* ©) = A (©); si on prend l’auxiliaire p = æAw, on aura en 
général pour construire la Table des fonctions E, la formule 
JE = p + 7 d'p° — F6 4 + etc. 

On calculera donc pour les valeurs successives ® — 0°, 1°, 2°, 3°, etc., 
les valeurs correspondantes de lauxiliaire p; on observera de plus que la 
valeur p pour ® = — 1° serait la même que pour ® = 0°; on placera 
donc deux fois cette première valeur de p, l’une sur la ligne dep = 0, 
Vautre sur la ligne supérieure, ce qui sera nécessaire pour former cette 


ligne où l’on doit-trouver la différence seconde Ve p° qui entre dans la 
première valeur de JE, celle qui répond à ® — 
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A mesure qu’on aura calculé une valeur de p, cette valeur servira à 
ajouter un terme de plus aux colonnes des différences dans les lignes su- 
périeures. Au commencement de la Table et même jusqu'à des termes 
assez éloignés tels que @ = 45° ou 50°, il suflira de prendre les deux pre- 
miers termes de la valeur de d'E, savoir : dE = p + 2 d'p° ; car nous 
supposons constamment que les valeurs de p sont calculées avec dix dé- 
cimales , et qu'on en conserve neuf seulement dans les valeurs de dE. 

Lorsque par le progrès de lopération , on reconnaîtra que le troisième 
terme — 75 d'p® peut influer sur la dernière décimale de d'E, il faudra 
tenir compte de ce terme. Mais alors on devra ajouter un terme de plus 
à la colonne des p, ce terme qui répond à @ + & étant nécessaire pour 
avoir la différence d'p°” qui entre dans la valeur de d'E. Jamais on n’aura 
besoin de calculer un terme de plus de la formule. 

Les mêmes procédés s'appliquent au calcul des fonctions F, avec cette 


» L j À LL è e à 12 . L] L) 
seule différence, que l’auxiliaire P a pour valeur —; ainsi le logarithme 
connu de Aw servira à calculer à la fois les deux auxiliaires p = 4Aw, 
Be Il faut observer seulement que les différences croissant plus rapi- 

A 


dement dans la Table des fonctions F, il faudra beaucoup plus tôt fare 
entrer le troisième terme de la formule dans la valeur de dF. | 

En formant la colonne des différences d'E et JF, réduite à neuf déci- 
males, il sera bon de faire une marque parHeuNEe aux termes dont là 
dernière décimale n’est exacte qu’à 4 ou au moins # d'unité prés. Cette 
marque sera utile pour fairesur la table les légères corrections qui seraient 
indiquées par la différence qu’on pourra trouver entre les fonctions don- 
nées par la Table pour les amplitudes de 45° et 90°, et Me qui auront 
été calculées d'avance par la méthode directe. 


811. Il ne reste plus qu'à faire voir comment on doit calculer le Ioga- 
rithme de A». Au commencement de la Table et jusqu’à une limite assez 
éloignée, faites sin À — c sinw; appelez a l'angle qui, dans la Table à dix 
décimales, approcle le plus de A, et soit la différence {sm A — sn ar; 
vous aurez avec une exactitude suffisante / cos À, ou 


log A = log cos a — r tang* a, 


et l’on voit que la correction 7 tang* a n’a pas besoin d’être calculée avec 
beaucoup de précision , tant que l'angle à sera d’un petit nombre de 


degrés. 
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Lorsque l'angle & approchera de 45°, on pourra faire plus exactement 
Jog A — {cos a—R, log R—1log (r tang* a) + r + rtang a. 

Si l’on avait / sin A = l sin a—r, il faudrait faire log À = 7 cos a +R, 
log R = log (rtang* a)—r— 7 tang*a. 

Lorsque l'angle à sera plus grand que 42°, la correction R devenant 
plus grande que r, les erreurs se multiplieraient par la formule précédente, 
et il faut lui en substituer une autre. On mettra alors la valeur de A sous 

c? cos” © c cos © 


cette forme, À = ë/(: — D ), et faisant tang À — 2 Of aura. . 


dt — Soit a l'angle de la Table-qui approche le plus de l'angle À 
dont ‘on connaît la tangente, et soit { tang À = L tang a + r; on aura 
l cos À = l cos a — r sin a (1 + Mr cos" a), 

ou si l’on fait Z cos À = { cos a—R, on aura 


b 
cos 


IR=1(rsm' a) +r—rsm'a, ensuite log A = log 


AUS 


Cette formule, dont le calcul est aussi facile qu'il est possible , ne laisse 
rien à désirer, et pourrait même servir dans toute l'étendue de la Table 
sans exception ; mais le calcul de la première est plus simple, tant que 
c sin & est < sin 42°. 

Si l’on avait / tang A — / tang a — r, la formule deviendrait 


— KR. 


log R— log (rsim°a) —r+Hrsin* a, log A — log ( 3 


Cos «a 


Connaissant À pour une valeur déterminée de ©, on connaîtra à la fois 


œŒ 


les deux auxiliaires p — &A, P — —, l’une pour la Table des fonctions E, 


l’autre pour celle des fonctions F. Ces auxiliaires devront être placées 
chacune sur la même ligne que la valeur de ®, d’où elles sont déduites, 
en faisant © = @ ++ a; on y joindra leurs différences successives con- 
tinuées jusqu’à l’ordre où les différences de l’ordre suivant seraient négli- 
geables ou fort inégales. On en déduira ensuite les valeurs de d'E et de 
JF, suivant les formules que nous avons rapportées. 
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CHAPITRE XIII. 


Calcul détaillé de la. Table particulière pour le module 
C; za sin: 03°. 


812. NO prenons pour exemple un module un peu grand > parce que 
les calculs deviennent plus difficiles vers la fin de la Table, à raison de 
la grande inégalité des différences ; on verra cependant que les résultats 
n’en sont pas moins sûrs, en prenant les précautions convenables. Du 
reste, nous entrons dans tous les détails nécessaires pour qu’on puisse fa- 
cilement saisir la méthode, et l’apphiquer à tout autre module. 


RME CRE À 2: 
® — 0”, ®© = 0° >. 


CAICREN CE DR T 9,94988 08840 7  cosa.. .. ..... 999998 69338 
sinæ... + . + - + 794084 18090 8 _R.....,.,..,. — 623 
sind Lane 7,89072 27437 5 A. lats chu +. + 990098 68718 
ie CASE 788969 04944 ut A ue 8,24187 73676 
r = RO ON PU EE nt. PAONS 8,24186 42301 
| A P:2306 bo TS, 8,24189 04961 
“2 PAU! Je SUP Papeete 7,01378 46. 10 
tant æ 0: 5,77940 71 LE nT EN PAT VUE + 0,01745 27649 
| 2,79319 17 PASS PR LA TT — 0,01745 3820. 
3 dou PEONIE TEENT + 103 22 
RAR AU, 2 ,79422 39. 


Dans ce cas et dans le cas suivant, on aurait pu faire plus simplement 
le calcul dé À par la formule log A =? log (1 —c*sin*w) =—+me sine; 
ensuite & devenant un peu plus grand, on aurait les formules plus ap- 
prochées: r°= 6% sin° ©, log A=—R, log R= log (mr) + + mr; mais 
nous avons préféré de suivre toujours la même marche. | 
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RRE PR 4 
AMEL LE TES 


é shrie 9:94988 08840 7 7. . : . 6,07670 73 cos &. . . 0:99988 19043 
sine. 8,41791 90153 9  tang'a. 6,73559 73 Ets Cd — 649 
8,36770 98994 6 R . . . 2,81230 46 À .... 9,99988 18394 
sina, 8,36768 05871 nu. HÉcRÉ 8,24187 73676 
r'— 11 03183 6 Di "0 YO PTAA OOAAU pe SU 8,24175 92070 
P — 0,01745 80418  P..... 8,24199 55282. 

DIN Or dE 
C. . + 9:94988 08840 7  r. . . . 5,69056 33 —  cosa. . . 9,99967 16309 
sin ©. 8,63067 95616 1  tang’a. 7,17093 63 HONTE" + 1201 
8,58056 04456 8 R... 3,07949 96 A .... 9,99967 17510 
sina. 8,8903 98005 | A M 8,24187 73676 
rZ— 7 93548 2 D = OO AA OCTO D: Ai, se 8,24154 91186 
226,010 OT Pr us 8,24220 56166. 


Cette valeur de P, auxiliaire de la fonction F, jointe à la valeur correspon- 
dante MP°= 42338, donne pour @ — 2°, la différence J'F = P+ Z d°P° 
— 1746 66655 , où il faut remarquer que le retranchement du dernier 
chiffre laisse une incertitude d’une demi -unité sur la neuvième décimale 
de d'F. C’est ce qu’on a exprimé dans la Table par le signe +- mis à la suite 
de la valeur choisie d'F — 1746 6665 +. On aurait pu également prendre 
JE = 1746 6666 —. Nous verrons ci-après l’usage de cette notation, pour 
corriger les petites erreurs qui peuvent résulter-du progrès de l'opération. 
TUE : R DST EN Er Le 


GEe: 9:94988 08840 7. cosa. . 9,99935 Gor13  , tang’a. . 7,47276 807 


sine . 8,78567 52787 9 R:.., + 5461, r 1... 6,26453 993 
 8,73555 61628 4 A... 09,90035 65574 R.....3,73730 800 
sin@. 8,73974 00451, « . . ..8,24187 73676 à RUE 
r = — 18 38823  p...8,24123 39250 p = 1942 74532 
| P . 8,24252 08102 P := 1747 91702. 
Li ® ne 4, @ — 4° Le 
cc. . : 9,94988 08940 7 cos a. . 9,99893 63682  tang* a. . 7,69110 103 
sine. 8,89464,32984 1 ER... es LODLT igate di 5,57167 390 
1 008,84452-41824 8 ; A: . 9,99803 61851, R..: ... 3,26277.403 
sing, 8,84448 68855. « . . . 8,24187. 73676 | not 
TR “3172070: =: p .(: .. 8,24081 35527 | p —=-1741:05d26%14 - 
P … 8,24204 11829 P.=,1749 60972. 
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DES OP Ho DR, 


ER E 9:94988 08840 7  cosa..… 999840 98748  tang° a... 7,86626 810 
sin &... 8,98197 28715 4  R......….. — DO Times) de el 5,95505 051 
8593146 376861 . A..4i4 9,99841 05375  R.......… 3,82131 861 
sin a... 8,93154 39232 PEAR CHR 8,24187 73676 
r—  —9o01676  p..……. 8,24028 got p —= 1738 95324 
| Einiseré 8,24346 6830x P — 1751 72864. 
pe Con ON, 
RP 994988 08840 7 cos a... 999777 05564  tang° a... 8,01190 777 
sin æ&.. 9,05385 87563 7 .R.....… OT EDIT da teute 4,79925 157 
9,00373 96404 4 A... 9:90777 94917  R....…......…. 2,81115 034 
sin 4... 9,00373 34424 LEE 8,24187 73676 
= 61980 RE UE 8,23965 68593 p = 1736 42632 
P......... 8,24409 78759 P = 1954 27681. 
(M ONE, LEZ 
dirt 994988 08840 7 cos a... 999704 36309  tang° a... 8,13696 406 
sin &.. 9,11569 76687 3 R.......… TR OO TM see 5,712337 849 
9,06557 ODA MA ie 999704 29059 R: HE, 3,86034 255 
14 d.0, 00002 J0022 140 | acute. 8,24187 73636 | 
r — 5 28906 Pers 8,23892 02739 p = 1733 48574 
Perd 8,24483 44617 2 = 29800. 
fe {ice ee PM EE 
ME ire 9:94988 08840 7  cosa.….. 999620 17398  tang° a... 8,24662 419 
sin &... 9,16970 20867 8 R....….  HIDIO Here 5,80709 916 
| 9,11958 29708 HN de 9,99620 06080 rtang? a... 4,05372 335 
sin &... 9,11091 68352 Ai ol 6,2410719070 Ex: 6 414 
r = GI AR D Ne 8,23807 79756 ”tang' 4 ES 
PA te 0, 24007 0700 RATS 4,05378 862 
p = 1730 12697 
P = 1760 66512. 
* Dés 9°; © —= ©! 3. 
ca. 994988 08840 7 cosa..…, 999525 34714 tang*' a... 8,34437 605 
sin #... 0,21760 92289 4 BR... 210040 EAN. 5,68272 706 
9,16749 01130 Avréiiés 999925 24069 4,02710 491 
sin a... 0,16744 19484 RCA 8,24187 793676 7... 4 816 
El —— 4 81646 Dere etes 8,23712 97745 Enr Fo fus 
LPO + 8 ,24662Mo6o7 JR... 4,02715 413 
p —= 1726 35368 ® di 
P = 1964 51340. 
EUAE 
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® —= 


? 
CL … 994988 08840 7 
sin #... 9,26063 30434 5 
0,21051 39279 
sin a... 9,21000 38600 
re 1 00675 
p = 1722 16776 
P — 1768 80224. 
P 
Crrsssson 9594988 08040 7 
sin »... 9,29965 53093 1 
9,24953 61934 
sin a... 9,24928 30382 
r = — 4 68448 
p = 1717 97132 
P = 1973 53578. 
? 
Curserre 094988 08840 7 
sin #... 9,33533 67506 1 
9,28021 76347 
sin &... 9,28523 08498 
Fr = — 1132494 
p = 1712 56667 
P = 1778 71800. 
Cross 994988 08840 7 
sin w... 9,36818 52534 1 
931806. 61375 
sin &... 9,31807 69767 
= — I 08392 
1907 15635 


P — 
P-=="1904 30972, 


= NE OM de - DO 
COS Gr. 0:99419 83602 
AMAR — 2726 
"RIT 999419 80876 
Fe 8,24187 73656 
PAS 8,23607 54552 
PS. dè 8,24767 92800 
LE EEE ES 
COS A... 9:99303 58856 
R... + 15265 
Mure 999303 7At21 
Œussssnse 8,24187 73676 
ptits. 8,23491 47797 
LRU 8,24983 99555 
mn TU NE 
COS... 999176 96100 
à PA À + 65ro5 
A. … 0,99177 01205 
NE PAPE 8,24187 73076 
Peru 85233604 74881 
Ponte OA ODOTO, 72/7 
me A5,, © = 13° = 
cos a... 999039 94410 
Resa + 4902 
A. 999039 50312 
he Fe ren re 8,24187 53676 
Rd 48528227 32088 
P..; 


…… 8,20148 14364 


tang” As CRE 


rtang” a. 


tang” a a 
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8,43261 100 
5,00292 164 
3,43553 204 
1 007 

Fe 

3,43554 205 


8,51309 431 
5,67066 139 
4,18375 57o 


— 4 684 
153 


. 4,18370 733 


8,58602 248 
5,12107 045 


_8,70799 293 


tang” a... [L 
Vosvoor COOL 


Posrots sorte see 


r tang” a. 


— 1 322 


51 
3,70797 920 


8,65536 307 
5,03499 723 
3,69036 030 
— 4 084 
5 NEO 
3,69034 897 
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P — 14°, © — 14° 3 


ce... 9,94088 08840 7  cosa….. 0,98891 75119  tang” a... 8,71901 258 
sin ».. 9,39809 96421 3 R....….. 29706 7... 5,76316 838 

9,34848 05262 BORA 0,98891 45413 4,49278 096 

sin a... 9,34842 38020 MIN OO 13070 TA h 5 672 

= 5 67242 Prise 8,23079 19089 rene à: 297 

P......... 8,26296 28263 R.....… 4,47284 065 


pa 1701 34312 
P — 1990 45250. 


Cr... 9:94988 08840 7  cosa..... 0:98732 57854  tang* a... 8,77890 260 


sin ©. 9,426089 88240 2  R........ — 1798 or... 4,f1907 067 
9,37677 97081 Hu 1e 9,99732 562506 3,19708 227 

sin a... 9,37677 70934 ANR sti67 306 RTE Ae 262 
— 26247 pa. 0,22920 20002 os x” hrs L 
PM, 25405 rmo0o  R....3 107968 009 


p = 1695 12994 
P — 1797 01516. 


P =, 16, Mo ni 16° 


de. SA 9:94988 08840 7 cos a... 9,98562 94425  tang” a... 8,83516 orr. 
sin 414,0, 4033418046 3 R:........ — 5947 or... 4,083910 473 
940322 26887 A... 0,08562 88478 | 8,77427 384 

sin 4... 9,40321 39970 ne. L96 21107 73076.  n4.:2.4.4 869 
Lee Soin | MRES, Lo 8,°2750 6154  tangta. 59 
AR ES 8,25624 85198 R........… 3,77428 312 


p = 1688 52002 
IP — 1804 0/{970. 


Pæ= 17, © = 17° :. 


Cure. 9,04988 08840 7 cos a... 0,08382 28058  tang’ enr 8,88842 650 
sin &,.. 9,47814 18041 2  R......…. À 10840, : FRAIS. 10. 5,12609 892 
9,42802 26882 A... 9,98382 30398 4,01452 542 

sin a... 9,42803 60572 mnnist8,94187.73676 ras Sue — 1 337 . 
r = — 1 33600 Dan euabes 8,22570 12074 FAIRE Ge Ur ou 


Pa. tue 8,85805 35378 R.......….. 5 
P — 1681 51679 . 7 FU I 102 


P — 1811 56336. 


/ 
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tang a... 
r Lock 


» 
Foscrcoostrose 


rtang” a... 


8,93887 079 


…… D,03230 037 


3,97117 116 
1,979 
93 


… 3,97118 286 


8,98696 709 
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o — 18, © — 18 À. 
Cursus 9394988 08840 7 cosa...…. 9,98191 11603 
sin &... 9,90147 64453 6 R....…. — 9358 
0:4b130 13294 3. Ms. 9598191 02245 
sin a... 9,45134 65573 CACTTEES 8,24187 73676 
re 1 07721 Press 8,22378 79921 
P........ 8,25996 71431 
P = 1674 12388 | 
P — 1819 56310. 
P = 19, © —= 19°; 
Corus 9194988 08840 7 cos a. 9,97988 80210 
sin #.. 9,52349 52365 4  R.....…. 4149 


9:47337 G1406 A 2 
sin a... 9,47337 ,18656 


9,97988 76061 
jRhEaren à à Do 24107.:73070 


= 42750 TR 8,22176 49737 
P....... 8,26198 97615 
p — 1666 34520 
P'== "1028 "09712 
D: er 20 LU ELA à 
Cros 9194988 08840 7 cos a... 9,97775 92588 
sin w.. .0:94432 52093 9 :R;::....…. — 36860 
949420 61794 6 4... 9,97775 55728 
sin a... 9,49417 20097 Bis 8324187 73076 
r — 33427896 :p... 8,21963 29404 
paris 8,26412 17048 
p = 1658 18484 
P — 1837 05346. 
D ta Go Er 2288 
Cu... 9594988 08840 7  cosa... 9,97551 75659 
sin... 0,26407 54326 2 R..….. — 38666 
9,51305 63166 9 A...... 997551 36903 
_sina... 9,51392 39212 CA RE 8,24187 73676 
ds 3 23954 9 .: paru st 8,21739 10669 
RèS. EX 8,26636 36683 


p = 1649 64717 
P— :846 56104. 


rtang” a... 


Hormis 


r lang” a... 


Ha 


4,63093 612 


3,6:790 381 
427 
41 
3,61790 849 


9,03282 549 


….. 0,53369 277 


Rs 


4,56651 826 


3 417 
368 


ee | 


… 4,56655 Gr 


-.. 9,07681 271 


5,51048 455 


4,58729 726 
3 240 
386 


4,98733 352 
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ce. .... 994988 08840 7  cosa... 9,97316 17704 
sinæ.. 9,58283 96605 8 R...... — 2226 


009272 05446 5  AéEIi 
sina.. 9,93271 88526. ads 


8,24187 73676 


8,21503 89154 
8,26871 58198 


ME 


p = 1640 73679 
P — 1856 58920. 


DES Po res 
as, A 994988 08840 7  cosa... 9,97069 86306 
sin #.. 9,60069 96819 9 R...... + 389 
9,55058 05660 6 A... 9:97069 86605 
sin a.. 9,55058 08353 NPA: Lis 8,24187 73676 
Fr = — AGOSLA D 8,21257 6Go371 
P...... 8,27117 86981 
P — 1631 45852 
P — 1867 14780. 
REPAS d'Opa 2 AN ET 
c..... 994988 08840 7  cosa... 9,96812 79369 
sin w.. 9,61772 69586 8 R...... — 33296 
9,96760 78427 5 A...... 9,96812 46073 
sina.. 9,56758 65832 CN A . 8,24187 73676 
Re BALDOG D: PÉREN.: ae 8,21000 19749 
AI 8,27375 27605 
p —= 1621 81747 / 
P = 1878 24724. 
QE a à EEE 
ercà 994988 08840 7 cosa... 9,96544 06799 
sinw.. 9,63398 43502 6 R...... — 17023 
..:0:58386 52343 3 A1... 9,96543 88976 
sima.. 9,58385 {9032 TRES 8,24187 73676 
ris MODE 3 PAUL AN: 8,20731 62652 
PU OU 8,27643 84700 


p = 1611 81898 
P=—= 1889 89846. 


———— VuT 
© ==1992%4%. 


997316 15478 


2 173 


tang®&,.. 9,11911 416 


4,22843 886 
3,34755 302 


169 
r tang” a. 22 
een 3,34755 403 


tang” a... 9.159796 44t 
. 3,43013 958 


2 ,58990 309 
ARMES — 269 
rtang” a.. — À 
IE 2,98990 126 


tang” a... 9,19891 769 


Tisoss +19n32344 909 

4 ,52236 678 
T'hpaes à y 2 106 
r tang” a 333 
À: CARE 4 ,92239 117 
tang’a... 9,23682 845 
ne dé IL S,o1414 782 

4 ,25097 G27 
RIRE RE 1 033 
rtang a.. 178 
RS RU RATE 4,25008 838 


174 


p —= 1568 36665 
P — 1942 26807. 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 
PE 20% D II. 
CHER 0,94988 08840 7 cos a... 9,06264 46304  tang’a... 9,27349 074 
sin #..19,604992 74374 0 JR. .— 84682 . fa. C05986083.848 
9,59940 83214 7 À...... 9:96264 10722 :#4,53882 917 
sin 4.. 9,29938 08994 Ve VE à 8;24187 73676 rt. 4. 1 842 
r = 1 84220 7 pe... 820451 84398 ” 08/4 ete 
À à a/e D527023 Cag04, -Reccuin 4 ,53885 105 
p = 1601 46864 à 
P — 1902 11292 
Dir No Rae: 
Ce: 9,94988 08840 7 cos a... 9,095972 95967  tang*a... 9,30912 424 
sin &.. 9,66440 55998 o  R:..... + 10663  7......: #,91876 152 
9,61428 64838 7 (A. 4 d: 9,99973 06630 4 ,02788 576 
sin a.. 9,01429 17170 ANR 8,2418m 73676 or. — 653 
or = — 52331 3 "CAO 0 1 0p 80366 ange. 75.197 
PLV: 8,28214 679046 R........ {,02787 946 
p —= 1590 77234 | 
Pi 1914002607. 
® — 28°, © — 28° ;. 
16 NS 9:94988 08840 7  cosa... 9,95670 41639 tang* a... 0,34370 67 
sin w.. 9,67866 59015 4 R...... HS 0800 1 Tr PRE". CN 5,13003 769 
0,62854 37856 1 À ..... 9,99670 72029 4,48274 448 
sin a.. 9,62855 75589 Re ee 8,24187 73676  r....... ; — ‘1 377 
r=—. 1379829 (pi... 8,10858 45705 ‘ *tangæ.  —, 404 
PU RO IT 0087. RL Le 4,48272 767 
p — 1579 73620 
P — 1928 26030. 
P = 20°, © —= 20° +. 
ro SARA 994988 08840 7 cos a... 0,95306 77120 tang’a... 9,37732 512 
sin #.. 9,09233 88236 6  R...... "29100 LEFT re le. 5,02385 182. 
9:04221.97077 3 ‘‘A....:. 995357 02308 4,4o117 694 
sin a.. 9,64223 02723 ue Ven DH SLIOT TH0M0 1. 1e: ee. 1 — 1 056. 
r=— 1066457 p..... 8, 10544 75984 tanga. — 252 
ee | Né ‘628836 71368 R....... 4,4o119 002 


CE 


\Q 


9:94988 08640 7 


. 9,70546 88745 5 


9,65534 97586 2 


9,65534 83425 
14161 2 


1956 67038 
1956 85242 


+ 9:94988 08640 7 


.- 9,71808 51017 9 


966706 50858 6 


9» 66794 64674 


1 03184 6 


1544 65439 
1972 07493 


9:94988 08840 7 


+ 9,73021 656240 0 


9,68009 74080 7 


968009 46562 
27518 7 


1932 32598 
1987 94137 


. 9,94988 08840 7 


+ 9,74188 94971 3 


. 9,69178 01258 


] 


969177 03812 


97446 


1519 69274 
2004 46717. 


CHAPITRE XTT. 


004. © 25002 
COS &... 995031 96585 
+: SV 74 3640 
DE nu 9,99031 92945 
NN 9,24187 73676 
FAN TTRS 8,19219 66621 

NYSE 8,29105 80731 


cosa... 99469 93567 


PEER — 54006 
Ar J 4: 9,946098 39561 
dr Be 8,24187 73676 
Br qe 8,18893 13237 
Et Er 8,29492 34115 


Mo es Sue 
cos a... 994347 46145 
. THERE — 8192 
ES ch 994347 37903 
7: ARTE 8,24187 736706 
PAPRETT 8,18535 11639 
Ms ere 8,29840 35713 

ie 5805 ONE GS 
cos a... 9:93987 53111 

Hg 25 + 31086 
MS LE 9:93987 84197 
ss sr 8,24187 73676 
PE +CX 8,18175 57873 
PET 8,30109 89479 


tang? dan 


737 
00 
3,56115 742 
TRS 


rtang* a. . 36 


9,41005 
4,19110 


3,56115 920 


tang? a... 9,44197 422 
| 5,29044 555 


4,73241 977 
1 992 
540 


RP _ 4,73244 469 
tang’a ... 9,47324 008 
RU OS 4,43962 791 

3,91286 799 
HN VIIT 279 
rtang° a 82 
R. FN Lx 3,91287 156 


tang* a... 9,50380 963 
498876 402 
4,49257 365 


henlie is — 974 
rtang a.. — 311 
ENS . 4,49256 080 


Qr 


170 


12 4 09: 04008 08840 7 


sin w., 9,72312 80269 o R...... — 54280 
:: 070300 89109 7 ,74L.%.., 9,93616 7611 
sin a.. 9,70209 30264.  «.,,... 8,24187 73676 
ee 1 58845 7 op... 8,17804 48287 
PUUTUE 8,30570 99065 
p — 1506 76259 
P'=%02n:00052. 
ASTON LAN NON LS 
Ce... 994988 08840 7  cosa... 9,93234 22152 
sin w#.. 9,76395 40365 5 R...... — 16227 
971383 49206 2 WHET- 9,93234 05925 
sin d.. 9,71383 04820 ARS 8,24187 73676 
Fes 44386 2 Du 8,17421 70601 
| EAN 8,30993 67751 
p — 1493 54379 
P — 2039 56136. 
DISPO. NEO. 
Fi. ARE 9,94988 08840 7  cosa... 9,92839 41671 
sin &.. 9,77438 79973 3. R...... + 33632 
9,72426 84814 A+, 992839 79303 
sina.. 9,72427 70912 HAS DUR 8,24187 73676 
r = — 86098 l D...RE8 8,17027 48979 
PE, SR 8,31347 98373 
p —= 1480 04492 
P'=%058 10334. | 
D'EE SN NI oEENGm € 
Cet 9,94988 08840 7 cosa.., 9,92434 12467 
sin w.. 970444 71278 3  R..... .. — 32033 
9,73432 8o119 A.:.,::#0392439 80434 
sina.. 9:73432 03272 AIRE 8,24187 73676 
r 2 76847 D 40R 8,16621 54110 
| JMS LA 8.31753 93242 
p = 1466 27494 
P — 2077 49183. 


PREND One OÙ à 


cos a... 9,93617 28891 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


tang® a... 9,53364 027 


id. ete Ant 5,20097 546 
4,73461 573 
PA ox 1 065 
r tang® «a. 543 
Res 4,73463 704 
tang’a... 0,56297 653 
Fa A À LMP 2 4,64724 796 
4,21022 449 
ARE 444 
r tang” a. 162 
HR Â,21023 055 
tang” a... 9,59176 585 
ou SR Le 4,93499 306 
4,52675 891 
MORTE, # — 861: 
r tang? a... — 336 
RUE 4,52674 694 
tang* a... 9,61995 816 
FAP. 77! 4,88562 692 
4,50558 508 
APR 768 
rtang° a.. 320 
Ru 4,50559 506 


CHAPITRE XI. 
p = 58, © = 581. 


-.0:94088 08840 7 


cos &, . 


ee. + 9:79414 95670 0.7 M, 2 + 64290 
9,74403 o4511 4 4. 2'ON) . 9,92016 19633 
sin &. : 9574404 49183 a... . 8,24187 73676 
Tr = — 1 44671 6 Gi. "te . 8,16303 93309 
P... sai 8,32171 54043 
A DO ar 
P — 2097 56489. 
P,=,39°,, © = 39° 2. 
: 9:94988 08840 7  cosa.. . 9,91586 34168 
sine. . 9,80351 05253 1 °R.. + bi 
9,75339 14093 8 A. “TE ton Le 
sin &. . 9,75340 36174 œ.. .- 8,24187 187 73076 
T' = — 1 22080 2 5 020774 74 65615 
P. . 8,32600 81737 
p — 1437 95919 
Pi 2119 40 1007 | | 
Li 40°, ® — Âo° à. 


ec... .. + 9,94988 08840 7  cosa.. . 9,91146 49165 
sinæ. : 9,91254 44160 3 KR... Ù— 51936 
9, 70242 53061 A.. 6; 1145 97229 
sin &. 1. 0,70241 49832 æ . 8 8,24187 7 73676 
a 1 03169 P : . 8,153 15333 33 70905 
ph . 8,33041 76447 
p —= 1423 43320 
P — 2140 01908. 
g® — 41°, = 4° à 
. 9,94988 08840 7 cos a., . 9590692 92066 
sie. + 9,82126 457: 175 Bin na + 44288 
977114 54558 > 2 da CS 000 9,90603 36354 
sin a. + 9,778 37323 æ.... 8,24187 73676 
r = — 82764 | NOTE 8,14881 10030 


 S P....8,33494 37322 
DES 1408 67564 | 

P — 2102 43834. 

LEE 


992015 55343 


177 


. 9:64777 877 


5,16038 328. 


| 4, 80816 205 


r tang* a 


HAL 


— 1 447 
643 


. 480814 115 


. : 9,69508 0/0 
… 5,08664 523 
| 4,76172 563 


= 17221 


578 


: É 764 


+ 9:70191 013 
...:8,;013854 922 


4,71544 935 
1 03% 


519 


SORTE 486 


+ 0572844 906 
: LE 91784 164 567 


_ 464629 472 


— 828 
es 
‘E 164628 201 


23 


178 


Ci.» + + 9594988 08840 7 cos a. 
jh as 4 982968 33460 4 fe CR 


19377986 fa3ot 1 1' A4 a. 000220 11207 
sin &. . 9,77997 47670. ME Los 8 8,24187 73676 
PAS ORNE 9 P.… 814416 84943 
| + . 8 » 33958 62409 
p —= 1393 69741 | 
P = 2185 67830. 
DEMI Vo ASE. 
. 9:94988 08840 7 cosa. Re 25476 
A, + 0583781 22036 6 4 R.. — 281 
978760. 30877: 1 LL ATÉ “nt. 25195 
sina. . 9,78709 30411 &.. . +.0:24187 736706 
+ Fe AGO: post rt 8,1394o 98871 
5 L8,84434 4848: 
P = 1378 50989 
P — 2209 75868. 
P—= 44, © —=443. 
. 9:94988 08840 7  cosa... 9,89265 43791 
nie + 9,64566 19008 3° MEET + 39012 
970554 56844 À. ... 9,89265 82803 
siña. :: 9, 79054:87806  (æus. + 8,24187 73636 
Cp me) Grors (pus 18,18453 56470 
P . 8,3/4921 90873 
p— 1363 12489 
LP = 2334 69927. | 
= 4, © = 452. 
. . 9:94988 08840 7 cosa. . 9,88766 G2r10 
: sine: 000924 2098012 pb ei + 28277 
9,80312 29378 9 A ... 9,88766 90387 
siva. Mes LE #. .« «3 8,24187 73676 
Tr 41736 1 p Da 1200 64663 
peOO P:..:8,35/420 83289 
eg —= 1347 5547. "à 
CP, =.2260 519874: 


:$ 90228 51358 
+ 59879 


© = 42° à. 


e e . » 


4,59120 407 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


pP= 429, 
+ 975457 926 
+.» 9,02271 245 


4,77729 171 
— 1 054 


4,77727 918 


. 9,78032 099 


2,06847 910 
244880 009 


. . 9,80078 887 


4,78541 526 


— 6ro 
— 390 


£Bgu19 407 


.… 9383092 180 
62051 62051 


45148 45143 


186 


366 


7 1419 
283 


a" f Efa 666 


815. Arrivé aux valeurs: de Fo ét ‘Lo pour l'amplitude pe 45° , On 
voit qu'en comparant ces valeurs avec celles que donne la Fable VIII, 
. l'accord est parfait sur la fonction F, et la différence est seulement ne 


CHAPITRE XII: 179 


unité décimale du dernier ordre sur la fonction E. Cette différence peut 
facilement être corngée, en diminuant d’une unité du dernier chiffre, 
l’une des différences premières, peu éloignée de 45°, mar quée du signe —. 
Nous choisirions de préférence la différence qui répond à 30°, et pour 
laquelle nous prendrions 1556 6570. On POUR aussi, pour faite remon- 
ter moins haut la correction, l'appliquer à la différence qui répond à 4r°, 
où se trouve un semblable signe —, ‘et réduire ainsi la différence 1408 6665 
à 1408 6664, ce qui diminuera les nombres E d’une unité dans le dernier 
chiffre, depuis ® — 42° jusqu’à @ — 45°. Mais avant d’effectuer cette cor- 
reclion, on peut continuer le calcul de la Table jusqu’à la fin, pour faire 
toutes ls rectifications à la fois. 

Nous remarquerons, au reste, que c’est par une sorte de hasard que le 
ealcul de la Table s’est rencontré aussi exactement avec le résultat tiré 
des formules générales. Cela prouve seulement que les légères erreurs, qui, 
à chaque opération, affectent ou peuvent affecter le dernier chiffre, se sont 
compensées : dans d’autres cas, la compensation n'aura pas lieu aussi exac- 
tement ; mais en opérant avec laltention nécessaire, il y aura rarement 
des erreurs de plus de deux ou trois unités sur le dernier chifire, et dans 
tous Îles cas, cette erreur sera facile à corriger par les moyens que nous 
avons déjà indiqués. 


| ® — 46°, © — 46°. 
. 9:94988 08840 7  cosa . . 9,88256 76034 tang a: . 9,85574 4098 


sin. , 9,86056 22069 € d'A te — 20842 ; F4 » 0. 4940318 500 
9,81044 30910 6 A ,.... 9,88256 56092 | 4,31802 908 

sina. . 0,81044 01858 Œn - : 2 041101078070 à rage me 201 
r = 29052 6 pr . .. 8,12444 29768 TARN RATE" 306, 
P. 43::0,89081:19084 0) À; UDAERE 4,31893 497 


P —= 1331 81216 
P +<t230n 24011. 


P — 47, @© — Â7° à 


c. . . . 9,94988 08840 7 cosa . . 9,87735 84106  tang’a. . 9,88028 192 
sin w . . 9,86703 083843 2 R.... — 94055 r. . . . . 5,09307 797 
9,81791 17683 g AÀ.... 0,87734 go14t _: 4197335 089 
sina.. 9,91749 93782 Dre OS 24107 SOON PT 1 239 
r = 1 23901 9:12: . 8,11922 63817 FIREUE @e).à LAN ART SM 
P..,.8,36452 83535 R.... 4,97338 168 

p —= 1315 91059 | | 

P — 2314 870931. 


180 


Tr = 18579 6 p.... 8,10291 15077 

P...4. 8,38084 32275 
‘op — 1267 39359 
P — 2403 49502. 


Piidrs, po Coms 
c. . ... 994988 08840 7  cosa . . 9,85538 30804 
sin #. . 0,89354 {3700 9 R.. | — 28628 
0,84342 52541 6 A... 0,85538 02266 
sin a. . 984342 22293 Læe sr  8,24187 73676 
r, = 30248 6 p.... 8,09725 75942 
| P....8,38649 gi4ro 

p —= 1251 00082 

P — 2434 98977. 


rtang” a. 


ha 


2 
r tang a. 


à D at: 


r lang” a. 


He. 


...9:90463 954 


4,25667 205 


Â,16111 159 
— 181 
— 145 


416110 833 


. 9,92866 919 
. 4,74129 660 


,66996 59 
551 
468. 


. 4,66997 598 


. 0,99247 580 
. . 4,89530 98x 


4,84778 561 
786 
704 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 
GA à 48: 
e. «+ 9,94988 08840 7: cosa. . 9,87201 90599 
sin&. . 9:87449 61424 2 R..... + 14491 
9:82433 70264 9 A... . 9,87202 05090 
sina. ..9,82433 88323 æ. . : . 8,24187 73676 
Or ir 18058 1. p. : . . 8,11389 78766 
P. .... 8,36985 68586 
p = 12099 86388 NT 
PE 03/00 
e = 49, à = fox 
c. . . . 994988 08840 7  cosa . . 9,86658 62915 
sinw. . 9,98104 55153 7  R.. — 4677: 
9:83092 63094 4 A... . 9,86658 16144 
sina. . 9,83092 08876 æ... .1. 8,24187 73676 
at 55118 4 p.... 8,10845 80820 
Pi, 106,8 7520 97502 
p = 1283 68652 
PP, 28972-08091. 
D'EÆt6o,,. = 50% 
c. . . . 9,94988 08840 7 cosa. , 9,86104 11838 
sinw. . 9,88740 60554 9 ln: — 70437 
9,83728 69399 6 A. . . . 9,86103 Axbor 
sina.. 0,83727 00816 a... 8,24187, 73676 


. 4,84780 051 


+ 9,97607 828 


4,48o70 528 
4,45678 356 


302. 


à 286 . 
4,45678 944 


CHAPITRE XHI. 18 


He CAN ext our Fan: D 
C. . . . 9,94988 08840 7  cosa . . 9,84963 23386  tang’ a. . 9,99941 045 
sinæ.. 9,89946 66546 1  R.... + — 99600 r:....4, 499882 62 930 
9:84934 75386 8 A... . 9,84062 23786 4,99823 975 
sma.: 9,84933 75656 HF 8,24187 7_ 73676 10 LFESPSURS 997 
r-== 99730 8 _ pp... 8,09r/ 09149 97 9746 FRanp'a Pur 1096 
EX. HV 18550220 Bo R . :... 4,99825 968 


—:1234 52459 
pe 2467 48766. 
814. Passé ce terme, l’angle auxiliaire a deviendrait plus grand que 45°, 
et alors la correcuon R serait plus grande que r; c’est pourquoi il convient 
de calculer À par la seconde formule. On observera en mème temps que 
les différences quatrièmes d'4P commencent à devenir assez grandes pour 
qu'il soit convenable d’y avoir égard dans le calcul de dE, et surtout dans 
celui de JF. Mais pour cela, il faut que la série des auxiliaires P soit 
avancée d’un terme de plus que la quantité E ou F qu’on veut détermi- 
ner par la différence dE ou AF. 
Au reste, pour rendre aussi simple qu'il est possible le calcul de fa 


différence JF, on voit par la formule JF = P + Z JMPo— 27 JMpoo, 


5769 
qu'il faut prendre, au lieu de d'P°, la différence seconde corrigée... 
d''P° — 27 JMP®%; et alors en appelant cette différence d'P°c, on aura 


JF — PH d'Pec; il en est de même de d'E. On fera he atten- 
tion au signe que d#P® doit prendre par rapport à d'P°. Les différences 
qui vont en augmentant, sont toujours supposées positives , les autres sont 
négatives. Ainsi, dans la Table construite pour Ia fonction F, les d''P 
allant en augmentant ,zles JP sont positifs par rapport aux d"P; mais 
les JP allant en diminuant (au moins jusqu’à un certain terme), les d'{P 
sont négatives, ce qui rendra d'P° — 27 JP plus grand que J"P°. 


ns DR Le 1 
® — Does D == 539 Z 


tang 8. . 0,29283 41192 2 D... . 9,65704 67648 5 sin*a. . 9,76101 047 
cos # . . 9,77438 75973 2 cosa.. . 9,81328 29020, r.... 3,70081 078 


0,06722 17165 4 9:84376 38628 5 7’... . 3,55182 025 
tang a. . 0,06722 23333 Hioros — 3563 Foi his — 62 
LES Gen 6 CA NAME TG bon Ten ET" 90 
æ... « 8,24187 73676 KR... . 3,55181 999 

P = 1217 98201 p.... 8,08564 08741 

P — 2507 00098 P.,.., 8,39811 38671. 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


162 
P—= SF, © = 54%. 
tang0.. 0,29283 41192 2 D... , 9,65%04 67648 5 sin°a. . 9,75206 594 
cosæ . . 9,70395 40365 5 cos a . . 9,81923 32689 x . 5,06238 002 
0,05678 81557 7 983781 34959 5 7°. . 4,81444 596 
tanga.. 0,05679 97004  R e: — 65229 71, — 1 154 
r = — 1 15446 3 A... . 9,83780 69730 ARE F 652 
a . 8,24187.73676  R. . 4,81444 094 
p —= 1201 39091 P:...8,07908 43406 
P— 2535155900 P....8,40407 03946. 


La série des auxiliaires étant ainsi avancée d’un terme de plus, on peut 
maintenant calculer la différence J'E ou d'£ qui sert à ajouter un nouveau 
terme à la colonne des fonctions. 

Ainsi, 1°. pour avoir le JF qui répond à ® = 52°, j’observe que rela- 
tivement à la différence J''P° = 101543, on a dMP® = — 244, ce qui 
donne la différence corrigée d"P°c — 101543 + 7. 244 — 101560, et 
ensuite dE = P + Æ d'Poc = 2467 52998, valeur qui, en supprimant 
la dernière décimale, se réduit à 2467 5300, ce qui donne pour 53°, 
F = 1,04896 1980. ; 

2°. Dans la Table des fonctions E, on a pour @—=52°, d'p° — 6635 
et d'p°= +75, ce qui donne Ap°c = — 6640, dE = p +2 d'poec 
— 1234 52182, qui se réduit à 1234 5218. 


Demi 55e | 
tang 0. 0,29283 41192 2  b...... 9:65704 67648 5  sin°a.... 9,74248 8ot 
cos w.. 0,75312 80269 séca... 0,17469 96547 rl nee à 5,26680 818. 

0,04896 21461 2 R...... ur ë o216064, PAS MAT 3 ,00929 619 
tang a. 0,04094 36616 IN, 9,83175 66361 rene. ie + 1 848 
Es ou Be M ne 5,24187 73676 À PPT UT CNENe __ — 1 022 
; Pb 8,07363 40037 Rance 5,00930 445 
p —= 1184 76988 His on 8,41012 07315 
Pi 2678 ITL04#: | 

Dis O0 ENS ON 
tangh. 0,29283 41192 2  b...... 9:05704 67648 5  sin° a.... 9,73231 828 
cosw.. 9,74188 94971 2 ‘séc a... 0,16857 67900 DETTE 5,09041 185 

RU NOT ER ARE à LR T DE — / PP al UT 
0,03472 36163 4 nt du La Rose. | 4,82273 013 

tanga. 0,03473 59307 ACTE 9,92561 69063 FE CIS — r'o3l 
Dh 1 23143, 6 PAU SAPERE 8,24187 73676 Un à + 665 
Dietia Le 8,06749 42739 NAN RE 4,82272 447 

p = 1168 13833 Acte: 8,41626 04613 , | 


P = 2607 71702. 


tang 


— 
— 
——— 
— 


O£, 


COS ©, . 


tang 


r 


(en 


— 
ae 


. 9,70046 88745 5 séca .. 014967 44212 
Do mn eee 6206 € 
… 999831 55801 A; 4. 9,80671 49174 
1 58633 *-:47.18;2487 73676 - 
p :.::. 8,04859 22850 
1118 38745 P . 8,43016 24502 
2723 71994. 
pr—266°, o = Go 3. 


16, 20203 Arr 2 but. 


CHAPITRE XHIE. 


g 0. d'18283 1 d Le vd Sd ue 
. 9,73021 65240 


0,65704 61648 5 


- 0,16234 31620 


0,02305 06432 2 TL he 
() es 51858 BMP EVE 981939 28002 
DAS à LEE 8,24187 73676 
PAU: 8,06127 01678 
1191 51651 Perte 8,42248 45674 
2645 35860. 1 
D 24589, © = 58°4. 


0,29283 41192 2 bb... 


971008 91017 Q  séc a 

0,01091 92210 1 Fe 

0,01090 71351 A1. 

1 14859 bi does 

P:. 

1134 92554 pou 

2684 03001. 

à à ® = 59° 


0,209283 41192 2 bd. 


c : 9:69233 88236 séc & . 
Dé 9,985 17 20428 8 “Eat 7 
. 9,98517 42672 AJ 
— 13243 2 : 
P 
1101 92523 P. 


2764 41006. 


; 9,80027 47606 


. 9,65704 67648 5 
. 0,15603 73479 


58372 4 


A > 9; 81309 00000 
« 8,24187 73676 
.. 8,05406 73676 
. 8,42878 73676 


© = 59° 2, 


2 


. 6,68704 6648 5 


. 9,65704 67648 5 
. 0,14322 80353 


6395 6 


. 8,24187 73676 


. 8 | B,04515 21282 
. 8,44160 26070 


CRE, 


0... 


183 


: 0,72140 405 


Â:78698 738 738 
4, 4,45839 143 143 
+ 546 

— 287 


4,45839 402 


+ + 9:70974 077 
…. B,06016 54x 


. 4,76991 178 


. . 0:69728 232 


S ,09989 OT 
4,79718 143 
— 1 209 
+ _G27 
4,79717 911 


- 9,68389 126 


À; 12199 294 
g$ 3,80588 420 420 
132 


ET 


“a 
HE, ,80588 352 


a — 
ae 
mn 


tang 0. 


cos ©. 


tang a. 


tang 6. 0,209283 41192 2 


Ï 


cos ©. . 


— 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


0,29283 41102 2 
. 9,67866 29015 4 
9:97149 70207 6 
“ 997147 07792 
2 62455 6 


1085 56285 
2806 07816. 


0,29283 41192 2 
. 9,:66440 55998 2 
999723 97190 2 
999723 11109 
86081 2 


1069 32527 
2048 68813. 


0.209293 41192 2 
+ 9:604982 74374 o 
9,94236 15566 2 
9:94235 07702 

1 07864 2 


1053 23850 
2002 1979r. 


903398 43502 G 


992681 84604 8 
992680 49635 


1 35059 8 


1037 32962 
2036 55376. 


ta — 1° 


b....9,65704 67648 5 
séc a. . 0,13671 85770 
LE A me LU 
A... 9,79377 70042 
Ce . 8,24187 73676 
p::...8,03565 {9718 
P.... 8,44809 9763 
DE 62°: :0 202% 
b... .. 9,65704 67648 5 
sec. a : . 0,13018 18192 
38816 1 
Aurspets «19370723 24616 6 
æ, . . « . 0,24187 73676 
p... . . 8,02910 98292 6 
P.. ,.. 8,45464 49059 4 
pi 03%, 0 = 6222 
b..... 9,65704 67648 5 
séc. a... 0,12359 79131 
ROUX 46815 5 
A.....0,78064 93595 
a... . 8,24187 73676 
pr. + + . 8,02252 67271 
P..... 8,46122 80081 
p— 04, © — 64 ;. 
b.. . . . 0,65704 67648 5 
séc a . . 0,11698 70215 
56256 1 
A. ... 9,77403 94119 6 
a .... 8,24187 73676 
P'::.. 8,01591 67795 6 
P. . : . 8,46783 79556 4 


sin gt. ce 


MLD QUE" p're 
sArUR ge » 7e 


Fu oise © 


sHO%a: 24 


966950 440 
5,41205 585 


965409 859 
4,93490 831 
4,58900 69o 


+ 861 
— 388 


R 4,58901 163 


. 9,03700 571 


5,03287 732 
4,67038 303 


+ 1 079 
æ * 468 


 4,6038 914 


. 9,61963 588 
5,13052 610 


— 563 


CHAPITRE XIIL. 


Pit ORS, mo 6h. 
tang 0. 0,29283 41192 2  b..... . 9:65704 67648 5 
COS &.. 9,01772 69586 8  séca....0,11036 91646 
9:91056 10779 Rios: — 10344 5 
tanga: 9,91056 36740 Aéder 9,:76741 48950. 
fn 25061 T2 dRAbR 8,24187 73676. 
0. ent 8,00929 22626 
p —= 1021 62677 PTIT 8,47446 24726 
P — 2981 68989. 
Ph =Bmh06 sw: w==- 66° =: 
tang 8. 0,20283 41192 2 b...... 0,65704 65648 5 
cos .. 9,60069 96819 9  séca... 0,10373 12683 
| 989353 38012 L Re ; - Pet EL 12833 8 
tang a. 9:6935 89350 fog31 du : 9,76078 93165 3 
a x 97081 t DO res. 8,24187 73676 * 
Hal. « 8,00266 66841 3 
p = 1006 15916 AE + 8,48108 80510 3 
PS "0027521101 
Den G, ae AS 
tang 8. 0,29283 411922 . 8....... 9,65704 67648 5 
cos æ.. 9,28283 96605 8 ‘séca... 0,09712 86688 
; 0,87567 37798 Rte - 20492 
tang a. 9,87566 80978 Adls. :0,79417 74828 5 
Es B6Boo Ar. 8,24187 73676. 
ROSE | 7:99605 48504 5 
p —= 990 95709 P...... 8,487569 98847 5 
P = 3073 97164. 
pan O8, à © = O8 
tang 0:.0,29283 At192 2 à b....1. 9,65704 67648 5 
cos &.. 9,56407 54326"  séc a... 0,09055 06734 
9,85690 05518 3 Ra. MAT = 18816 4 
tanga. 9,85691 50702 Apsts, ‘! _0,74799 55566 
7 ses 55183 7 CARE -8,24187 1070 
| HA 14 Poire. : 7,98947 29242 
p = 976 05193 P...... 8,49428 18110 
P = 3120 91407. 
T'AE 


185 


. 9,60038 902 


41432 14: 
4joi4mi 04 


142 
044 


— 260 


+ 103 
4,01470 887 


. 9,570954 5665 


5,47287 5o2 
5,05242 067 
“Fr 2,971 


"1 120 


5,05243 gro 


... 9,55707 886 


4,75450 123 


4 ,31158 009 
+ 568 


— 205 
4,31158 372 


+ 9,53272 879 


4,74181 082 


” 


186 


P.=—= 69 © —= 6° +. 
tang 0. 0,29283 {1192 2  b.:..... 9,65704 6648 5 
cosæ.. 9,54432 52953 9 séc a... 0,08400 62848 
0,83715 94146 I RACE EL + 80537 6 
tanga. 9,83713 43116 ARSONE 9,74106 11034 
Ale: 2 Bioda Ni dOeet 8,24187 78676. 
DER 98293 84710 
p = 961 47605 PH. 8,50081 62642 
P — 3168 22681. 
® = 70°, = 70 3 
tang 0. 0,29283. 41192 2 db... . 0,65704 65648 5 
cosw. . 0,b2349 52565 565 4 sd. . 0,07704 84976 . 
9,81632 04757 6 DATE 1.1 rm 33088 Se 
tanga.. 9,81633. 64960 A. . 9,73459 31242 
Rey ST Di203 4 EN + 8,24187 78676 
Pre: 797647 ofo18 
-p —= 947 26282 P:. . 8,50728 42434 
P — 3215 76455. 
D. =: jrs © = qu à 
tang8.. 0,209283 41192 2 D... . 9,65704 65648 5 
cos &. . 9,90147 64453 6 séca . - 0,07115 92270 
9,79431 05645 8 À - a ab 
tanga. 9,79428 88193 A... . 9,72821 20681 6 
À D 174528 “+”: 8,24187 78676 
P:-::7,97008 94357 6 
p— 933 446ôx P....8,51366 52994 4 
_P— 3263 36236. 
P—= 72, © = 72° ;. 
tang0. 0,29283 41192 2 bb... . 9,65704. 67648 5 
cos +. 9,47814 18041 1 séc a .. 0,06489 06520 
_9,77097 59233 3 ce ME 
-tanga. 9,77096 66130 À, . .. 9,72193 98219 . 
r'=— 03103 3 æ', de 8,24187 13676 
Fe p....7,0038r 71895 
P — 920 06220 P....8,51993. 76457: 
P:= 3310 83506. | 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


sina.... 9,50625 6o5 
CE SE 5,39972 580 
EOVUE 4V 4,90598 185 
rOEISO RE + 2 5ro 
"HS TIENER — 805 
Hu eA | 4,90599 8go 


sin® a. . 0,47757 600 


PR AT 4,85249 463 
HU OM SBdon 063 
TRAD — 712 
r + 214 
RE, . 4,33006 565 


sin a . . 9,44625 918 


rss 5,33736 5oo 
0 4832 418 
res + 2 199 
D bee MERE — 608 
R....4,78363 985 
sin? a. . . 9,41215 192 
r..... 4,968096 507 
TR STE 699 
je TA RS + o3r 
r' FRET E TOR _—" 241 
LAS TER ARRETE 4,38112 389 


. 0,29283 41192 2 bb... 


045334 18046 2 


9,74617 5 59238 4 


taie e 974618 15017 


+ 0,20203 41192 2 D... 


9,42689 88240 2 


9:71973 29432 4 


tang a. 9,71970 84478 


x tn 
Re mes 


Fier 
É = 


tang 8. 


COS «. 


2 44954 4 


894 73328 
3404 56120. 


0,29283 41192 2 
. 9,39899 96421 3 
9,69143 37613 5 


tanga. 0,69143 40542 


Tr — 


p 
p 


tang0 . 
cos w. 


a 
—— 
——_—. 
_—- 


882 86168 
3450 34137. 


0,29283 41192 2 
+ 936818 52534 1 


-9,66101 93726 3 


tang a . 9,660g; 66098 77812 


——— 


P 
2 


= 
— 
es 
nd 


He 15914 3 3 


871 56775 


3495 05152. 


2028 5 


CHAPITRE XII. 


® = 


séca . , 0,02875 42277 Morse EÉs 4,74652 989 
R. Tr 19224 6, . 4312138 444 
À. ., . 9,71979 96701 Has à . — 558 
“. MBA IB7 73076 : HT + 132 
Pis .9/05707 10377 L'AUTEUR 4,12138 o18 
P....8,52607 76975 
P=7#, © = 7; 
+ 9,65704 65648 5 sin’. . . 9,33388 855 
séc a . , 0,05276 41736  r. . 5,38908 524 
R. 25 loi + 52843 6 y $ 4,72207 379 
À .... 9,70981 62228 MX DU 2 450 
æ....:8,24187 73676 F2 — 528 
P : . 7:95169 35904 R. . « 4,72299 301 
P . «+ 8,53206 11448 
Dri=.4h"s @'es mb°@. 
b..,.. 9,65704 67648 5 .sin° a . . 9,28893 092 
sécaæ, . ; 0,04606 85938 RE. Te 3,46664 523 
Bec à RE 569 $ Gé 2,79557 615 
A-. 970401 53017 RUE HE — 29 
œ ..8,24187 73676 . r + 6 
P: on . 26603  R....2,75557 592 
P. + 8,53786 20659 
p = 76, © = 76%. 
b....9,65704 67648 5 sin°a. . . 9,23923 248 
séca . . 0,04137 15398 Pos ce 5,49956 928 
eur e 2 UE” ..… 4,73880 176 
Ans 60500842 371882 5 «RE 4 + 3 159 
#. 2618770006 Lerérerte Su 548 
Dé. ARMOR 0 5 CR. 0% 4,73882 787 
P.. : ..8;54345 35623 5 


73°; 


(9) 


. 9,65704 67648 5 


=. 0 À 


187 


sin’ a. ; . 9,37485 455 


24e 


188 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 


pt 7, D = 77 3. 


tang 0.. 0,29283 41192 2 bb... . 9,65704 67648 5 sin° a. . . 9,18425 189 
cos w. . 9,33533 67506 1 séca. . 0,03601 86194 ELITE 5,42008 502 
9,62817 08698 FR mb bus ! MoaPR } AFanfus à 4,60433 Go 
tang a. 9,62814 45620 A... . 9,69306 94055 RO, OL + 2 631 
La s 63078 3 & Fe + 8,24187 73676 ‘ nel - © — {oz 
P:... 793494 67731 eve, 4,60435 920 
p —= 860 88824 P. ... 8,54880 79621 | 
P — 3538 40844. | 
 ® 2 HORS © = 70° +. 
tang6.. 0,20283 41192 2 b .... 9,65704 67648 5 sin°a : . 9,12310 999 
coso .. 9,29965 53093 1 séca. . . 0,03093 35881 . r . . . . 4,02719 870 
959248 94285 À ROSE MT 141915, HER CT 3,15030 Sa r* 
tang a. 9,59248 83639 A . ..... 9,68798 04943 rm... + 106 
r — 10646 3 #: AN 8,24187 12070 14 hrs ee on "S 14 
| P::.. 7,92985 78619 R . 3,15030 917 
p —= 850 85952 P....8,55389 68733 
P = 3560 11414. 


P—= 79, © — 59° 2. : 
tang 0.. 0,29283 41192 2 D... . 9,65704 65648 5 sin°a. . . 9,05468 158 


cos &. . 9,26063 30434 { séca . . 0,02614 05192 pla, LE 5,15062 874 
| 9, 959346 71626 6 R.. SE “100487 Q bent A,20531 032 
tang «. 9,55348 13085 A.... 9,08318 56797 PE MNTES — 1 415 
————“s t | 
cn EE 1 14584 “+: 8,24187 73676 SAS AINRS =, 160 
P: ... 7:92606 30473 HSE AS 20020 NS 
RP =" 94101790 P. ... 8,55669 16879 
P — 3619 85928. tre 


tang 0... 0,29283 41192 2 8. . . . 9,65704 67648 5 sin’ a . . 8,97749 842 
COS & .. 9,21700 92289 4 séca . . 0,02166 38944 r. . . + . 5,48066 737 
O5Brof4 33481 6 R'éprr C+ 2080 8 Pere Tr PES 5e 
tanga . 9,61041 31022 A....9,67871 35313 FM AS + 3 025 
2 3 02459 6 æ. ... 8,24187 73676  r° .…... — 287 
; P::::7,9205g 08989  R..... 4,45819 317 
p — 832 80623 P.... 8,56316 38363 à 


P — 3657 32737. 


CHAPITRE XIE. | 189 
REINE ON ER ON À. 


tang 6. 0,29283 41192 2 D... ! 9,65704 67548 5 sin°a TA 8,89002 032 


cos & .. 0,16970 20867 7 séc a. . 0,01754 70254 PANNE OU 92 17 M 207 
0,46253 62059 9 R.... SE 16284 5 HS IR AS ART O0: 209 
tang a. 9,46255 71844 A... 0,67459 21618 PT O EN — 2 098 
Pine 2 09784 I D El NUS 8,24187 73676 r As 5 1: + 163 
P+..1 791646 95294 Ris 6 20m GNT 

p 825 02960 P.... 8,56728 52058 


P — 3692 19990. 


ss an 1 
A "650 ‘Qi Es Gus, 


tang 0.. 0 ,29283 4192 2 D...) 9,65704 67648 5 sin°a. . . 8,78991 o15 


cos #.. 9,11069 76687 2 séc a. . 0,01380 36847 FA UT NE 5,43091 ogo 
0,40853 17879 4 R.:.. — 16671 on à : 4,22042 105 
tanga. 9,40855 87598 ATEN Jr071001/ 07084 à re LE — 2 697 
r=— 2697186 *:-:: 8,24187 73676 FA + 166 
; P:::: 791272 61660 5 R. .... 4,22039 574 

p — 817 94887 P.".-.. 8,57102 85791 5 | | 

P = 3724 16213. 
DIN 651 le "OT. 
tanp é.. 020249 411022 0. Li «Ne 9,65704 61648 5 sin’a. .. 8,67238 127 
cos &. . 9,09385 87563 7 séc a . . 0,01046 05407 POS AU -5,62014 049 
934669 28755 9 KR. ? EP tOGTAE PRANE . 4,209253 076 
tang a. 9,34665 11743 A .... 9,66750 92669 7 7. .... + 4 190 
RE 4 17012 9 AU Na 0r21107 73676 FORT AE LA à M comp 196 
P+::.7:90938 66345 7 R.... 4,29257 050 
811 68334 POP 6685574360 81006 3 | 


P mr» 
P — 3752 90958. 
| p— 84, © — 8/°:. 


tang#. 0,29283 41192 2 D... . 9,65704 65648 5 sin‘ a . . 8,53367 039 


cos &. . 8,98157 28719 4 séc a . . 0,00755 o1040 FRERE 5,33630 680 
9,27440 69907 6 R .... sr 7413 0 TARN 3,86997 719 
tanga. 9,27438 52984 AI La 00400 er, à AA. LP + 2 169 
r— 2 16023 6 æ.... 8,24187 73676 RAS DES PTE 74 
LH p +... 790047 49777 5 R .... 3,86999 814 

806 25975 P....8,97727 097974 5 | 


P Ts 
P — 3778 15488. 


190 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES , 
Vote 8 0 et 08 à 


tang 0. 6,29283 41195 2 D... . 0,65704 67648 5 sin’ a . . 8,36466 552 


cos &.. 8,89464 32984 o séc a . . 0,00508 74168 rois 4 5,75770 895 
9,18747. 74176 2 Rise à RE. hs ouh 12237.440 
tanga. 9,18742 01764 Aichue 2209300213 55073 :  mées 4% + 5724 
RMS ITA FAR S a  RC RS 8,24187 73676 Tu — 153 
P..... 790401 28749 R°.,, d4,an24a019t 
801 70193 P ....8,57974 18603 


P — 
P — 3799 63483. ! 
| D'— 86° 1 = 86 à 


tang 6.. 0,20283 41192 2 db... 0,65704 67648 5 sin°a. . . 8,15095 084 


cos w.. 8,78067 52787 7 séca..0,00309 60397 : 7... .. 5,82323 752. 
Giby8o gäg7g g) Mr rt TEE AR Py mure 3,97419 736 
tanga. 9,07807 59617 A... .9,66014 18623 7 r..,.. — 6 656 
PTE 668688 x de re 87 10800) Dprtnrimmenenint 
fe Pre 7500201 92299 7 R . . .. 3,07413 174 
p = 798 03002 P.... 8,58173 55052 3 
P— 3817 11720. 


Dit Ag" S æ —= 87° =. 


tang 0.. 0,209283 41192 2 D... . 9,65704 67648 5 sin* a. ; . 7,86161 300 
cos w. : 8:63067 95616 1 séca . . 0,00158 47146 runs Hô 6,08802 238 
À 25: 30608 & Ds me us PORN ENT Re 3,04063 538 
tang a. 8,93239 12129 A.... 9,65863 23702 lisis CHA 12047 
7 = 12124670 3 CC Qi 8,2%187 736716 er press 0 00 
P::+.7,:90060 97398  R.:.... 3,94975 606. 

p= 799 26110 P....8,58324 {99174 


P — 3830 40766 
DIS LOS o==,88°8: 


tang 0. 0,20283 {1192 2 D... . 0,65704 67648 5 sin° a . . 7,42056 002 


cosw.. 8,41791 90193 9 séc a . . 0,00057 26469 T1. .19,009792 .778 

B,g1075 81346 4,0 7 PRomo Qt A 78108 
tanga. 8,71085 26586 A.... 9,65761 91497 HAE AS. — 9 992. 

r—=— 9 95239 9 n:)Ée B,24187 73676 rt rep Es 26 
Pot 000400193810: R:,:.414 3,41838 854 | 


— : 703. 40780: : 1 1 P:.,.,.,4838/20)821q9 
— 35839 35454. à: 


CHAPITRE XII. 


gt 
Q = 09° » w'—= 89° : 
tang 6. 0,29283 41192 2 D... . 0,65704 67648 5 sin’ a . . 6,46665 64 
cos w.. 794084 18596 8 séc a . . 0,00006 36026 MAUR 6,45332 491 
8 8,23367 59780 CHENE P'ANPELS DES 1e NET 2 ,91998 165 
tang a . 8 ,23339 19746 Ai: . 9,656711 04606 8 7, ., . . + 28 400 
AU ETES Hoezas, #11: ., .10,24107 73676 LÉ Par pr M 
p - - - . 7,809898 78182 8 R .... 2,92026 557 
P—= 79 47910 P.... 8,58476 69169 2 


P =— 3843 85420. 


815. Ici se ÉR le calcul des auxiliaires p et P ; car pour ® = 90°, 
on aurait © —= 00° +, et les auxiliaires seraient les mêmes que pour ... 
© — 89° +, ou pour ® — 89°. De même pour ® = 91°. les auxiliaires 
seront les mêmes que pour ® = 88° ; de sorte qu’à 90°, la différence dp 
où J'P est la même au signe près que pour 88° ; on a donc toutes les 
données nécessaires pour terminer les deux séries des fonctions E et F, et 
compléter le tableau ci-joint, qui contient le résultat de tous les calculs 
précédens. 


[= 
a - 
où 


© O0si L M Oo 


Det Pet ef bd 
ER ON = © 


mi ei lei Jet 
QI OO Or 


CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPYIQUES, 


.-00000 0000 
.-01745 2509 
.03490 0955 
.05234 0568 
_0.06976 8166 
‘o.08717 17 8584 
QU 7942 
.12193 2001 
.13926 6735 
.15656 RES 


.17383 1197 
.19105 2703 
‘20822 8246 
.22535 3744 


CEE S140. 


“0.256943 8405 
me 0539 


Lise 4579 
.31008 9580 
.32683 0658 
.34349 UE 
.36007 5642 

.37057 1988 
39297 9173 


- 40929 3607 
ETS | 16118043 


O 
0. 


Oo. 
0. 
O. 
O0. 
8 }°2 


0. 


O0. 


0. 
0. 
0. 


0. 


47355 1800 
48934 9023 


50503 2553. 
52059 9124 
53604 5538 
59136 8671 
56656 6656 5475 


0.558163 2 2001 
59656 8302 
61136 8638 
62603 1278 
_0.64055 5 3604: 


_0.65/93 3 3005 


.66916 7330 
.68325 3995 
.69719 0882 
THEN 5899 
-724 600 7071 


dE. 


1745 2589 


1744 8369 
1743 9930 


1942 07278. eve 


1741 0418 
1738 0858 
1736 4109 

1733 168% 


1730 10 
_1726 32 3308 


1722 1722 1506 + 


1717 0543 
1712 5408 


1907 1306 : 
_1701 3265 3905 — 


16057184 
1658 5036 


1081 oo + 


1674 1078 
1666 66 3203 
1658 1601 1691 


1649 6316 + 
1640 7215 — 


1631 4434 
1621 8026 


1601. 4542 
1500 7582 
1579 7223 

1568 3530 


he 6571 — + 1950 67038 


1544 644 
1932 3133 


| 1519 6804 


1506 7506 
1493 5321 
1480 0336 
1466 2640 
110 2326 


1437 9491 


1423 4235 Éb 
1408 GBGE 


1393 6887 
1378 Dai7 
1363 1172 


1347 5479 


1749 21649 
1749 27649. 


1744 85440 
1744 01059 
1742 74532 
1741 05926 


1738 05324 | 


1736 42832 
1733 48574 


1730 12697 
6 35308 


1922 16796 
1717 67132 
1712 5666; 
1707 15635 
_1701 54512 


1695 12094 


1688 52002 |. 
1681 51679 | 


1674 12388 
1666 34520 


1658 18484 


1649 64717 
1640 Ra 


1631 45862 


1621 81747 


1611 81808 
1601 46864 
1090 77234 
1579 78620 
15608 36665 


1544 65439 
1532 32598 
1919 69274 
1506 70269 
1493 54379 
1400 04/92 
1466 27404 
1402 24313 
1487 99919 


Le AR 


1423 43320 
1/08 67564 


1303 69741 


1378 50969 | 


1303 12409 


ss RS 


TB 53767 


8 91038 


9 27927 
9 64105 


9 99849 


41052 


4o8o1 


46567 
40291 


39999 


30074 | : 


39337 


10 36034 06 | 6 


10 69630 
11 03614 
11 36955 


11 69027 


12 01599 
12 32841 
12 63324 
12 93019 
13 21880 


NE ais 


998 
ÿ 23,81 
14. 20304 
14 52599 
14 75756 
14 07023 
15 93 152 


1) 38600, 


15 57018 
15 74255 


20691 
28805 


Rue 
27III 


_26183 


25213 
2420 
23157 


22067 


20929 

18418 
san 
19902 


858 


sara 4 


925 
979 


1008 


1048 


_1090 
Cr 
1181 
1230 
1281 
1335 
1388 


. 35480 


OROLO CO TO OSONONS 


37317 
.39163 
.Â1020 
. 42887 
.44765 


.b2401 
.54343 521 

.56300 4507 
.58272 5525 
.60260 5213 
.62265 0166 
.64286 5138 

.66326 3047 
.68384 1983 
.70462 o212 
.72559 6179 
.74678 0515 
.76818 1040 
.78980 5565 
.81166 2898 
.83376 0843 


000000000010 000100000(00000100000 CAÉHOEOHO 


.00000 


.01745 


03491 2 


.05237 
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É. ASE Pi dp. dp. 


POUNETS 
mmœm—— || 


15 74255 | 15902 | 1388 Gr 


45 | 0.795460 mont | 13479 5475 1347 55471 | 
| 46 073608 D546 DCE 8045 1334 81216 | 15 90157 | 14514 | 1449 59 || 
il 47 | o.75140 o6o1 | 1315 9045 + | 1315 91059 | 16 04671 | 13065 | 1508 65 || 
1 48 | 0.706455 9646 | 1299 8584 1209 06388 | 16 17736 | 11557 | 1573 65 || 
1 49 | 0.777905 82 30 1293 6817 1283 68652 | 16 29293 0984 | 1638 51H22 
0 | 0.709039 2047 | 1267 3894 1267 39359 | 16 39277 | 8346 | i7ro 73 || 
9 É930Ù Bo4r 1450 dns + bi Suis | 16 47623 | 6635 | 1783 76 || 
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| 0.827092 4132 | 1217 9800 1217 98201 | 16 5or1o | 29093 | 1941 84 || 
| o.84010 3032 | 1201 3807 1201 39091 | 16 62103 |+10)2 | 2025 87 || 
0.85211 702 1184 7694 + | 1184 76988 16 63155 |— 073 | 2112 | 0 
0.863006 À503 1 1387 1168 73833 | 16 62182 3085 | 5204 ot 
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1.142177 8383 | Bot 7388 Bor 70183 | 
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816. On voit par le dernier résultat que la fonction complète F' n’est | 
en erreur que d’une unité du dernier chiffre , et cette erreur se corrigera 
immédiatement en prenant 5843 6667 pour le d'F qui répond à 89°, 
correction indiquée par la valeur 3843 6666 +. 

A l'égard de la fonction complète E', on voit que le dernier chiffre est 
trop petit de deux unités ; on a déjà vu qu’à 45° le dernier chiffre de la 
fonction est trop grand d une unité. Ces deux légères erreurs se corrige- 
ront fort simplement en retranchant du dernier ehine des fonctions E 
une unité de 31° à 51°, les laissant comme elles sont de 52° à 58, 
ajoutant une unité de 59° à 62° et deux de 63° à 90°. 

Les fonctions E et F étant ainsi corrigées, la Table particuhère pour le 
module sin 63° se trouvera construite telle qu’elle est insérée dans la 
Table IX. 

817. Il est bon de prévenir ceux qui voudraient exécuter de semblables 
calculs, que lorsque quelqu’erreur se glisse dans le calcul des auxiliaires 
P, on la reconnaît facilement par les irrégularités que présente alors la 
colonne des différences quatrièmes d'P, ou même l’une des colonnes pré- 
cédentes, si l’erreur est considérable. | 

En effet si, au lieu de la véritable valeur P — m», on a trouvé .... 
P = m+e, l'erreur + e affecte la différence d'P et les différences pré- 
cédentes du même ordre ou de la même colonne, de manière qu'en re- 
montant de d'P à J'P°es, les nombres de la re qui devraient être 
JMm, dm, dm; J'me | d'm°°*, seront respectivement dm + e,: 
dm — 4e, Mm®° + 6e, dMm°® — 4e, d'm° He. Dans la colonne 
des différences cinquièmes , les erreurs dues à la même cause seraient en 
remontant — e, be, — joe, + 106, — be, He; et ainsi dans 
les autres colonnes, antérieures ou postérieures, suivant les coefliciens 
des puissances du binome. Lorsqu'on rencontrera donc des inégalités 
semblables qui supposeront e d’une ou de plusieurs unités, il faudra re- 
chercher quelle doit être la valeur de e pour rétablir la marche ordi- 
naire des différences, et à compter de quel terme il faut appliquer , en re- 
montant dans la colonne, les corrections — e, + 4e, —6e,He,—e. 
Ce terme sera celui où la valeur de P est fautive et auquel il faut appli- 
quer la correction — e. Cette pratique , avec laquelle on se familiarisera 
aisément , est utile ou même indispensable pour construire avec suc- 
cès une Table quelconque de quantités dont les différences successives 
sont décroissantes et finissent par être négligeables. 
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CHAPITRE XIV. 


Des précautions prises pour assurer l'exactitude des résultats 


dans le calcul de la Table IX. 


818. Lx faut maintenant faire voir quelles précautions ont été prises pour 
assurer , autant qu'il est possible, l'exactitude des résultats à mesure que 
l'angle du module devient plus grand et se rapproche de-go°. 

Tant que cet angle 8 ne surpasse pas 80°, le calcul des fonctions F 
peut se faire par la formule 


JE=P+ Fe (ar 27 gs); 


mais les derniers termes de. chaque table particulière, ceux qui répondent 
à des amplitudes voisines de 90°, ont besoin d’une correction très petite 
et facile à FER Gette correction est due au terme suivant de la 


série, lequel est +7 a ( D) d'P°*, et la somme de tous les termes sem- 


blables est Lu EL 0) ( d'5P° — const.), où la constante est une des va- 


_ leurs Les de JP°° assez petite pour être négligée, 

Il suit de là qu'après avoir formé la série des valeurs de la fonction F, 
par exemple, depuis ® = 70° jusqu’à @ = 90°, il faut ajouter pour id 
nière correction, à chaque valeur de F', la quantité correspondante 

945 2637 
La différence d'P® est sur la même ligne que d'{P® qui est entrée dans 
le calcul de JF, d’où l’on déduit F'= F + JF; ainsi cette correction 
se trouve très simplement en ajoutant une colonne des différences cin- 
quièmes de l’auxiliaire, vers les derniers termes de la Table et seulement 
a compter du point où la différence cinquième commence à approcher 
de 2637 unités décimales du dixième ordre. 


à rs à 
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Il est remarquable que pour le dernier terme de la Table F (90°) ou 
F', la quantité JP®, et par conséquent la correction qui en dépend, est 
nulle. Car en faisant ® — 89°, 
les valeurs successives... .......,,.,......, 87°, 85°, 89°, 90°, 91°, 92°; 
répondent terme à terme aux auxiliaires... P°, P°, P, P’, AE Q le 
or, ona en général .. J'P® = P#— 5P" + 10P/— 10P + 5 P° — P?R; 
et en particulier, lorsque @ = 89°, on a P'=P, P'= pe, P—P®; 
donc d'P® = o. ps | 

819. Ce que nous venons de dire du calcul des fonctions F s'applique 
au calcul des fonctions E, d’autant mieux que la correction due aux cm- 
quièmes différences de l’auxihaire, n’est pas sensible pour les fonctions E, 
tant que Ê ne surpassé pas 80°. En eflet, les différences de l’auxiliaire sofit 
beaucoup plus petites, vers la fin de la table (la seule sujette à difficulté), 
pour les fonctions £ que pour les fonctions F ; et tandis que la méthode 
générale ne peut guère s'appliquer saus modification , autre que la cor- 
rection dont nous avons parlé, que jusqu'à 8 80°, pour le calcul des 
fonctions F; cette même méthode pourrait s'appliquer , avec une sembla- 
ble correction, jusqu'à 8:° ou 88° pour le calcul des fonctions E. 

Passé le terme 8 = 80°, mous avons fait le calcul des derniers termes 
de chaque table particulière, en faisant varier l’amplitade d’un demi- 
degré seulement, et le nombre de ces termes a été augmenté progressi- 
vement, à mesure que Ô est devenu plus grand; de sorte :que pour 
6 — 88°, on a commencé depuis @ — 60°. Cet expédient réussit comple- 
tement et dans toute létendue de la Table, pour le calculdes fonctions 
E ; mais il devient encore insuflisant pour le calcul des dernières valeurs 
de la fonction F; savoir, de celles dont l’amplitude approche beaucoup 
de 90°. Il ne reste pour celles-ci d’autre ressource que de les calculer di- 
rectement par les formules générales d’approximation ; c’est ce qu’on a 
fait pour = 86°, 87° et 88°, depuis ® = 85°, jusqu’à ® — 89°. Il n'y 
a eu aucun nouveau calcul à faire pour les angles du module 80° et 90°, 
puisque les résultats sont déjà connus par la Table du n° 751, pour le 
premier de ces angles, et par les Tables IIL'et 1V pour le dernier. Ainsi, 
à l'exception du petit nombre de termes qu’il a fallu calculer directement 
pour la fonction F'sedlement, tous les résultats contenus dans la Table IX 
ont été déduits de la méthode des ordonnées moyennes, dont l’usage ne . 
saurait être trop recommandé dans les calculs de quadrature qui «exigent 
un grand degré de précision: | | 
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820. Ayant expliqué comment les difficultés de calcul ont été vaincues 
dans la construction de la seconde partie de la Table, pour les angles 
du module plus grands que 45°, et surtout pour ceux qui approchent de 
90°, il ne nous reste que peu de choses à dire sur le calcul de la pre- 
mière partie de la Table, depuis 8 = 0°, jusqu’à 8 — 45°. Dans celle-ci, 
l'application de la méthode générale s’est faite sans aucune modification , 
dans toute l’étendue de chaque table particulière, même pour les valeurs 
de l’amplitude @, très rapprochées de 90°. On est d’ailleurs parvenu à 
abréger notablement les calculs pour les petites valeurs de 8, en déter- 
minant l’auxiliawe de chaque fonction par une série très convergente. Pour 
cet cflet, soit sin° 4 sin° © = r, l’auxiliaire pour la fonction F sera 


à 1 ART TE NE NO 
P=a(ri—7r) re me A AP AA etc. 
à . e F . ? 
Le premier terme de celle suite & = == = 0,01745 329252 ; si l’on dé- 


signe les termes suivans par (1), (2), (3), elc., en sorte qu’on ait 


Pa a+ (i)+(e) + (5) +), 


ces termes se déduiront facilement les uns des autres, et on aura en même 
temps l’auxiliaire pour la fonction E, savoir : 


| 

pat} æe-()riG)ri(0 (0); 
or, sans passer le terme (4), on obtiendra, par ces suites, dix décimales 
exactes, pour toutes les valeurs de ®, si 8 n’est que de quelques degrés , 
et pour un nombre plus ou moins grand de valeurs de ®, lorsque 4 sera 
plus grand. 

821. Ces calculs étant faits constamment avec dix décimales, le résultat 
des 45 premières opérauons, qui donne les fonctions E et F pour l’am- 
plitude ® = 45°, s’est toujours trouvé d’accord avec la Table VIII, soit 
exactement, soit à la différence d’un très petit nombre d’unités décimales 
du 10° ordre, nombre qui est allé rarement jusqu’à 4 et qui n’a pas le 
plus souvent passé 2. (On ne parle pas ici des ‘grandes erreurs qui sont 
presque inévitables dans de si longs calculs, et que lon découvre immé- 
diatement par la comparaison avec la Table VIIL). Pour faire disparaître 
cette différence, voici le moyen qu’on a employé : supposons qu'il y ait 
trois unités décimales du 10° ordre à ajouter à la fonction trouvée par le 
calcul, pour la faire coïncider avec le résultat de la Table VIT; il faudra 
examiner la dernière série des différences ( c’est ordinairement la qua- 


- 
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trième ), et noter les endroits où elles sont le plus irrégulières. On choi- 
sira trois de ces endroits, et on verra quelles sont les différences cor- 
respondantes du 1° ordre qui, étant augmentées chacune d’une unité, 
rendraient plus uniforme la dernière série des différences. Un peu d’exer- 
cice suffit pour apercevoir d’un coup-d’œil celles des différences premières 
qui satisfont le mieux à cette condition. Corrigeant donc la série des fonc- 
tions, d’après celle des différences premières, on aura une nouvelle série 
de 45 nombres dont les différences marcheront d’une manière plus régu- 
lière, et dont le. dernier terme s’accordera entièrement avec le résultat 
exact contenu dans la Table VIII. La même marche et le même mode de 
correction ont été également employés dans le calcul de la seconde par- 
tie de la Table, depuis 9 = 45° jusqu’à ® — go°. | 

822. L'expérience nous ayant ainsi dirigé dans le calcul des différentes 
Tables particulières qui ont servi à composer la Table IX, nous avons 
pensé que tous les résultats devaient être exacts, à une ou deux unités 
près du dernier chiffre décimal. C’est pourquoi nous avons conservé dix 
décimales dans toute l'étendue de la première partie de la Table IX, de- 
puis Ô = o, jusqu’à 0— 45°. On aurait pu conserver la dixième HUE A 
bien loin encore au-delà de cette limite ; mais les calculs de la seconde 
partie étaient déjà faits, dans le dessein d'obtenir neuf décimales exactes 
seulement , et d’ailleurs les grandes variations qu’éprouvent les fonctions 
E et F, lorsque l'amplitude et langle du module s’'approchent tous les 
deux de 90°, ne permettent pas de Réel l’exactitude de la dixième 
décimale dans leur détermination, à moins de calculer les auxiliaires avec 
une ou deux décimales de plus, ce qui aurait augmenté considérablement 
la longueur et la difficulté du travail, 
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CHAPITRE XV. 


Interpolation de la Table IX. 


Îs ne nous reste plus qu’à faire voir, par quelques exemples, comment 
doit être faite l’interpolation de la Table IX. 

823. Exemple I. Soit proposé de trouver la fonction F(o, 8) dont 
amplitude g—54° 45" et l’angle du module 0= 60° 15”. 

Nous regarderons, en général, F comme une fonction de deux quantités 
désignée par A (@ , 8). Cette fonction est censée connue pour des valeurs 
particulières des variables, telles que = x, Â—6,et il s’agit de trou- 
ver la valeur de la fonction pour des variables peu différentes = & + x, 
ô—6+7y. On a pour cet effet la formule suivante où A désigne 


d (x, 6); 


| +5 A , x.x—1 A m.ï—1.x—2 A 


| À , x d'A |, x.x—1 y AA 
+r +. JT Re ep otr CC. 


1 TS UNE 1100 


yyæt VA | x yiy—r A 
Ex 115 BYE TU Son TE UE 
se to 1 De 

D PRÉ EN PT LE 

Dans cette formule les différences successives relatives à l'amplitude ®, 
4 7 PR d'A d'A d'A tel di 

sont désignées par D? 30? dp? etc., en prenant pour umite la difiérence 
constante d'@ qui, dans le cas de la Table IX, est égale à 1° ou A Demême 


; vr . l | re , C) 
les différences. relatives à l’angle du module 8, sont désignées par F ; 
d'A JA , c | | Al 

Sw> gg» etc.; on voit en même temps ce que doivent signifier les no- 
AA A A tc 

dd? Dig? Mop? 

4 sg 3 6 26 


tations 
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824. Dans l’exemple proposé, nous aurons a = 54°, x=i, 6— 60°, 
Y= 3; 1 faut donc prendre dans la Table IX la fonction F dont l’am- 
plitude est 54° et l’angle du module 60°, et les autres termes nécessaires 
pour former les différences qui entrent dans la formule. Voici ces termes : 


Q. Bet ie Gi BAT (RUE | 63°. 


54° | 1.06018 2909 1.060346 3234 r.06672 8358 1 .06997 2417 
55 | 1.08479 4540 | 1.08833 0959 | 1.09183 4359 
56 | 1.109791 2368 | 1.113550 1120 | 
57 | 1.13494 4421 | 


Par les différences prises dans. la première ligne verticale, on trouve 


d'A d'A SA | 
Jo LE 246 L 1435, dg° 600 6593, vd p* += 7432. 


Par les différences prises dans la première ligne horizontale, on à 
A d'A A | 


36 —= 328 0329; EYE = ] 9209, "RS — — 5860. 


Par les différences: prises dans la seconde ligne verticale, on.a 


d'A d2A J°A SA 
% Tue — 2485 7725, + F5 — 32 2456, 
donc ù | L: | 
d?A | d3A 
F3 — 24 6290 > je =! 5843. 


Enfin, par les différences prises dans: la seconde ligne horizontale, on trouve 
MEL | | 
Cela posé; si l’on:se borne aux différences du premier ordre, on aura 
PAR PE À 1, OA | | j | 
F= A ji °F + ET — 1.070946 10635. Ajoutant les termes du 


| 04 Teran ts 8 ÉRA TER je 
second ordre , SAVOIT : —5 Te 16° Vip 3 ge — 1 88017, on 


—= 1986. 


aura F=,:,07948 04522; enfin, ajoutant encore les terines du troi- 


 « < s 5 d3A 3 OA Le d'A NA d 
SI ne d LV: é ITR € res 2m PA à 7 A ane PATe SD DEEE 24 La une Ÿ) y: 
LARG ONDES, SAVOIE à RDS TT To Jo 128 "Jo Trot ou JAI 


on, aura plus exactement, F = 1,07947 08841 : 


Pour calculer semblablement la fonction E , on prendra dans la Table IX 
les résultats suivans : 
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®. 6o®. Gi°. 62°. 63°. 


es PE, PE 


Re 
er 


54° |, 0.846040 8389 084425 0773 | 0.84216 8257 | o.8/4010. 3932 
55 | 0.85878 5614 | 0.85652 5377 | 0.85430 1687 
56 | 0.87101 0552 | 0.86862 3064 | | 


57 | 0.885308 3548 | 
d’où l’on tire les différences RARES 5 


d'A d’A SA } 
run 1257 7225, DAS EE 1 2287, M re 145 
JA 9e NE + FPS PP 

NH —— 213 7616, x — 3 5100, JF — 3091 
PA NA NA 


F0 — rE 12 2621, Ne — Lite 4630, Sp == 1447 
Substituant ces valeurs dans la formule générale, on aura 


par les termes du premier ordre. ...,..... E = 0.85515 Goo38, 
par les termes du premier et du second ordre, E = 0.85514 48086, 
enfin par les termes des trois premiers ordres. E = 0.85514 5o8or. 


825. Pour vérifier ces résultats par la méthode des modules ‘croissans, on 
commencera par former l'échelle des modules qui convient à l’angle 
8 — 60° 15’: elle est la même, aux notations près, que celle qui convient au 
complément 20°45", et on la trouvera comme il suit: 


Ce... 905861 91884 8  6.... 9.609567 12043 9 
c'... 9:09891 64980 4  b'.... 8.84849 62248 o 
c'... 9-90999 96621 o  Ë".... 7.009601 52844 4 
K.., 0.035014 84858 5  d"... 3.58997 09154 6. 


Faisant ensuite 9 = 54°15", on trouvera par les formules connues t 
g — 49° 57 7° 556664 
PT 49-002) 2,9 5950504 
gU= 140 52. 2, 261216. 


L1 


Le dernier terme ®/ pouvant être pris pour la hmite ®, on aura 45° 1D— 
60°26/ 1.130608; H = log tang (45° + 5D)= 0.435737 14021, et cal- 


culant Fo d’après l'équation Fp= KMH,, :on aura 
log F® = 0.03321 45573 5, F@ — 1.07947 98920. 


26, 
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Enfin, pour calculer E:ona l'équation Lo —L'F Fr sin ?; dans Ja- 
quelle L'=+b (14 b'H:bb"),P=P"!. 2c sin Q' —esin CNE =: à 


log P'=— 2 logr" = 2 log: (c” vos a!) — 0 .00000 ‘162663: Ilen Me 
les valeurs suivantes : | SA 


P', 20% sin @ — 1.426b6 07198 Fe | rs ba ee 1É030 6 
csin@ - .0.70900 72300 5: Posimgc 0:71795. 24097 9 


On voit donc que la valeur de F trouvée” par ‘Pinterpolatiôn ‘de: la 
Table IX , n’est en erreur ques d'environ, unerunité. décimale du, huitième 
ordre, et que celle de Eg,n’est.en, erreur que. de: trois unités décimales du 
neuvième ordre. Le résultat de linterpolation serait un peu plus exact 
encore, si on avait égard aux termes du quatrièn ê ordre ; mais un si petit 
avantage ne vaut guère la peiné qu'on prendrait pour ju EE etil paraît 
convenable de s’en tenir, comme nous l'avons fait, aux-termes sn, troisième 
ordre, ou même à ceux du second, Sion, se contente de six, ou sept décimales 
qu’il ne Aude que s Six pe de la Table pour. faire Les les diffé- 
rences jusqu'au second ordre inclusivement. | k 


Exemple: "D vu 


826. Supposons qu’on a Q— 54412" mu et Èe Re 0 


g = 52032! 48"95776, il s’agit de rouver. la valeur. correspondante de. 
fonction F. 

11 faudra prendre dans la Table la fonction F AOL émplitude est 52. et 
l’hgle du module 54° ; cette fonction que nous appelons À doit être jointe 
aux autres termes de la Table qui servent : à trouver les différences s successives 
de À, comme on°le'voithciss 99 Hofo97109e81 40 à AR € 


= 


D. 54° pre FR 62 PE 56° Gr | 57 j 


xs 


ER SEE GR er | 


52° 0.99474 1606 | 0.909758 5559 | r:00043 7770 1.003209 4449. 
53 | 1.01750 1833 1.02054 9415 | 1.025360 8238 | LP res 
54 | 1.04047 7478 | 1.043734 0340 | | | 
55 | 1.063567 2482 | 


LOIS 
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Par le moyen de ces termes on trouvera comme ci-dessus les différences suc- 
cessives de la fonction À, savoir : 


JA d°A NA 
ÿ 2276 0157; PENSE ARE 5008, 3 — 5851, 
JA “A OA 
FH = 284 3863, TE — 8348 , FE = — 3880, 
d'A | SA OA 


On a d’ailleurs dans cet exemple x = 0.546932711, y —0.07; substi- 
tuant toutes ces valeurs dans la formule générale, on aura 


Par les seules différences du premier ordre,  F — 1.007538 60298 


Corrcction due aux différences du deuxièmeordre, — 1 91734 


L eu F = 1.007356 98564. 


Correction due aux différences du troisième ordre, — 19 


Donc par les trois ordres de différences, F = 1.007356 08545. 


-827. cas la valeur de ® a été prise de manière que F@—:F", ce 
résultat peut être vérifié par la Table des fonctions complètes d’où l’on déduit 
F'=—2,01473 97308, et par conséquent F9 — 1.007536 98654; ainsi on 
voit que la valeur trouvée pour F par l’interpolation, est en erreur d’une 
unité décimale du huitième ordre, erreur assez légère sans doute; mais ce qui 
est remarquable, c’est que la correction due aux troisièmes différences n’a fait 
que rendre un peu plus défectueux le résultat des secondes différences. Pour 
CS cette espèce de paradoxe, on a eu recours aux différences quatrièmes 
qu’on a obtenues en ajoutant un terme de plus aux lignes des données tirées 
de la table; on a trouvé ainsi : 


NA __ d'A MA MA 
Je — — 182, Re 499» on — Lane 0; 98 — A IE —= — 220, 


ce qui donne ds 165 pour la correction ie aux quatrièmes PT et 
pour la valeur corrigée F = 1 .00736 08710. De cette manière l’erreur n’est 
plus que de 5 ou 6 unités décimales du neuvième rang; c’est tout le degré 
d’exactitude qu’on peut. obtenir d’une Table dans laquelle les nombres ne 
peuvent être tout-à-fait exempts d’erreur dans le dernier chiffre décimal. 
Au reste, si la correction + 165 qu’on a tirée dans cet exemple des 
quatrièmes différences, est plus grande que la correction — 19: due aux 
troisièmes différences, contre la loi générale, cette anomalie est due à 
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d'A 
ce que la différence première sn parvient presque à son MANU ; dans 


une des données tirées de la Table; cette circonstance rend les Bi BéshtRe 
secondes irrégulières et plus petites dans. un, centain: intervalle que les 
différences troisièmes. Mais 1l demeure toujours, constant, que jamais on 
n’aura besoin des différences quatres , qui. Compliqueraïent beaucoup 
les calculs d’interpolation , et que même il est assez inutile dans la plu- 
part des cas de tenir compte des différences troisièmes, ainsi que nous 
l'avons déjà dit. 

828. Soit proposé maintenant de trouver re ta même exemple la va- 
leur de la fonction Eo : on prendra dans la Table IX ‘les données né- 
cessaires pour former les différences Mods au troisième ordre: comme il 
suit : ÿ1 


———__—— nee À voeu es, | ns 
RICE 


52°| 0.835315 6567 | 0.853111 4636 | 0.82908 8601 | 0.82708 1154 
53 | :0.84654 0479 | 0.844537 0823 | 0.842253 5571 4 

54 | 0.850979 8855 | 0.857541 b129 HUE 

55 | 0.872093 1842 


Il en résulte les: valeurs suivantes des. différences 
SA 


d'A mu PA oi de et cn F k 
AE 1538 3912, D IS 6568 ; FE 196} | s- 
d'A d'A SA | 
5 —— 204 1951, du Æ 1 5896, = — 2692 , 
d’A | JA 
D = — II 8725 : = Tr 4843 ; ET = 448. 
Substituant ces valeurs dans la formule générale, on a par les premières 
différences... ... MA eu etes PE LA pubs Da LE —0-0/7037 579rr" 
Correction des secondes différences....,....., + 1 04912 
| “ 0. 0.840534 42223 
Correction des troisièmes différénces. .......,. +176 


0.040934 42390. 


La vraie valeur se déduira de l'équation SEA —— LE ER Lie Dir ensalee 
0.41520 3586865; ‘or par la Table IL on a log E'= 0. 10204 2842082, 
Et= 1.26748 505705, donc Ep —0.84034 43119; ainsi l'erreur n’est 
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que de sept unités décimales du huitième ordre. Si on s’en était tenu aux 
différences. secondes, l'erreur n’eût. pas. été de neuf unités décimales du 
même ordre. | 

829. Nous ne dissimulerons pas qu'il y à des cas où l’interpolation 
de la Table IX ne donnerait pas des résultats aussi exacts que dans les 
exemples précédens ; ce sont ceux où l'amplitude et Pangle du module 
seraient tous deux plus près de ‘90° que dé 45°, car alors les différences des 
fancuons , surtout celles de la fonction F décroïssent si lentement, qu'il 
faudrait dans la formule, tenir compte des.termes du 4°" ordre et même 
de ceux du 5°", pour que lerreur ne se fit sentir:que vers la 7°" ou la 
8**° décimale. Mais ceb inconvénient estinbérent à la nature dés choses, 
et on pourra toujours l’éviter; soit par: les formules de bissection , soit 
par les formules des fonctions complémentaires , en ramenant la détermi- 
nation des fonctions E et F à celle de deux autres fonctions dont lam- 
plitude sera beaucoup plus petite. 

En général l'usage le plus ordinaire de la Table IX sera dé faire trouver 
la Rate des fonietions avec quatre ou cinq décimales seulement, et pour 
cela on n’aura besoin que des différences premières que l’on pourra tou- 
jours prendre à vue. C’est ce qui suflira dans beaucoup de questions par- 
ticulières. Supposons, par exemple, que pour le module ec = sin 75°, on 
veuille connaître la fonction Fo, dont l’amplitude est donnée par Péqua- 
tion tang 1 @ — +; on trouvera. d’après; celle équation ® = 74° 27 27/06 
= 74°.45977 ; ensuite comme Pangle du module se trouve exactement 
dans la Table, il n’y aura d'interpolation à faire qu'à l’égard.de l’amph- 
tude ;, on trouve donc par la seule première différence Fo = 1.84556,, 
et en tenant compte de la seconde différence. F9 —.1.845374. Je suppose 
maintenant qu’on a voulu calculer F@, pour savoir si F@ n’est pas com- 
mensurable avec la fonction complète F' — 2.768063; il faudra chercher 
PE les fractions continues le rapport de F® à [",. Ce rapport se trouve 
+ presqu’exactement ; car les + de F sont 1.845375, ainsi il est extré- 
mement probable que la valeur de @ qui satisfait à l’équation. tang + @ 


— V2, satisfait aussi exactement à l'équation F@ = 4 F', et c’est ce que 
les formules connues pour la trisection de la fonction Fi, confirment plei- 
nemént. Ce résultat aurait été également mis en évidence par la première 
valeur moins approchée 1. 84556, qui résulte des seules PReRAEre diffe- 
rences._- u = 
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AAA AAA AAA AAA AA AAA. 


ASIA AA A MAMA AAA SAR © 
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Des cas où l’on voudrait pousser l'approximation au-delà de 
quatorze décimales , dans le calcul des fonctions E et F. 


830. | pu nombre de quatorze décimales dans les logarithmes, ou celui 
de quatorze chiffres significatifs, dans les nombres, est la limite que nous 
n'avons pu passer jusqu’à présent dans le, calcul Ah fonctions E et F, 
parce que les Tables trigonométriques les plus étendues ne comportent 
pas un plus grand degré de précision. S'il devenait donc nécessaire dans 
quelques cas de pousser plus loin approximation, on pourrait toujours 
faire usage des formules générales qui sont susceptibles d’un degré d’exac- 
titude indéfimi ; mais il faudrait recourir à des moyens particuliers pour 
déterminer avec la précision nécessaire les élémens qui entrent dans ces 
formules. 

Soit proposé, par exemple, de calculer avec vingt décimales les loga- 
rithmes des fonctions complètes F'e, E'c, qui répondent äu module 
ce = sin 45°. Il faudra pour cet effet évaluer jusqu'à vingt décimales, les 
logarithmes des modules ec, 6°, °°, c°%, c°%, c°%%, et ceux de leurs 
complémens D, 6°, Db°°, b°%, b°%: ce nombre de termes suffit, quand 
même on voudrait pousser la précision jusqu'à vingt-huit décimales. 

831. D'abord puisque c = b = y/+, on a immédiatement 


lc = lb = 9.84948 5oo2: Le 40239 313; 


= — 195 
en second lieu on a © = —— NE à a 17 ainsi il faut calculer le lo- 


garithme de y/2 + 1 avec Et décimales au moins. Pour cela j’observe 
qu’en faisant (1 + 2} nr 0e Va On a p° — 2q° = (— 1), et 
p+qgvV2=p+vV(p" 1); d’un autre côté 


log [p+v(p°1)]=log2p+ 


m 1.3 


—— — CS 


: à BE oi 
F2 2,4" 4p 2.4.6 Gp 03 
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or en faisant 7 = 15, on a p — 275807 — 7.31*,41, qg — 195025, 
P— 2 = 0% 3-dono-15-log. (ry2) = log 2p ++ Ven — ; re 


Par la table connue qui donne ! Jusqu'à 25 décimales ou Es les logarith- 
mes des nombres de 1 à 1 100, on,trouye log, 2P; auquel il suffit d l’ajou- 
ter la correction FA facile : à pr ce qui Lobecs les résultats suivans : 
PTT ANT ... — 9.74163 52800 66518 87976 87 
M: Apres SU | 1427 ar ns 20. 


15 log (1 + V2). = D.74163 52800 6-046 OT) 07 
tt + y2). 0.38277 56853 357863 07831 938 
2 log (1 + y/2). 0.756555 13506 75526 15633 856 
“if PT Es 9-25444 86203 24273 84366 124. 
J ï 
Ensuite par la valeur b° — 2, es CZ , On trouvera 
log b° — 9.993091 18092 421 18 41569 76. 


852. Il faut maintenant calculer c°° et b°%, ce qui se fera par les for- 


bo. re di à ie AU QE 
mules b°° — —  ? = Er: ainsi tout se réduit à trouver ..... 
- à ) 6 4 À 
log (1 + 0°). Or une valeur approchée de 6° étant a — Te , on connait 


par les Tables le logarithme de a et celui de 1 + a joe ce qui per- 


099 

mettra de calculer log (1 + 0°) comme il suit : 
b° 9.099351 18092 42113 41569 78 1+a...... 0.290779 80218 120926 15600 789 
a. 9:99351 1819840386 08392 38 1)......... — 52 59553 61641 094 
r. *105 98272 66822 60 80165 53372 53059 695 

| | 2 Yes. à. + 3232 708 
; b°)— 0.29779 80:65 53372 57192 403 
LA Lan r 2 Rep dom ut 

MT MTS en 9.23444 86203 24273 84366 124 


LGHA)E LG +) —R. 8.c3665 06127 7og01 27143 721 


Le = 7.867330 12255 41802 54287 442 


24/51 0.209778 59002 85037 90306 264 36°. 7.597227 12208 77821 34766 068 
1+ 0... 0.29779 80165 53372 57192 403 5.14454 24597 55642 69532 136 
LL — 9.909098 78837 31665 33113 861 be. 999998 78837 31665 33113 86x 

. 5.14455 45760 23977 36418 275 


27 


M À 
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853. Ces prémiérs térmes étant connus, on pourra calculer les modules 
suivañs c°%, pooo, par les formules ordinaires p = (+ c*) ee ER de 


P = mp° — Empt, Le®=Ip—P, 1b%—=—}:P; voici ce calcul: 


mp®. ” 84507 15154 866 p....... 5.14455 45760 23977 36418 275 
+ mpt. 2'ACORL Sd ; _ — 84507 15152 400 
P — 84507 15152 400 Lo — 5.14455 4759 39450 21265 875 


L be — — 42253 53556 200. 


On obtient ensuite très facilement les modules c°°%, D°°%, comme il 


suit : 

1 c%,,... 484352 45802 75489 01744 5r1 Li 
son quarré. 9.68704 91605 50978 03489 022. 5 
LMD Te 42253 57556 200 | 

REP PSE 9-68704 91605 93251 61065 222 Vo 937409 832 
Pa AS | ‘— 103 mm... 0.603778 437 
Le, — 9.68704 91605 93231 61065 119 (*) P..… 9-01188 263 


I DRQRESS — ob. | "A 

834. On voit qu’en s’en tenant à vingt décimales , il n’est pas néces- 
saire de prolonger la série des modules au-delà de c°%%° et D°°; car log D°0°° 
n’est que d’une demi- unité décimale du vingt-unième ordre. Cependant 
le calcul étant amené à ce point, on peut sans peine avoir deux décima- 
les de plus, en prenant la valeur suivante de log c°°° : 


C4, . . 9.68704 91605 03231 61065 119 
2. : ... 0.380102 99956 6398r 19521 574 
38601 -91649 29250 41543 745 


.77203 85208 58500 83087 490 
deg nes! br” 


©il to ] 


15 004 


Love — 8.77205 83208 58500 83087 541. 


(*) Nous rappellerons.ici un-usage qui est commode àsuivre dans le calcul des frac- 
tions très petites. La caractéristique 9 placele premier chiffre d’un nombre au premier 
rang des décimales, la caractéristique o le place au onzième rang, la caractéristique 


9 au vingt-unième rang, et ainsi de suite. 
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D’après ces élémens, le calcul de K— / (5 ipoprretess et celui de.. 
Fo=-  K, dônnent les résultats ;suivans | | 4 5e 

log K = 0.07200 73453 81797 88434 038. NS 

3 7... . 0.100611 98770 30152 65913 793 

LE'c = 0.26812.72224 11910 54347 79L+, 


835. Maintenant pour avoir la valeur de tes Lies faut calculer 
‘le coeflicient L ni la formule 


L — Fe 2 Ps 1 2200 — : CCC — 5 CPC pc ne je 


Pour ,cela soit r = 4 c°°c° [ir fe = pee (145 c°%) ], on aura d’abord. . . 


b r: 4 
L DT Doa (1 —r); soit ensuite r' = > g299 ( I + CRIS PE 2 ce4/(x — 9000) 


EE OP (xx); on aura r — ? c*%(c°} (1 md HOMO diet re Le 
= log (+ c°) + 2 log c° + ml — + nr" ee ml mr ; voici le calcul de cette 
formule : | 


20%... 7.07227 12208 77821 34766 16 6, ,.. 4.843552 45802 72489 


“sta 8.46889 Li Ke sale | (BY! 1066 
r)4t 02090 670 RER SE 
ÉRIEUE à méviis 3030 med fu. 4. 84352 pee: pe 

made LE ».03778 43113 004 


sen NAT ne EP pe 


2 De GTA BRS ee 
STAGES ec 4-667 66743 32 
GER de 3.609123 UE 


D’après cette valeur de log r, il faut tés log (1 —r) par la suite — 717 
(x ir-betc.) dont cinq termes suffisent ; on obtiendra ainsi 


108 (a —r) = — 0.00004 77506 95768 98769 62 


. he vue svse. 0:86246 13836 83782 57099 75. 
log L — 9.86241 36329 88013 58330 313 
pat dc rh 0.26812 72224 11910 54347 79 
log Etc... — 0.135054 08553 09924 12677 92. 
27. 


L.2 
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… 836. Cette valeur de E'e peut être sh comme ci-dessus ce l'équation 


=<ir" (ir A dans laquelle À = RES en voici le calcul : 


KF'... 0.340135 43677 93608 42781 8297 a 1 La — 
À ..... 9.650986 56322 06331 B7218 191 17 
PEL 9:65986 54955 01017, 46005 485 LA = La—r, = 


r = ns 612 94685 80685 gel LOHAE L(1+a)—R 


Ra —raMre. 


Leterme br eticalculete plus facilement sans le secours des logar Stmes: par 


la valeur ——— Te nu et on aura a = tr ‘54040 35561 202 
Pautre partie ; 2 aMr”* calculée par losarithmes se | 931: 12 831 


R= 192:24039 42448 371 
L(: + a) = 10 16544 36478 76034 20298 974 
L(1 HA) = 0.163544 36286 51994 77850 203 
dd rt VE à 9 + pr 72267 47929 34826 437 
log L'e... — 0. -13054 03553 99924 12676, G2. 


Ces deux résultats ne différent entre eux que d’une unité décimale du. 20° 
ordre : le dernier semble devoir être le plus exact. 
837. Quant à la valeur de F'e, on peut.la vérifier aussi par les formules Ré 


KM, HT LE Lo. 68218 8r769 20920 Sid 6. Or, en Brsait = 


3 < 
SE 3 ES 08218 817625  H=a+x, X—0.00000 00006 70920 673736, 


et appliquant les formules L(a Lzx)= LatR, LR=— L— pere Vi Vernet 
on aura les résultats’ suivans : 


"9-83390 41879 03568 08145 556 XX... 0.826067 11744 23391 
+ 4 27121 36680 055 mm... 0.637378 43113 00537 


a 
R 

H... 9.853900 41883 30689 44825 Gi 1:48: 0.16609 58120 96432 
Mi PACA 56088 99463 21087 710 — | 0.603055 12978 20360 
K 0.07200 ASS EuTAT. 88434 038 td RE a 


LF'c=0.26812 -952 à a 11910 54347 36 TC BG1 «0 LA = 0.63055 12976 0680. 
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On\voit que cette valeurme diffère de celle qu’on a déja trouvée que de 
quatre unités décimales « da jipet-unièmé ordre, ce qui confirme pleine- 
ment tous ces calculs. 

858. Connaissant ainsi les fonctions complètes, si on se propose de dé- 
términer avec un pareil degré d’ exactitude les fonctions Ep, Fp, pour une 
amplitude donnée @, le RE présentera de plus grandes difficultés, 
parce que les Tables connues d# log: ‘sinus ne el pas. quatorze déci- 
males, au lieu que les logarithmes des nombres jusqu'à 1100, sont donnés 
avec un beaucoup plus grand ‘nombre de décimales par la Table de SAarp, 
et se trouvent dans plusieurs autres recueils, ce qui permet de suppléer aux 
limités des Tables, enemployant dés‘réductions et des artifices de calcul 
tels que ceux dont nous avons donné, des exemples. Voici, au reste, 
quelle serait la marche qu’on pourrait M si on SEEDPEMALE de sem- 
blables calculs. | 

Supposons qu’étant dénnée'là valeur de ®, on veuille déterminer, avec vingt 
décimalés éxactes , la fonction F@ où son logarithme , il faudra commencer 
par chercher, avec une/semblable précision, la valeur de tang @ ou celle 
deson logarithme, c’est. ce qu’on trouvera par les formules connues dans 
la théorie des fonctions angulaires. Ensuite il faudra procéder au calcul 
des angles croissans @°, @%, ®°%, etc., où à celui des angles décroissans 9’, 
g", gl’, ete, selon que le‘module sera plus petit ou plus grand que sin 45°. 

Dans le prenner cas, pour déterminer @° par le moyen de @, on ne doit 
plus employer l équation sucéincte tang (®°— @) — b tang @ qui suppose lPu- 
sage des tables de sinus, mais il cite déternuner ER qu la valeur 


numérique de tang @° par la formule 


(1+ 0) tang ? 


BOB PT tangt p° 


On aura soin cependant de noter la valeur approchée de @°, en degrés et 
minutes seulement, afin de ne pas confondre le véritable arc @° dont on a 
besoin , avec-les autres arcs qui peuvent avoir la même tangente ; on se rap- 
pellera pour cet effet, qu’en vertu de l'équation sin (29 — q°)=—c° sin g°, la 
valeur de 29 — 9° doit toujours être contenue entre les limites 8° et — 8, 
6° étant le plus petit arc qui a pour sinus c°. 


On connaît déjà / tang®, on connaît (1506) = TES , ainsi pour 


avoir / tang @°, il faut faire b tang® ® — A, et du logarithme connu de A 
déduire celui de 1 — A, ce qui se fait par les culs dont nous avons 
donné beaucoup d’ RMDIEs. 
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Il est visible maintenant qu’un semblable calcul servira à déduire g°° de @°, 
et ainsi de suite, On continuera donc le calcul des amplitudes croissantes 
g°, p°,.p°%, etc., jusqu'à la limite où un terme ne diffère plus sensiblement 
du double du précédent, cette limite aura lieu lorsque le à correspondant au 
dernier ® pourra être pris pour Punilé; dans l'exemple précédent, c'était 
bo, Aïnsi, lorsqu'on voudra avoir vingt décimales exactes et que c ne 
surpassera pas sin 45°, il ne faudra pas plonger la suite @°, @°°, etc., au- 
delà du quatrième terme 9°”, et pour deSmodules au-dessous de sin 26”, 
il suflirait d’alléer jusqu’à ®°°°. 


0000 


Connaissant tang ®°”° et sachant toujours d'avance, à très peu prés, 
combien l'arc g"* content de degrés et de minutes, il restera à trouxer 
l'arc lui-même qui répend à cette Langente, c’est ce qu’on trouvera par les 
formules qui ont servi à trouver tang @ par le moyen de @. 

L’angle °° étant connu et réduit en parties du rayon, on fera b— 10°", 
et on aura la fonction cherchée F9 = K®. L'application de la même formule, 
répétée quatre fois conséculives, suflira donc pour 6btenir vingt décimales 
exactes; on en obtiendrait le double avec un terme de plus, mais alors il fau- 
drait calculer aussi, avec quarante décimales, les logarithmes des modules et 
ceux des différentes tangentes, ce qui serait un travail presque insurmontable. 

839. La même méthode peut être suivie quand même l’angle du module 
s’éléverait jusqu'à 70 ou 75 degrés; mais, passé cette limite, il est DRAC 
de suivre la méthode des modules croissans. 

Ayant donc calculé les termes de l’échelle des modules d’où se déduisent 
les fonctions complètes L'c, F'c, on procédera au calcul des amplitudes dé- 
croissantes ®’, ®”, etc., de la manière suivante : 


Il faudra d’abord ürer la valeur de tang ®' de MURS NET AN 1 | «Per 


(1 (+ b°) tang 9 
[1 btang q ? 


cot Q'= —— A ® + ve EU: 
vi = 


tang @ — laquelle donne 


c’ 
; ! 
et commeona 1+b'— el vzA la valeur de tang 9’ pourra être mise 


sous cette forme 
Ve 2 tango. 
 ‘1+V(r + étang o) 
Mais, lorsque à sera très petit, on pourra substituer à cette formule la suile 
fort convergente, 


tang ® — 


CHAPITRE jrs | . 53 


AE 5 tang® 
Ltanso p=UVe Lange) — (ortanse— 3,1 0° tang rep dy Lt TE ® —etc.). 
On déduira semblablement tang @" de tang @', tang ®” de tang @”, etc.; 
d’ailleurs on voit que la suite ?’, 7e". p”", etc., va tonjours en A ba ts tr 
qu’à une limite qu’elle ne tarde pas à atteindre sensiblement. 


Appelant donc ® le dernier terme de la suite 9, ?’, ®”, etc., on aura en 
logarithmes hyperboliques F9=K log me (45°+ 2%), ou en logarithmes 
vulgaires 


Fo — KM log tang (45°+ 19)= KM log [(tang D + y/(1 + tang*®)] 


840. Pour avoir dans le même cas la valeur de la fonction E9, il faut recou- 
rir aux formules de l’art. 763 qui peuvent donner tel degré d’approximation 
qu’on voudra. Si on se borne à 20 décimales, le quarré de D" sera toujours 
négligeable, même en supposant l’angle du module peu au-dessus de 45°; on 


2 


pourra donc supposer €" 1 , etfaisant Paie 1, on aura FQ=— 
TT or: fr 


[11 


L'To Cry sin ®. Dans beaucoup de cas, on pourra faire CiE=s it. AIOLS ON 


2 
aurait simplement ès = 71. 1. Quaut aux valeurs de cos w/, cos &”, cos w"” 


ar lesquelles on a r=c'cose, r=—c'cos eo", r— cl! c0s w/", elles se 
P: >. 2 k 


calculeront sans connaître la valeur en degrés des ES & , par les formules 
tang w’ — D'tang Q’, lang w"—V"tang 9", tang © M = b'tang ®"; ainsi on 
aura tasse 

+ n c" 


, C 11 C 
PE ———__—_—_————— RCE REG TES CD D TSÉRE APE OMET he AE pu L'an NUS 
QG + b'2 tang’ ®') nl v( + b'2 tang” p ) 9 vG + b"2 tang°®"): 


841. Si on renonce au calcul par logarithmes qui devient très pénible, 
lorsqu'on leur donne plus de quatorze décimales, on POUEES néanmoins , 
par le calcul ordinaire, parvenir à tel degré d’exactitude qu’on voudra dans 
la détermination des foncuons F et E. Mais il y a un choix de formules à 
faire, pour parvenir, avec le moins de travail possible, à un degré d’ap- 
proximation déterminé. 

Sail est question d’abord de calculer les fonctions complètes F'e, E’c, 
‘on pourra recourir aux séries de Part. 48, lesquelles peuvent AsfiHèc un 
‘degré’ d’exactitude indéfini. Maïs ces séries ne sont bonnes à employer 
que lorsque le module ne surpasse pas sin 15°, ou lorsqu'il est plus grand 
que sin 75°; dans tous les autres cas, ces séries sont trop peu convergentes, 
et on parviendra plus facilement aux résultats cherchés par le calcul des 
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différens termes de l'échelle des modules. Ce calcul pourra toujours se faire 
par les opérations ordinaires de l’Arithmétique. 


841. En effet étant donnée la valeur numérique du module c, on en 
déduira d’abord son complément b = y/(1—c*); on aura ensuite les deux 


o Jo D b PASS 2h 
termes c°, b°, par les formules c° = HE? TE LS les deux termes 
00 00 — k ps: O0 mms 2 vb° 
, b®, par les formules c ru) CE EE LES 
a on sera parvenu à un € très petit, le suivant désigné par c°, €b 
son complément b*, se calculeront plus facilement par les suites con- 


vergentes 


, et ainsi de suite. 


ARE 


= + + 75s c$ + etc. 
Ar £ aHbi 15 c4 11:40: 19e 
Ar 7 GC TL DRETETe 20 DEEE 20.24 et lets), 


pus ï( +5 + 0 ct + QT ct ete.); 


la dernière résulte du développement de la formule, .,......... 


| P=N— = (1— ci 2 (1— er}, 


JL Fans prolonger le calcul des modules c°, c®, c’%, etc., jusqu’à un 
terme dont le quarré soit négligeable; soit ce terme «©, la série des 
complémens sera de même terminée à b®, ou plutôt à 2%—%, car dans ce 
Cas, on pourrai supposer 2 = r. 


Cela posé, la fonction complète F'c se calculera assez facilement par la 
formule _ | 


Fe E(1æ e) (no) (14 co)... (1 et): 


quant à la fonction complète E'c, elle ne paraît gi da être calcu- 
lée plus simplement que par la formule | 


D C c? c° c?c°c°° c?c°c°°c°90 
Etc = F'o(1 — HOT ÉTAIT SUITE ete.) c 


on obtiendra de cette manière tel degré d’exactitude qu’on voudra, par le 
calcul de deux séries composées du momdre nombre de termes possible. 
842. Supposons maintenant qu’on veuille déterminer les fonctions F9, 


Eg qui répondent à une amplitude donnée; il faudra d’abord déduire 
g° de @ au moyen de la formule 


CHAPITRE XVI. | 21) 
ot P°= 2 (col ® —tang @)+ 164 (cot ® + tang @), 


dont le calcul est assez facile, pourvu qu’on connaisse à la fois cot @ et 


tang: ; il faudraspar la même raison déduire tang @° de cot @, et on cal- 
culera semblablement langle @°° par la formule 


Got P® 4 (cot D° — tang p°) HE C0 (cot p° + tang °). 


On continuera: ainsi jusqu'à-ce qu’on parvienne-au terme @® de même 
rang que c", et dans chacun de ces calculs, on aura soin de noter, comme 
il à été dit art. 838, la valeur approchée de l'arc dont on a calculé la co- 
tangente. Connaissant donc le nombre total de degrés contenus dans le 
dernier terme PM, la valeur exacte de cet arc pourra être déduite de sa 
tangente connue avec toute la précision nécessaire, Réduisant ensuite cet 


à k Cm) 
arc en parties du rayon, et faisant D —=T., on aura Fo= Ko. 


Il reste à calculer E@, ce qu’on fera par Lx équation Ep —=LFe + Pc sin, 


dans laquelle on a 


L= x nb Frs 
0 (00. 
P == cos © + © n g— COS © COS &° cos ©°° = eLC. ; 
Dotleies les angles ©, °, w°°, etc., se déduisent des angles @ , @°,9°%°, etc. À 
par les pp Au © = btang®, tang w°=— b° tang Q°, tango” =— 


De tang ®°”, etc.; et comme on connaît tang ®, tang @°, etc., on aura 1m- 
médiatement 


C 
C COS © — VOLE Faso) c° cos ©° — VAE ang ç°) etc. 
Cette méthode, que nous employons ordinairement depuis ce = 0 jusqu’à 
sin 45°, peut être étendue beaucoup plus loin, jusqu’à € = sin 81°, parce 
que dans cette dernière limite les séries n’ont qu’un terme de plus que 
pour la limite c — sin 45°. Mais depuis c — sin 81°, jusqu’à c= 1, la 
seconde méthode mérite la préférence , à raison du moindre nombre de 


termes dont les séries sont composées, et le calcul devra être fait comme 
il suit. 


2 


843. On formera d’abord la série des modules croïssans e, €’, c, … et 
celle de leurs complémens b, b', b'.... par les mêmes formules que dans 
Part. 841 , ayant soin | seulement d'échanger entr’elles les lettres à et c; 


TrIE 28 
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ainsi que les signes ° ét ’. La suite D, d', b"... étant donc prolongée jus- 
qu’à un terme #® dont le quarré soit négligeable, relativement au degré 
d'approximation qu'on a en vue, on aura en logarithmes hyperboliques 


Fee = log ir ou en logarithmes vulgaires, Fe = —> log ne d’ail- 


leurs le coefficient K a pour valeur 
K=(1<+0) Gi +8") Gæ+ 07)... (1 + 80); 


on calculera en même temps la fonction E'c par les formules 


E'c = L’F'e + + 
D? b’ b'b" 4 bb" 
dé nt ei DRE {SR RETRT 2ASRER : 
L = (G+S+ 7 + G + etc. ) 
Dans cette méthode, il reste à calculer le logarithme de an avec le 
degré de précision requis. | 
Si ensuite il s’agit de calculer les fonctions Fo, Eo, qui répondent à 
une amplitude donnée , on suivra les formules ordinaires , lesquelles ne 
sont guère susceptibles d’être simplifiées, si ce n’est la formule principale 
qu’il convient de mettre sous la forme 


ot 9 LEE co +1 /EE co 6 + 0] 


2 


elle servira à déduire cot g' de cot 9; on dédüira de même cot @"” de tot &”, 
et ainsi de suite. 

844. En terminant ces recherches , nous croyons devoir faire observer 
que par la simple méthode de bissection qui n’exige que des extractions 
de racine quarrée, on peut calculer jusqu’à tel nombre de décimales qu'on 
voudra ; les fonctions F et E correspondantes à des valeurs dontiéés du 
module et de Pamplitude. | 

; si , EN . , 21 

Remarquons d’abord que pour la bissection des simples arcs de cercle, 

on a les formules 


amsi lé siius et le cosinus de l'arc £ ® se déduisent à 14 fois de la valeur 
donnée de:sin @: Partant donc d’un sinus éonhu tel que Sin 45°, sin 30°, 
ou en général sin #, on peut, par des bissections continuelles , parvenir 


CHAPITRE XVI. »19 


au sinus d’un arc très petit arc &, Qui sera sensiblement égal à Parc; et 
de cet arc où de ce sinus, on déduira la valeur de l’arc proposé 4 = 2", 
ñ étant le nombre des bissections. 

On procédera d’une manière semblable pour déterminer par dés bissec- 
tions continuelles, la fonction F& dont l’amplitude est donnée. Soit en 
sénéral F@ un terme quelconque de la bissection et Fo’ le terme suivant, 
en sorte qu'on ait Fo" = + F@, on déduira 9’ de @ par la formule 
sin __sin;® | 


VG+F:29) 

or on peut mettre W/(5 + + A) sous la forme 5: y(1 + c sin). 

+ + y/(1—csin@); amsi on aura en général, pour déduire ®’ de ®, la 
formule très simple 


sin @' = 


VG+sing)— (1 —sing) 

V'G—+csing) + V(i—csinmo)" 

Cette formule servira à continuer aussi loin qu’on voudra la suite des bis- 
sections ; lorsqu'on sera parvenu à une valeur très petite de sin ®, celle 
du terme suivant sin @’ se trouvera plus facilement Fe la formule 


sin g = sin} 6 (1 +75 c* sin° +5 G. ou A 


sin D cu 


ct sinf + Sr sin£ e + ete.) ; 
on aurait en même temps 


, a: Où 
sin +@—= Lsine(i +7 G sin” PH TE ; ae — sin: + 2 sn 'p+ete.); 


enfin si Pon fait les calculs par logarithmes , on préférera les formules sui- 
vantes dont la loi n’est pas moins simple, 


ct sint@ Ssin ‘@ 


*sin° s'as .5 
Lan tn NE Te. the Gr pee ge), 
3. 2 3.5.7 


sint sin* ? sin° g 
; etc. 
RU ONE AV URL ) 
upposons u’aprés un ae n de os Où parvienne à un arc 
PP Le ; P 
très petit æ qui sera la dernière des valeurs de @ ; alors en supposant seu- 
lement «7 négligeable, ou aura avec une exactitude suflisante 


sin? Re 


sin 19—7(; sin ç) + MS + ( +7 


2 


Fo = © + ot — {+ (4 — 96), 
? TPE & sn 
Lo — 0 —7% 0 + —(4—5c)o; »« 


connaissant Fæ, on en déduira immédiatement Fa = 2"Fœ, n élant le 
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nombre des bissections. Quant à la valeur de Ex, elle se déduira de toutes 
les équations de la forme Eo = 2E9' — c° sin* @ sin 9’, et on aura en gé- 
néral Ex = 2"Eo — c°Z, Z étant la somme des z termes sin° @ sin ®’ 
+ 2sin° ®' sin @" + 4 sin° @" sin ®"”’ + etc., formés avec toutes les valeurs 
de ® , en partant de la première « jusqu’à la dernière «. | 

Nous n’insisterons pas davantage sur cette méthode, parce que malgré 
sa simplicité apparente et l'élégance des formules, la longueur des calculs 
qu’elle exige, la rendrait presqu'impraticable, dans les cas où l’on vou- 
drait obtenir une très grande approximation. 


TABLE I, 


CONTENANT 


| LES LOGARITHMES DES FONCTIONS COMPLÈTES Fe, Ee, 


alculés pour tous les angles du module de dixième en dixième de degré, depuis 0° 
jusqu’à 90°, avec 14 décimales pour les 15 premiers et les 15 derniers degrés du qua- 
drant , et 12 décimales pour tous les autres angles de 15 à 75 degrés. 

) É 5 JERTES 


Jn y a joint les différences premières, secondes, troisièmes et quatrièmes de ces Loga- 
rithmes, terminés uniformément à 12 décimales. 


L’angle du module qui sert d’argument est désigné par 8. 


222 . TABLE TI. 


Log. F°. Difi. | 11 M 


bn 
ei 
a 


6. Log. E'. Difr. I. IL. 


.196 119 877 030.15] 330 734|661 470] 


ne, Ed 


0°0l0.196 119 877 030.15 330 734|661 468! 


o lo 
0.1|0.106 119 546 206.02 2 2021661 468| 3 | 0.106 120 207 764.42] 992 204|661 474|4 
0.2 Hire re 554 003 84 1 853 6701661 465| o ie 121 ! à 068.48 1 653 675|661 400| M] 
0.310.190 116 900 424.39] 2 315 1351661 465! 3 | 0.106 122 853 046.11] 2 315 158661 488] x 
0.410.106 114 585 288.093] 2 976 600|661 462] 3 | 0.196 125 168 803.61] 2 976 646/661 500! 
“0:5l0.106 111 608 680.19! 3 638 062|661 459| 3 | 0.106 128 145 .70al 3 638 1461661 514] 
0.6 “ 107 970 eue 4 299 521661 15e 4 DRE 131 783 5977 4 299 660|661 5302 
0.7|0.196 103 b71 106.64| 4 9bo 9771661. 452| 4 | 0.196 136 083 256.04] 4 br 1901601 550! 
0.8l0.196 098 710 129.83| 5 O22 429|661 448| 5 | 0.106 141 044 446.35! 5 622 740|001 570) 2 
0.910.106 093 087 700.84| 6 283 87/1661 443] 5 | 0.106 146 667 185.80] 6 284 310/061 594| a 
1.0/0.196 086 803 823.07| 6 045 320|661 438| 7 | 0.106 152 951 495.81] 6 945 904|001 G22| 2 
1.1/0.196 079 858 503.87] 7 606 7581661 a 4 See 199 He ER 30177 ie 626661 G49| à 
1.210.100 072 251 746.30] 8 268 18qg|66r 427 Q 0.196 167 504 925.74] 8 269 275|061 662] à 
1.310.196 003 983 656.62] 8 929 6101661 418] 6 | 0.196 175 774 101.10] 8 930 857|061 715] 8 
_1-410:196 055 053 941.25! 9 bon 034166 41» _9 [0.196 184 704 957.89] 9 592 5721661 752] 4 
1.510.106 045 462 907.0o7|10 252 446|661 403 0.106 194 207 530.11|10 254 3241661 792| 4 
1.6|0.196 035 210 261.30 10 913 do 66x 26 Ÿ te ei 5e] 854.35|10 916 110|661 832| 4 
1.710.106 024 206 G11.89|11 575 245|661 386| 8 | 0.196 215 467 969.65|11 577 948]661 876] 4 
1.8/0.196 o12 721 367.12/12 236 6311661 378| 12 | 0.106 227 045 917.60l12 239 824|061 924] 4! 
1.910.196 000 484 735.83|12 898 009|661 366|_ 8 | 0.196 239 285 742.35/12 go1 748 661 972] à 
2.0/0.199 987 586 727.42|13 559 375|661 358| 13 0.196 252 187 490.54/13 563 720 662 025| à 
2.1/0.195 974 027 351.73|14 220 733|661 345| 10 | 0.106 265 951 211.33]14 225 745|662 070] 
2.210.109 999 806 619.19|14 882 0781661 335| 12 | 0.106 279 976 956.47 14 897 024 662 135! 6: 
2.310.195 944 924 540.65|10 543 4131661 323| 13 | 0.196 294 804 780.17|19 549 959|662 19 6 
2.410.195 929 381 127.92/16 204 7361661 310| 13 | 0.196 310 414 739.20/16 212 1541662 2 6| ü 
2.610.199 913 176 391.74|16 866 046 661 297 13 |'o.196 326 626 892.86 16 874 410|662 321| 6! 
2.6|0.195 896 310 345.75 17 627 3431661 284| 19 0.196 343 5or 303.00|17 536 7311662 388 6: 
2.710.195 878 783 002.50|18 188 627661 260! 13 | 0.196 361 038 033.99/18 199 119|662 457] 
2.8|0.199 860 594 375.47118 849 800661 25b| 19 | 0.196 379 237 152.72/18 601 570 662 529] 7 
_2.9 0.199 841 744 478.05|19 511 1521661 241| 17 0.196 395 098 728.66 19 524 105|662 Go4 | 
3.010.199 822 233 326.69|20 172 303 661 224| 19 0.196 417 622 833.76|20 186 709 662 680| 8: 
3.110.199 802 060 934.20|20 833 617661 209 18 0.196 437 809 542.58/20 649 389 662 761| 8 
3.210.105 781 227 317.18/21 494 8261661 191 15 0.196 458 658 932.16/21 512 150|662 843| 8! 
3.3|0.1995 759 732 491.48/22 156 017|661 176! 19 | 0.106 480 171 082.15/22 174 993|062 926 à 
3.410.199 537 576 473.79|22 817 193|66r 157] 19 | 0.196 502 346 074.66/22 837 919/663 016| 8) 
3.510.195 714 759 281.23|23 478 350|661 130l 19 | 0.106 525 183 143123 5oo 935|663 103| 0) 
3.610.195 Cor 280 031./0|24 139 489|661 te 19 Et 548 684 mie 24 164 0381663 197| Q) 
3.710.199 667 141 442.60|24 800 609661 101| 19 | 0.196 572 848 067.25 24 827 2351663 202| 9) 
3.810.199 642 340 533.30/25 461 710661 082| 22 | 0.106 597 676 202.46/25 490 527 663 389| roi! 
3.9/0.195 616 879. 122.95|26 122 792|661 060! 19 | 0.106 623 166 729.25/26 153 916|663 489] 10!) 
Â.0 0,199 590 756 33r.28|26 703 852 661 o41 22 “0.196 649 320 645.08 26 817 405|663 592|101, 
4.110.195 563 972 478.62\27 444 8031661 o19| 22 | 0.196 676 138 049.96|27 480 9971663 Gb] rot} 
4.210.195 536 529 585.73/28 105 912|660 997| 23 | 0.196 703 619 046.b0|28 144 6931663 805|10t| 
4.3/0.195 508 421 674.06|28 766 909660 974] 23 | 0.106 731 763 739.84/28 808 498/663 914 11/ 
440.195 479 654 765.50|29 {27 8831660 051| 23 | 0.196 760 572 237.68|29 472 412/664 o29| 1 
4.5]0.195 450 226 882.48|30 088 8341660 928| 24 | 0.196 790 044 650.35/30 136 4411664, 142|16| 
4.6[0.195 420 138 048.15|30 749 762,660 904| 25 0.106 820 181 090.64/30 800 583 664 261 |12:| 
4.710.195 389 388 285.06/3r 410 666 660 879! 25 | 0.196 850-081 674.00/31 464 8441664 383|12t| 
4.8/0.199 357 977 61994132 o71 5451660 854| 26 | 0.196 882 446 518.46/32 129 2271664 503 120 
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.135 540 091 191/273 250 821|538 700 
.135 267 700 3701273 789 5711537 741| 
-134 993 910 799/274 327 3121536 722 
.134 719 283 487274 864 0541535 606 
.134 

13/4 


444 719 453, 275 399 729 534 664 
L 169 319 7241275 934 3931533 G22 
133 803 385 3311256 468 0151532 575 
133 616 917 316277 000 590|53r 519 


339 916 726/257 532 1001530 454 
062 


062 384 6171278 
784 322 054278 or 9461520 306 
120 262|527 216 


905 730 108,279 
226 Gog “pe 468,526 122 


132 


647 
666 788 “Re 6 6o9l5 
66 7 1280 698 609|523 908 
386 090 180 281 4 ; à 
104 867 672 281 
823 122 367282 
54o 855 400 282 


IE 


545 305|521 662 
266 967520 525 
787 492|519 382 


563 529 383|. 


222 5171522 788| 


590 595 019 


0.266 067 
0.266 408 


© ©0 0000 


.259. 788. 944 686|321 442 527 


.260 


.261 32: 
’ 406 078 6241326 414 277 
.261 
.262 
.262 
.262 
À 048 183 360331 442 402 
.263 
2e Étn1334 487. 078 
.264 045 550 54 7. 07 
ce 4e 037 624 335 506 691 


60,010. © © 6 :0:1-0 ©: 9:0.0 )0 0.0 ©. 


.266 750 
.267 092 
.267 436 503 4251344 792 11/1044 165251] 
.267 7ô1 385. 836 345 836 556 1046 710 2,5! 
.268 127 222 4121346 883, 2606/10/49 26/25} 


RER EE PE TERRE SIREN A RME RE 


Los. F1. Diff 1 


002 


561 
091 


110 
G22 
152 
7e 
318] a 20 
978 | 
706 Î 
515 


417 


6 077|309 730 


202 782 2381313 Goo 


979 12921] 
O81 262|21/)f 
983 406|21{/} 
985 566|21! 


259 468 489 897|320 454 780] « 


Li 


(| 


110: 387 213|322 432 492 
432 819 6651323 424 575 
76 244 240324 418 o11 
080 663 15113295 415 473 


260 
260 


261 

132 492 901|327 419 337 
069 908 2381328 418 665 
388 326 903|329 424 275 
717 7ô1 178[330 432 102 


2218 
1007 007/23 |& 
1010 220/28/ 
1012 547 23,1} 
1014 887 234} ; 
1017 242/281|R 
1019 613|231h 
1022 000|241|} 
1024 00/24 | 
10206 816|24: 


263 | 
379 625 5621332 454 949 
12 080 7111333 469 536 


8 456 0071341 675 008|1036 636/>A 
131 012|342 711 G41|103g 1312008 
842 6531343 750 7972/1041 G30|25:| 


| 


rh 


TABLE ÿ, 


231 


Los. F!. Diff. I. 4 T IT. 


a —_—_— commencant | mue | cogne fi À ne ns mm | commence À mms | 00 


6) Log. E' 
45° 0 0.130 54o 855 4oo|282 787 492|519 382 
45.1] 0.130 258 067 908|283 306 8741518 229 
45.2) 0.129 974 7961 034/283 825 103|517 069 
45.3| 0.129 090 935 931[284 342 1721515 900 
45.4| 0.129 406 593 7591284 858 0721014 723 
45.5| 0.129 121 735 687|285 372 799|013 530 
45.6! 0.125 836 362 892|285 886 330/512 342 
45.7| 0.128 550.476 5621286 398 4721511 138 
45:8| 0.128 264 077 890|286 909 8101509 920 
45.9) 0.127 977 108 080|287 419 736,508 700 
46.0| 0.127 689 748 3441287 928 4421507 474 
46.1| 0.127 {or 819 902|288 435 9161506 236 
46.2| 0.127 113 383 986,288 942 1521504 989 
46.3 rs 824 441 8341289 447 1411503 933 
146.4! 0.126 534 994 693|289 950 8741502 466 
46.5| 0.126 245 043 819/290 453 340[do1 190 


46.6! 0.125 054 b9o 479290 954 530/499 de 
46.7| 0.125 663 635 0949/2091 454 438]498 Gr4 
46:9| 0.125 392 181 511/291 953 0521497 310 
46.9! 0.125 080 228 4590/2092 450 3621495 998 


.208 127 
.268 474 
.268 822 
.269 171 
.269 521 
.2609 872 
.270 224 
.270 577 
.270 O31 
.271 287 
.271 643 


.272 OOI C 
.272 359 648 4611359 645 214|1081 30312787 || 
.272 719 206 675/360 729 51711084 0901/2802 |} 
.273 080 026 192/361 813 607|1086 892|2821 


0.274 899 991 4591367 


222 4121346 883 286|1049 2617/2576 | 
109 698,347 932 553|1001 843|2592 || 
038 2011348 984 396|1054 435/2609 |À 
022 06471350 038 83111057 04412626 |£ 
061 4781351 095 8795/1059 6730/2643 |# 
157 3531352 155 545|1062 313|2660 |! 
312 898,353 217 858|1064 973|2679 |} 
530 7561354 282 831|1067 88 2693 || 
813 5871355 350 483|1070 345/2714 |} 
164 0701356 {20 828|1073 0569/2730 || 


584 8098/1357 493 88/1075 7802749 || 
078 785 355 569 67611078 538 MR 


a 


0.273 441 839 709362 900 490l 1089 713[2843 || 
.273 804 740 205|363 | 
.274 168 730 510|365 
.274 533 813 2781366 


21211092 55612857 


768|1095 41312879 || 
1811098 292 2898 


A 


002 
170 


276 473l1101 190|2917 


47 o| 0.124 78 8 0971292 946 360/494 677| 1332{0.275 267 267 0321368 377 663|1104 1072030 || 
de 0.124 de 83 D 03 . 0371493 345! 1341fo M 635 645 a 369 18, 770|1107 043 2056 
#7.2| 0.124 201 390 700/293 934 382|492 004| 1350l0.276 005 127 3651370 588 813|1109 999|297 
47.3| 0.123 007 456 318|294 426 3861490 654| 136110.296 375 716 178/371 698 812|1112 976 our 
47.4] 0.123 613 029 0932/2094 917 040|489 2093] 1370l0.276 747 414 990|372 811 7881115 97113018 
47.5| 0.123 318 112 892/295 406 3331487 923| 1381/0.277 120 226 7701373 927 759l1118 989|3036 
47.6! 0.123 022 706 559|295 894 2561486 542| 1388/0.277 4094 154 5371375 046 748|1122 0253057 |à 
4g.7| o.122 926 812 313|296 380 70981485 194| 1401l0.277 869 201 2851376 108 773|1125 082 3078 
47.5| 0.122 430 431 5od|206 865 9521483 753| 1410l0.278 245 370 058/357 293 955|1128 160|3099 
47:9| 0.122 133 565 553|297 349 705|482 343] 1421/0.278 G22 663 9131378 422 o15|1131 2503121 
48 o| o.121 836 215 848297 832 048|480 922| 1420l0.270 oo1 085 9268/3709 553 274|1134 380|3r140 | 
48.1| o.121 538 383 800|298 312 970|479 493| 1442l0.279 380 639 202380 687 654|1137 5620/3164 
48.2! o.121 240 070 830|298 792 4603/4978 061| 1450k0.279 761 326 8561381 825 1741140 68413185 | 
.48.3| 0.120 041 278 3671/2090 270 5141476 G6o1| 1462l0.280 143 152 030|382 965 858|1143 869|3206 
_48 4 0.120 642 007 853|299 747 1101475 139] 1473/0.280 526 117 8688/1384 109 727|1147 07) 3227 |} 
 49:5| 0.120 342 260 738|300 222 2541473 666! 1482k0.280 910 227 615|385 256 802|1150 302|3252 || 
: 48:6| 0.120 042 038 48/4|300 605 g20/472 184| 1493l0.281 205 484 4171386 {o7 10411153 55413273 
 48.7| o 119 741 342 664|301 108 104|470 6o1| 1503l0.281 681 8o1 9211387 560 658|1156 82713296 
L48:8| 0.119 440 174 460|301 638 795,469 188] 1516/0.282 069 452 179|388 717 485|1160 12313319 
0107 0707 Ce Am 2 0 109 PORC" 7 RUSSE 
L4g-o| 0.118 836 427 682/302 575 6551466 145] 1535/0.282 848 047 272|391 of1 050|1166 78513365 |} 
for 1| 0.118 533 852 0271303 o41 800|464 Giro! 154810.283 239 088 322/392 207 835|1170 15013388 || 
Migt2| 0.118 230 810 2279/1303 506 4101463 062! 1558/0.283 631 2096 1571393 377 0985/1173 538)3412 
L49%3| 0.117 927 303 8171303 969 4721461 Bo4| 15700.284 024 674 1421304 551 D23|1176 0503431 |} 
B49%4 o.117 623 334 345,304 430 9761459 934 1583l0.284 419 225 665,395 728 {73/1180 38713461 |È 
9:5| o:117 318 903 369304 890 0910/498 361! 1590/0.284 814 954 138,396 908 860|1183 84813485 |} 
96! 0.117 014 012 459305 349 2611456 761! 160510.285 211 862 9981398 092 708|1187 33313508 |E 
#7 0.116 708 663 1981305 806 0221455 156| 1615%0.285 Goo 955 706,399 280 o41|1190 84113536 
MA9:6| 0.116 402 857 176,306 261 1781453 541| 1627l0.286 009 235 747/400 470 882|1194 37713559 
L49to| 0.116 096 595 9981306 714 7191451 914| 1638l0.286 {09 706 629 {or 665 2591197 93613584 | 
)0-0|:0.115 789 861 279 307 166 633/450 276| 1651{0.286 811 371 888/402 863 195|1201 520|3610 |k 


, S 


ir ro 
T0 
MTL 


114 


1 D 
: 129 
119 


ADIS 


112 
.112 
.112 
III 
.TII 


III 
I10O 
«110 
*110 


- 109 


.109 
. 100 


.108 
. 108 


OROSOMOPOTNOROEOZO O0 NOMOOLOLO  ONOMOLOLONNOTORCAOES 


107 
107 
107 
+107 


.106 


.106 
.10 
.10 
.10 
0.104 
0.104 
0.104 
0.103 


CO © © © 


Ro 


OMOLOEOIO01NOMOMNOEOQEO 


HS œb mok 


Ov Ov Or O1 OX 
OO © © © C0 
O3 OO) Or 


54.0! 0.103 
54.1! 0.102 
54.2| 0.102 
54.3| 0.102 
54.41 0.101 
54.5| 0.101 
54.6| o.xot 
54.7! 0.100 
154.8| 0.100 
54.9! 0.100 
55.0| o 


Log. E'. 


+ 109 


aa 831 4491316 672 732|411 118 


Di. I. IT. 


789 881 279 


482 714 646307 616 909448 625|1662 À 
175 097 7371308 065 5341446 963\1673 À 
4971445 290|1686 À 
.114 558 519 7061308 957 7871443 6041609 À 


Don 


8067 032 2053/3058 6712 


249 961 919/309 4o1 391|441 909 
Fe 160 Da Se 845 6 44o 196 
630 317 232|310 283 492/438 473 
320 033 74ol310 921 905|436 740 
009 311 779]311 158 705|434 992 
698 153 o70|311 593 697 433 233 
386 559 3731312 026 930|431 461 
074 532 443\312 458 391|429 077 
502 074 052312 888 008|427 979 
449 185 9841313 315 947/426 070 
135 870 0371313 742 0171424 247 
822 128 020|314 166 264|422 410 
507 961 7561314 588 6741420 563 
193 373 0821315 009 237418 700 
878 303 8451315 427 937416 824 


562 935 908|315 844 761|414 937 
247 091 1471316 259 698|413 034 


14 158 7171317 093 850|409 19o0|1 


79 581 8271317 900 286/405 290|1970 à 
eu 681 54 318 305 5761403 Re 1985 
343 375 9651318 708 896|4o1 335|1999 | 
024 667 069|319 110 2311399 336,20153 | 
705 556 835,319 509 5671397 323/2026 À 


.106 386 047 271|319 906 890|395 297|20/1 | 


066 140 
745 838 
425 142 
104 056 
782 580 
46o 717 
138 469 
815 839 


3811320 302 1971393 2906/2057 
1941320 695 443|391 199|2071 


5201322 247 7561382 8029/2130 


109 438 0541323 766 235,374 219/2190 


895 293 0211326 339 2211358 555|2300 
568 953 800,326 697 7761356 255|2319 


242 256 024327 054 0311353 036|2333 | 
-099 915 201 993|327 4o7 0967/1351 6o3|2351 | 


Il. À 


210/307 166 633/{50 27611651 | 


1709 | 
1723 À 
1733 À 
1746 À 
LS Or] 
reel 
1784 | 
1708 À 
1909 À 
1923 À 
1837 À 
1647 | 
1803 | 
1876 | 
1887 | 
1903 | 
1916 | 
1928 | 

AE 


944 | 
297_074 8671317 493 040|407 246/1956 | 


7511321 086 6421380 1258/2084 | 
109/321 475 7970/3837 044|2100 E 
3391321 862 8141384 9442115 | 
1671322 630 58-1380 6090/2145 | 


1801323 o11 2861378 554|2159 À 
0.103 492 827 8941323 389 8401376 39/2170 E 


© © © © © © 


TABLE TI. 


QHONOGMO RC 


O 
O 


O 


© 


| o 
845 671 819324 140 4541372 029|2206 | 
521 531 3651324 512 483309 823/2223 | 
197 018 8821324 882 3061367 Goo|2236 | 
872 136 576,325 249 906365 36412255 | 
546 886 670|325 615 270|363 109|2267 | 

221 271 4001325 978 379360 84212287 | 


O 
O 
O 
O 


OROrOROT OM OSOMOT OC CO OS CONS 


.206 819 299 859/432 750 0972/1295 ‘801 |43ch 


.30o1 651 550 2093|447 246 856|1344 


O 
(e) 
O 
O 
0. 
O 
O 
O 
O 
O 


0 
O 
0. 
[e) 


Log, F. Diff, I. 


.286 811 371 888/402 863 195|1201 520|301] 
.287 214.235 083l4o4 064 7151205 130/36€} 
.287 618 299 798405 269 8456/1208 767|30(M) 
.288 023 509 6431406 478 Gi2li212 429|36€ 
.288 430 048 255|407 691 o41|1216 117|5%4 


| 
4 


| 


L. 


} 
|. 
[1 


394 
3 


143 
562 


"| 

Al 

.295 528 779 2141428 889 050|1283 087|420h] 
.205 957 668 273|430 172 14611287 204|42È8) 
.206 387 840 4191431 459 44ol1201 532 4264 
.297 252 060 831|434 046 7573/1300 103|43Èhf 
.297 686 097 6041435 346 86/1304 437|4304 
.208 121 444 


| 


4801436 651 31311308 8095 44h 
298 558 095 7931437 960 11811313 205 A4Ë 


—__———_— me | 


298 996 056 g11 439 273 323 1317 639 1404] 
209 435 329 234/440 590 06211322 106 45ch] 
.299 875 920 196|441 913 268 1326 6o7 541] 
.300 317 933 24 443 239 675|1331 144|49"h] 
.300 761 072 939|444 5jo 8191335 716/46ch 
.3o1 205 643 7581445 906 53511340 321 4611] 
ge 46"M] 
302 547 388 0081449 941 460[1354 386 #1 
GAS EE es D 9 DIDHETEN RAS 75h 
302 997 330 428/451 205 81611359 105|47tM 
.303 448 626 244|452 654 92111363 8093/4854] 
303 oo1 281 165[454 018 81411368 720/48€M 
.304 355 299 9791455 387 53411373 582|40 
.804 810 687 5131456 761 116/1378 483491 
.305 267 448 G29|458 139 599|1383 423|49th| 
.305 729 588 228|459 523 022|1388 403|501h 


-302 098 797 149|448 591 819|1349 


.306 185 111 250/460 o11 425|1303 420|5oth 
.306 646 022 675|462 304 845|1398 480 |5och) 
.307 108 327 520|463 703 326|1403 577|5uM 
.307 572 030 8451465 106 g02|1408 718|51€M) 
-308 037 137 7471466 515 G20|1413 898|52:h] 
.308 503 653 3671467 929 518|1419 120 5208) 


TABLE I. 233 


Log. E!. Diff. I. 100 DE Dog F0 Diff. I. IT. IT. 


Tu 


tte, tntmemenns 


2 


099 915 201 9931327 407 067 .308 503 6b3 3671467 929 518|1419 120/5264 


5o| o 351 603|2351 À o 

51} 0.099 587 794 0261327 759 5701349 25212367 | 0.308 971 582 885469 345 6381424 38415307 
5.2| 0.099 260 034 4561328 108 8221346 88512383 | 0.309 440 931 523/470 773 02211429 69115351 
5.8] 0.098 931 925 6341328 455 7071344 Do2|2402 | 0.309 911 704 545|472 202 713|1435 042\5302 
5.4} 0.098 603 469 9271328 800 209|342 100/2416 À 0.310 383 907 2581473 637 755|1440 43415437 
5.5| 0.098 274 669 718/329 142 309|339 68412435 À 0.310 857 545 0131475 078 18911405 87115482 || 
5.6! o.oy7 94 527 409|329 481 9931337 249/2451 | o.311 332 623 202/476 624 060|1451 35315526 |} 
5e! 0.097 016 049 416/329 819 2421334 70B|2491 À 0.311 809 147 262/477 975 41311456 8795572 
5.4 0.097 286 226 1741330 154 0401332 32712486 À 0.312 287 122 6751479 432 29211462 451|5618 
5.9] 0.090 956 072 1341330 486 3671329 84112502 | 0.312 766 554 967480 894 74311468 069|5664 
50 10.096 625 585 7671330 816 208|327 339|2523 | 0.313 247 449 710|482 362 812|1473 73315710 || 
61] 0.096 294 769 5591331 143 5471324 Br 2539 | 0.313 729 812 5221483 836 545|1479 44315759 
6.2] 0.095 aus és 0121331 468 3631322 2797/2557 | 0.314 213 649 0671485 315 98811489 2025807 || 
0.5 0.095 632 157. 649|331 790 640|319 720|2596 À 0.314 698 965 0551486 8or1 190/1491 0009/5854 || 
6:4/.0.095 300 367 009|332 110 360|317 14412594 À 0.315 185 766 245 488 292 199|1496 8635904 || 
6,5| 0.094 968 256 6491332 427 5041314 550|2610 À 0.315 674 058 4441489 789 062|1502 767|5956 
5.6 0.094 635 829 1451332 742 054|311 940|2631 À 0.316 163 847 500|491 291 829|1508 722/6002 
6:7| 0.094 303 087 0911333 053 09941309 3092649 | 0.316 655 139 3351492 800 55111514 724|6055 
5.8 0.093 970 033 0971333 363 303|30b 6601266: | 0.317 147 039 8861494 315 2756/1520 7799/6106 |E 
17200 4 1 | 7 147999 

60! 0.093 636 669 7941333. 669 0631303 99312686 | 0.317 642 255 1611495 836 05411526 8856156 || 
7.0! 0.093 302 999 8311333 973 956|301 307|2704 | 0.318 138 o91 215|497 362 0939/1533 0416212 |À 
7.1] 0.092 009 D 875,334 ue 263 298 603 Qi | 0.318 635 454 1541498 895 98011539 2536262 |} 
2} 0.092 034 750 6121334 573 8661295 879|2744 À 0.319 134 350 134/500 435 233|1545 5156317 || 
7:3l 0.092 300 176 7461334 869 7451293 13512763 | 0,319 634 785 3671901 go 74811551 832|6371 
9:41 0.091 965 307 0011335 162 880|290 372|2780 | 0.320 136 766 1161503 532 5680/1558 203|6427 || 
m6] 0.091 630 144 1211335 453 252|287 502|2803 À 0.320 640 298 6951505 090 783 1564 630|6482 
9:6k0.091 294 690 869|335 740 8441284 789|2820 | 0.321 145 389 4781506 655 13/1571 11216538 || 
77 0.090 958 90 025|336 025 633[281 969|2842 | 0.321 652 044 8911508 226 525|1577 650 AE ; 
1:8/ 0.090 622 924 3921336 307 602|279 127|2861 | 0.322 160 271 4161509 804 17511984 24416653 
1:9 0.090 286 616 790|336 586 729|276 266|2880 À 0.322 670 075 591 511 388 419 1590 897 G7ro || 
8-0! 0.089 950 030 0611336 862 9092|273 386/2902 | 0.323 181 464 o10|912 979 3816/1597 Go7|6770 
81} 0.089 613 167 0661337 136 381|270 484|2922 À 0.323 694 443 3261514 576 923 1604 37716830 
8) 0.089 276 030 6851337 406 8651267 56212042 | 0.324 209 020 249516 181 300|1011 207|6890 
8.3] 0.088 938 623 820|337 674 4271264 620|2063 | 0.324 725 201 549517 792 507 1618 097 6949 
84) 0.088 Goo 949 3931337 039 0471261 6571/2984 | 0.325 242 994 056|519 410 60411625 046|5014 
8:5/10.088 263 o10 3461338 200 7041258 673|3004 | 0.325 762 404 G60|521 035 6501632 060|7076 
8.6! 0.087 924 809 6421338 450 3771255 669|3027 | 0.326 283 440 3101522 667 710 1639 130|7137 
Eu 0.087 586 350 2651338 715 0461252 64213046 | 0.326 806 108 020|524 306 84611646 273|7203 
8,0) 0.087 247 635 2191338 067 688|249 5906/3070 | 0.327 330 414 8661525 953 119 1653 476|7268 
8,9 0.086 908 667 5311339 217 2841246 526,3089 À 0.327 856 367 985|527 Gob 59 1660 74417332 
9/01 0.086 569 450 2471339 403 8101243 437|3112 | 0.328 383 974 560529 267 3309/1668 0767400 
19:1| 0.086 229 986 13, 339 247 . 325 3133 À 0.328 913 241 9191530 93 41511675 45617467 || 
19%} 0.085 890 279 190|339 947 5721237 19213158 À 0.329 444 177 3341532 Gro 891|1682 943 7535 
P93| 0.085 550 331 618|340 184 5641234 03413177 À 0.329 976 788 2251534 203 83411690 478|7604 
DO4| 0.085 210 146 8541340 418 7108/1230 85713199 À 0.330 511 082 059|535 984 31211698 082|7673 | 
95 0.084 869 728 096 340 649 655|227 658 3224 À 0.331 047 066 3711537 682 394 1709 79517740 
P9:6|-0.084 529 078 4o1|340 877 3131224 43413244 À 0.331 584 748 5051539 358 1409/1713 500|7816 
(9°? 0.084 183 201 088|341 101 747|221 19013270 | 0.332 124 136 9141541 101 6Aol1721 310|7889 
(90) 0.083 847 099 3411341 322 037l217 920 |3291 | 0.332 665 238 5631542 822 965|1729 -205|7960 
P9:9| 0.083 505 770 4041341 540 85 214 620 3313 | 0.333 208 061 528|544 552 1701757 105|8037 
por0) 0.083 164 235 5471341 799 186 211 310 3337 | 0.333 752 613 6908/5460 289 336 1745 201|8113 


J'AS S'RSNE 32 


O.010 10:20 


.076 292 896 9371345 320 103 


2.5] 0.074 564 035 810|345 O8I 007 


D co a e - 


L 


069 711 917 1141347 294 970! 62 151 4386 
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332 O91. 
191 0062. 
Go4 921. 
661 950. 
45x 
064 874. 

595 546. 

139 071. 

103 228.33 
658 076.26 
836 026.21 
431 917.67 
553 097.206 


309 501.24 


813 741.19 
101 192.91 
530 090.28 
81 621.47 
Go 

692 

210 

347 

2/40 


031 


1 484.80 


TABLE I. 


Dir, I. 


1 032 000 175 


I 
I 


I 
I 
I 


978 443 160 
983 529 458 
988 672 714 

. 993 874 o14 
999_ 134 480 


004 455 257 
009 837 524 
015 292 490 
020 701 398 
026 35 524 


037 714 708 
043 492 498 
049 340 972 
05 261 592 


——— 


I 
I 
I 
I 
I 


125 613 389 


061 255 864 
067 325 334 
073 471 598 
o79 696 290 


080 001 IOI 


092 387 769 


098 858 o7o 
105 413 860 
112 057 02 


118 789 534 


132 530 672 


.139 543 525 
146 


654 157 


153 864 818 


161 177 990 


168 595 692 
170 121 179 
183 756 404 
191 504-240 


109 367 452 


207 3458 897 
219 Ar 531 
223 678 410 
232 032 694 


240 517 657 


249 136 686 
257 893 289 
266 791 o 

275 833 88 


II. 


5 086 298 
5 143 256 
5 201 30 


5 260 466 


5 320 777 


5 362 267 
5 444 966 
5 508 908 
5 574 126 
5 640 654 
5 708 530 


6 386 664 


6 470 305 *. 


6 555 790 
6 643 169 
6 732 509 
6 823 855 


MYTE 


o12 853 
110 632 
210 691 


313 102 


417 942 


525 287 
635 225 
747 836 
863 212 


SI STI AT TSI SI SI 


NT, 


56 958 
58 044 
59 166 
6o 311 


Gr 490 


62 699 
63 942 
65 218 
66 528 
67 876 
6g 260 
710 684 


72 146 


713 652 
75 198 


76 794 


78 428 
60 119 
81 853 
83 Gr 


85 485 | r 


87 379 
89 336 
g1 350 


93 428 


95 5ro 
97 779 
100 059 


102 A1t 


104 840 


107 345 
109 938 
112 Or 
115 376 
118 233 


121 109 


124 245 


1 
I 
L 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
a! 
Le 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 


0.492 256 865 285 025 546 


0.403 541 8 
A 836 > 


0 
I 


0.496 140 132 


0.497 453 66 


7 


0.498 777 032 


133.31 


T 
I 
I 
I 
I 


204 370 133 
303 871 844 
313 535 037 
323 364 232 


333 364 130 : 


179 079 
180 652 


«017 081 107 271.03 
-016 810 190 230.04 
.016 b4o 57g 143.42 


Log. E'. 


oem | 


016 272 271 368.49 


.016 005 208 417.33 AT RAS 
.015 739 645 960.70 
015 479 4 830.22 

.o1 212 44 

.014 950 920 697.80 

.o14 690 800 191.58 


021.67 


pu .oi4 432 101 009.44 


OO; Or Or © © 


0. ©.© ©: 0 © 0 500 © © 0 cle o oo oloecco O0 Q OO: hOMO:: Om OUONO"O Or O0) 0,0 00:09 


.or4 174 839 834.36 

ne de 033 529.63 

.013 86 

.013 411 893 906.49 
.013 160 515 246.78 

.012 910 700 704.03 

.012 662 428 330.69 


699 142.11 


o12 415 715 034.32 


.012 170 981 799.27 


011 927 044 377.36 
or1 089 122 328.24 


otr 444 834 533.42 


o1t 206 200 101.23 


010 969 238 371.92 


.010 733 068 923.41 


010 oo 411 76.60 


.o010 268 586 402.22 
.010 038 513 725.00 


.009 810 214 132.22 


—————————_—— 


-.009 593 708 479.23 
te 359 de 696.54 
.009 136 163 7097.30 
.008 915 167 854.65 
-008 696 052 159.72 


.008 478 838 930.08 


008 203 550 5018.09 


.008 050 210 970.10 
.007 838 842 066.17 
-007 629 468 329.53 
.007 422 113 539.40 
.007 216 802 032.2 
.007 6013 558 532.49 
.006 812 {08 145.158 
0x006 613 376 378.88 
.006 416 489 156.87 
.006 221 772 831.29 
.006 629 254 
-005 8338 960 513.83 
.00 650 919 510.43* 


«005 465 159 414.02 


195. 30 


243 537 422 


Diff. I. 


270 OII 042 
269 617 087 
268 307 770 
266 982 951 
265 642 456 


— 26% 286 131 


262 913 808 
261 525 324 
260 120 506 
258 699 193 


257 961 175 


256 806 304 
254 334 388 
252 845 236 
251 338-659 


249 14 462 


240 272 445 
246 712 406 
245 134 135 


241 022 049 
240 287 705 
238 634 432 
236 O6 729 
235 269 449 


233 557 346 


231 829 179 
230 072 677 
228 299 593 
226 505 653 


7 224 Goo 582 |: 


222 854 100 
220 999 912 
219 16 725 


217 213 230 


215 288 112 


213 340 048 
211 368 704 
209-373 737 


205 311 509 
203 243 500 
201 190 338 
199 031 70 


196 887 222 LR 


194 716 326 
192 018 633 
190 2093 684 
198 041 004 
165 760 09 
193 450 448 


PV EE MR 


TABLE T. 


I 
I 
I 
1 
I 


I 


I 
I 
I 
I 


I 


454 871 


I 
L: 


IL, 


203 995 
309 313 
324 824 
340 495 
356 325 | 
372 523 . | 
388 484 
4of. 818 
21 323 
438 008 


471 916. 
489 1952 
S0b 577 


{LT Sa 197 


542 017 
560 039 
578 271 
596 713 
615 373 


634 254 


NS et ti et | ei et bei et À pet De ef et et À bei et et et 04 let et et et let | Ej ie 


653 363 
672 703 
692 280 


712 103 


saretbtade 02 


A Re het GE GS RE Re M eh + rt 
(@e) 
© 
EX 


Co © 
D © 


PE ARS DS ae DE Ce 0e CIRE me Ph 3 PL TE. tord rit ee “be Éamubés séb genes Je. pa 


© © © 
D D 
© Co Do 


eee 


{ 


D 


co 90 co co| 00 90 oc 
œ & Co 


.5o5 547 440 636.00 


511 159 492 978.79 


.935 659 490 073.64 


.553 049 803 972. 


© 0 0 00/00 010.6 |0.0.0 6 010 06 0,0.0l0 o0 00l060 0 S0lo06e6ls 8 0e 6 


Log. F1, 


.498 777 032 133.31 
.000 110 306 262.94 
.°o1 453 935 869.53 
.502 807 031 Gb. 

.°04 172 269 391. 


.506 933 542 448.78 
.508 330 777 880.10 
.509 739 390 164.30 


.512 591 410 716. 
.514 035 338 773. 
51; AoïMb13 8017. 
.516 us, 180 277. 
.518 441 5go 341. 


.519 936 004 653.61 


521 443 692 519.76 
.522 964 0932 341.63 
.524 oo 012 038.64 


.526 049 229 495.04 


.527 612 893 033.096 
.529 191 321 920.70 
.530 T4 846 896.40 
1342)900/0T0 74 4) 
.534 018 568 898.22 


.837 316 996 961.91 
538 991 366 953.05 
54o 683 132 914.02 
542 392 684 018.13 
.544 120 466 631. 

.545 866 945 262. 
.547 632 6o3 572. 
-549 417 94S 471.37 
.551 223 406 276.87 


.554 897 440 553.47 
.556 767 003 477.33 


.558 659 117 221.78 
.560 574 434 979.55 


—— 


.562 513 640 468.45 
-564 477 449 904.33 
.566 466 614 130.75 
.568 481 920 927.65 


© 


970 924 197 927.00 


.b72 94 313 327.9 

.574 693 182 874.3 
.576 821 où 089.25 
.578 981 086 813.517 
58 172 206 672.75 
0.583 306 259 318.33 


OrO1OMQ7 00 02010 


386 101 813 


I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 


443 928 057 


I 
1 
I 


1 494 414 312 


I 
I 
I 
I 
I 


TABLE TI. 


Difr. I. 


333 364 130 
343 539 6o7 
353 899 736 
364 437 786 
375 171 244 


397 235 431 
408 578 284 
420 136 815 
431 917 738 


456 175 078 
468 666 427 
481 410 064 


5or 687 866 
521 239 822 
535 079 697 
549 217 456 
565 663 539 


T1 657 466 888 


— 


746 478 630 


ef | et et OO et ef | et ed bei Del ben 


847 636 580 


ef eg Het ef ed | Def Def Det 


578 428 887 


593 524 979 
608 963 849 
624 758 153 
64o 921 176 


674 409 901 
6or 765 ob 
709 551 104 
727 782 G14 


765 658 310 
185 341 809 
805 550 806 
826 307 696 


869 562 924 
892 113 745 
915 317 758 
939 205 438 


Sd 


T2 098 860 548 


D D D D D DID D D # 


989 164 227 
019 306 797 
042 276 599 
070 115 8o1 


128 586 213 
159 317 729 
191 119 pe 
224 052 64 

258 180 764 


063 809 436 


IT. 


10 175 477 
10 356 129 


_10 542 050 


10 733 458 


10 030 669 
11 133 618 


11 342 853 
11 558 531 
11 700 923 


12 O10 319 


12 247 O21 
12 491 349 
12 743 637 
13 004 248 
13:279 1004 


13 551 956 


13 839 079 
14 137 799 
14 440 083 
14 765 348 


TRES UE 


15 438 874 
19 7094 304 
16 783 023 
16 545 912 


16 043 103 


17 355 970 
17 709 143 
18 231 510 
18 696 016 


19 179 680 


19 683 589 
20 208 907 
20 756 690 
21 328 804 


21 926 344 


22 55o 821 
23 20/4 013 
23 887 730 


24 603 948 


20 716 665 


30 731 512 
31 802 134 
32 932 780 
34 128 119 
35 393 249 


De Det Dei ei Di be 


Log. E'. 


TABLE LL. 


5 


PH 


a 


0.005 465 159 414.92 183 450 448 2 338 921 
0.00 281 08 AÉe 181 111 927 2 368 748 
0.005 100 997 439.91 178 742 779 2 399 151 
0.004 921 854 660.01 176 343 628 2 430 156 
0,004 745 511 032.70 173 913 472 2 461 789 
0.004 571 597 561.43 171 451 683 2 494 072 
0.004 4oo 145 877.98 168 957 Gri 2 27 042 
0.004 231 188 2067.47 166 430 569 2 560 724 
0.004 064 757 698.28 163 569 845 > 595 156 
0.003 900 087 853.32 161 274 689 2 630 370 
0.003 739 616 163.78 198 644 319 2 666 4r1 
0.003 560 968 845.28 155 977 905 2 703 314 
0.003 424 990 936.97 153 274 594 2 4x 131 
0.003 271 716 343.47 150 533 463 2 779 907 
0.003 121 182 880.40 147 753 556 2 819 699 
0.002 973 429 323.82 144 933 861 2 860 558 
0.002 828 409 463.13 142 073 303 2 902 554 
0.002 686 422 159.80 139 170 749 2 045 755 
0.002 547 251 410.76 136 224 994 2 090 23 

0.002 411 026 416.56 133 234 707 3 036 083 
0.002 277 791 659.68 130 108 674 3 063 385 
0.002 147 592 985.62 127 115 289 3 132 245 
0.002 020 477 696.43 123 083 044 3 192 770 
0.001 896 494 652.10 120 800 2068 3 235 104 
0.001 775 694 383.73 117 065 164 3 289 370 
0.001 658 129 219.50 114 276 704 3 345 733 
0.001 543 853 425.72 110, 930 or 3 4o4 371 
0.001 432 923 364.99 107 525 690 3 465 436 
0.001 325 397 674.09 104 060 204 3 529 3r1 
0.001 221 337 471.22 | 100 530 803 3 596 110 
0.001 120 806 678.23 06 034 783 |” 3 666 188 
0.001 023 871 794.77 93 268 505 3 739 907 
0.000 930 603 200.30 69 528 688 3 817 677 
0.000 841 074 511.80 85 711 o11 3 900 000 
0.000 799 363 500.05 O1 II OI 3 987 461 
0.000 673 552 489.53 77 823 550 4 080 780 
0.000 595 728 940.02 73 742 770 4 180 826 
0.000 521 986 169.93 69 561 944 4 288 658 
0.000 452 424 225.08 65 273 256 4 405 736 
0.000 387 150 969.90 6o 867 520 4 533 740 
0.000 326 283 450.30 56 333 580 4 675 029 
0.000 269 949 669.93 5r 658 751 4 832 772 
0.000 219 290 918.00 46 825 979 5 o11 425 
0.000 171 404 939.28 41 814 554 5 217 540 
0.000 129 660 384.72 36 597 o14 5 461 357 
0.000 093 053 371.21 31 135 657 5 760 214 
0.000 o61 917 714.25 25 375 443 G 147 321 
0.000 036 542 270.57 19 228 122 6 gor 064 
0.000 017 314 148.03 12 527 058 7 739 907 
0.000 004 787 090.76 4 787 091 

0.000 000 000 000.00 | 


18 dre 


47 302 
48 860 


5o 531 
52 328 
54 266 
56 363 


58 638 


Gr 119 
63 825 
66 799 
70 075 
73 719 
IR 10 
82 323 
87 461 


93 319 


100 046 
107. 862 
117 048 
120 004 
141 289 


197 743 
178 653 


206 115 


243 817 
208 897 


387 107 


553 743 


1 038 903 


TABLE 1. 243 


Log. F'. Difr, I. IL. 


Le 
. 


ee Ù————— 


on | 
© 


0 | 0.583 3096 259 318.23 258 180 764 35 393 249 

15. 1 .585 654 440 081.87 2093 574 013 36 733 823 

15.2 | 0.587 948 014 094.62 330 307 836 38 156 063 
5.3 | 0.590 278 321 930.63 365 463 899 39 666 871 

5.4 | 0.592 646 785 830.41 408 130 770 41 273 680 

5.5 | 0.595 054 916 599.81] 2 4409 404 650 42 985 590 

5.6 | 0.597 504 doi TEE je Fe 240 Â4 Le 15 

35.7 | 0.599 996 711 489.80 201 699 46 762 057 
135.8 -602 533 913 189.34 963 756 48 849 205 
35.9 | 0.605 117 876 944.55 812 064 51 086 202 


2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
) 
2 
2 
3 
8 
3 
3 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
| 0 
B6.0 | 0.607 750 689 909.0 899 166 53 487 087 46 ; 200 80 
16.1 | 0.610 13 58) pee 38 153 56 2 222 540 
36.2 | 0.613 171 ts 227.83 58 855 715 247 338 
36.3 | 0.615 965 434 829.71 G1 862 533 275 23 
36.4 | 0.618 817 749 149.84 O14 Ë 65 116 686 308 365 
36.5 | o.62r 731 026 002.75 203 03 68 646 562 3; 345 845 
36.6 | 0.624 qe + B42. 37 M Es mi 72 484 803 ë x Ke 
6.7 | 0.627 759 159 643.3; 120 424 904 76 668 889 44o 241 
86.8 | 0.630 879 584 546.62 197 093 703 81 242 790 499 840 
6.9 | 0.634 070 678 340.46 278 336 549 86 256 864 513 948 569 711 
87.0 | 0.637 355 o14 880.22] 3 364 593 413 91 770 812 083 669 | 652 415 
87.1 | 0.640 719 608 301.03] 3 456 364 225 97 894 471 ) 736 074 750 851 
672 | 0.644 175 972 527.05] 3 554 218 696 104 590 545 486 925 068 774 | 
87.3 | 0.647 730 191 223.11] 3 658 809 241 112 077 470 355 ar OII 048 
87.4 | 0.651 389 000 464.21] 3 770 886 11 120 433 169 366 747 183 997 
87.5 | 0.655 159 887 174.84| 3 891 129 799 916 550 738 305 081. 
87.6 | 0.659 051 207 056.09] 4 o21 140 350 654 946 719 658 136 
87.7 | 0.663 072 320 850.57], 4 161 192 297 373 Go4 855 985 559 
87.8 | 0.667 233 797 3071.20 165 902 228 ( 398 879 
89.9 | 0.671 547 565 123.66 161 492 642 2 926 8062 
88.0 | 0.656 027 235 174.02 2 69 199 481 939 b1Q 
88.1 | 0.680 688 397 868.16 3 2 220 398 090 
88.2 | 0.685 549 042 495.79 7 244 924 464 
188.3 | 0.690 630 085 213.04| 5 325 96 273 058 5o4 
88.4 | 0.695 956 052 395.61| 5 599 925 308 C98 288 | 
188.5 | 0.701 555 978 081.90] 5 go8 623 350 773 027 
88.6 | 0.707 464 6o2 056.00| 6 259 397 402 445 320 
88.7 | 0.713 723 999 026.09| 6 661 8/42 466 934 063 
88.8 | 0.720 385 841 378.02| 7 128 776 384 548 24 97 
88.9 | o.727 514 617 702.00! 7 677 525, 357 655 Gra Or4 
89.0 | 0.735 192 343 r19.46| 8 333 336 971 798 122 378 
89.1 | 0.743 526 680 Er 9 131 459 349 994 958 429 
89:2 | 0.722 657 139 439.03| 10 126 417 7978 | 1 278 467 631 429 
89.3 | 0.762 783 557 217.10! 11 404 885 {og | 1 709 753 488 70 
89,4 | 0.774 188 442 626.41] 13 114 638 897 | 2 416 554 294 | 1 290 380 559 


0.787 303 081 523.20! 15 631 193 191 3 700 934 853 | 2 800 628 842 | 5 706 908 065 
0.802 834 274 14.46] 19 238 128 044 | 6 507 563 695 | 8 507 536 907 

0.822 072 402 957.80] 25 745 691 739 | 15 015 100 6oz 

0.847 818 094 497.21] 40 760 592 341 

0.088 578 836 838.43| - 


Infini. 


BEFESE 
OO si Oo 


Valeurs des Fonctions E, calculées à douze décimales, pour toutes les amplitudes @ ,« 
demi-degré en demi-degré, depuis o° jusqu'à go°, l’angle du module étant de 45°, 


D D = = © 
OO Oo ro 


OU ES © © 
OO Oo Oro 


(ex: 


00 œœiu ant 
O0 0-00 Go 


0.280600 56 
0.209455 32856 
0.30308 59146 
.31160 73680 
.32011 73540 
32861 55827 
-33710 17667 
.34557 56212 
.35403 68637 
.36248 52145 


© 


OO OC OLO NO 


19 
86 
18 
94 
45 
24 
64 


53 


x 


TABLE Il. 


TABLE IT. 


854 35100 71 


853 26280 32 
4 76 


852 1453 


850 99859 51 


849 82280 

848 61840 7 
847 38544 89 
846 12425 42 
844 83507 87 
843 51818 77 


71976 79 


87634 14. 


09853 34 


E. Dif. I. 
0.00000 00000 00 872 65908 79 
0.009872 65908 79 872 62586 09 
0.017495 28494 98 872 55941 32 
0.026017 84430 20 872 45975 74 
0.03490 30411 94 872 32691 26 
0.04362 63103 20 872 16090 40 
0.05234 59193 6o 871 96176 33 
0.06106 75369 93 871 72092 84 
0.06978 48322 77 871 46424 38 
0.076049 94747 15 871 16595 09 
0.00721 11343 14 870 83473 41 
NEPE 94816 55 870 47062 93 
0.104602 41879 48 870 07371 93 
0.11332 49291 ot 869 64406 85 
0.12202 13657 86 869 18177 09 
0.13071 31834 05 868 68691 17 
0.130940 00526 12 | 868 15958 58 
0.148008 16484 Jo 867 59959 49 
0.156175 76474 19 867 00794 71 
0.16542 77268 00 866 38385 66 
0.17409 15654 56 865 72774 41 
0.108274 00428 07 865 03973 71 
0.19139 92402 68 864 31996 92 
0.2000/{ 24399 Go 863 56558 05 
0.208067 81257 65 862 78571 74 
0.21730 59829 39 861 97153 33 
0.22592 56982 72 861 12618 73 
0 23483600: 45 860 24984 59 
0.24313 94586 04 859 34268 11 
0.259173 28854 19 858 40487 24 
0.26031 69341 39 857 43660 52 
0.260889 13001 OI 856 43807 18 
0.217745 56809 09 855 40947 06 


Pet et es De “hf eg bel | et Det “he ei be 


IT. 


3322 70 
6644 77 
9965 53 
13204 48 
16600 86 
19914 07 
23223 A9 
26528 46 
209928 39 
33122 58 


48 


IT. 


3322 07 
3320 81 
3318 90 
3316 38 
3313 21 
3309 42 


3304 97 


3209 93 
3294 19 
3207 90 
3280 92 


3273 28 
3265 08 
3256 16 
3246 67 
3236 50 


3225 DO 


715138 87 
70286 31 
81418 41 
84534 6o 


90716 48 
03790 87 
96826 72 


02860 12 
05846 35 
08811 3 

11704 5 
1006 25 


1 17072 72 


20446 39 
23205 51 
26119 47 
Te 55 
31689 ro 
34438 44 


3214 27 
3202 20 
3189 45 
3176 09 


3162 08 


3147 44 
3132 10 
3116 19 
3099 54 
3082 34 
3064 39 


- 3045 85 


3026 62 
3006 78 


2086 23 | 


2965 04 


2943 17 
2920 69 


2897 47 


2873 67 
2849 12 
2023 06 
2708 08 
2771 55 
2744 34 
2716 48 


TABLE IT. 


TABLE II. 


2 45 


leurs des fonctions F, calculées à douze décimales, pour toutes les amplitudes @, dell 
demi-degré en demi-degré, depuis o° jusqu’à 90°, l’angle du module étant de 452. 
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D D = mm © 
Et OC OTOIOTO 


OU ES © © 
OrOrOrOrTO 


CR LS Morloerie 
mo GO Qt 


© œoœ 
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10.0 


.00000 
.00872 67016 41 
.01745 
.02618 
.03/4@1 
.04364 
.05237 
.06110 


.06984 15285 95 
me 


OROPOLOLO NO SROLONOIOTOSQNOND: MON OT0 76710 © © © © © 9:0 © ©, 0:0 


GLOT OT Or OLONO TOOL OMO 


É: 


00000 00 
37359 71 
14340 O2 
01209 31 
01542 53 


55212 71 
58 01952 07 


.08732 18540 83 
.09606 68378 


30 


.10481 54794 04 
.11356 Sn : 


.12232 50691 
.13108 66837 


13005 32895 
.14862 52202 
.19740 28097 
10618 63922 47 

-19497 63019 20 
.18377 28732 78 
.19257 64410 08 
20138 93400 12 
.21020 59054 04 
.21903 24725 18 

.22786 73769 09 
.23651 09543 58 
.24556 35408 67. 
.25442 54526 62 
.26329 70861 90. 
27217 87181 21 
.20107 07053 37 
26007 33849 33 
me, 


76 
16 
06 
00 
22, 


75 


99 70942 09 


.30781 21706 60 
.31674 89519 68 
-32569 77709 97 
.33465 89807 69 
.34363 29044 63 
.35261 98853 ot 
.36162 02619 ë 
370603 43727 82 


7 


18406 74 


Dif, I. 


872 67016 41 
872 70339 30 


872 76985 21 


972 860954 39 
873 00247 22 


873 16864 21 
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168 29 492 
163 37 515 
158 22 560 
152 62 586. 
146 76 615 
140 61 664: 
134 05 673 
127 32 715 
120 17 733 
112 O4 757 
105 27 703 
97 34 |_ 507 
89 27 830 
80 97 845 

AA 074 
63 78 881 
54 97 | 892 
46 05 907 
36 98 922 
27 76 918 

18 58 


RE COQ 1 CRE EE TERRE MER CRIE IR RE] RETRO RE Te EOSETER LAPS 


352 | TABLE I 


Die 


Arc SInus. Log-Sinus. 
0° 00’ |0.00000 00000 00000 Infini-négatif. 
0.15 |0.00436 33092 8474717.6398r 12982 0304 
0.30 |0o.00872 65354 9837417.94084 15 a 7687 
0.45 |0.01308 95955 71345]8.11692 62253 8061 } 
1.00 |o.01745 24064 3728418. 24185 53184 2289. 00. 
[1.15 lo.o2181 48850 34561|8.33875 29285 7723. 
1.30 |0.02617 69483 07873|8.41791 90153 8583 
1.45 |o.03053 85132 60823 8.484384 78892 8599 | 
2.00 |0.03489 94967 02501|8.5/4281 91638 9609 | 88 
“2.15 [0.030925 08157 590698. ee 85571 8436 À 
2.30 |[o.04361 93873 65336|8.63907 95616 1593 
2.45 [0.047097 81285 2134418.68104 33034 7541 
3.00 |0.05233 59562 4294418.71880 01636 7602 | 87.00. 
3.15 |0.0566 875 6337818.75352 78116 1488 | 
3.30 à côtoi 84305 31887 8.780567 52787 7168 | 
3.45 |o.06540 31292 30143 8.801559 85277 po 
4.00 |o.06975-64737 4412518. 84358 K5184 8 8165 | 86 
VITE or 84001 95399|8.86986 79655 2043 | 
4.30 |0o.07845 90957 180 8.894604 32984 0645 | 
4.45 {o.08280 Bron Eur 8.918607 33838 9309 À 
5.00 |o.08715 57427 476581894029 60083 Jo18 | 
25N 18. Te 16186 63402|8, 06142 87768 0277 | 84.45 
1, 5.30 0.009584 57525 2022418.08157 28715 3959 | 
5.45 |o.10018 80616 12076/19.00081 59741 5702 À 
| 6.00 |0.10452 84632 67654|9.01923 : 45656 3272 | 
116.15 |o.10886 68748 51065|9.03689 57561 787 | 
6.30 |0o.11320 32137 67907|9.05385 87563 5304 
6.45 |o.11953 73974 57838l9.o7017 60702 2885 | 
_7:00 |0.12186 93434 05148]9.08589 44712 9169 || 
7.19 |o.12619 89691 35830|9.10105 58073 6005 | 
7.30 |o.13052 61922 20052|0.11569 76687 2611 
7.45 |0.13485 09302 73723|9.12985 39467 9450 
8.00 |0.13917 31009 6006519. 14355 53039 ) D98E | 
8.15 SR 26219 91179|9.15682 05713 7730 | 
8.30 |o.14780 94111 29611|9.16970 20867 6! | 
8.45 |o.15212 33861 89917|9.18219 59840 2341 
_g 00 |o.15643 643 44650 40231 40231|9.19433 24413 5ot | 


10.00 |o.17364 81776 


TABLE IIT, 


Contenant les Sinus naturels à quinze décimales, et leurs Logarithmes à auAiorEs déci | 


males, pour tous les arcs de quinze en quinze minutes, depuis 0° jusqu’à 90°. 


9.15 |o.16074 25656 03826|9.20613 08057. 9906 | 80 
9.30 |o.16504 76058 60678|9.21760 92289 4481 
9.45 |0.16934 95038 RCE 9. 22878 30288 1014 À 

66930|9.23907 02300 at : 


© 


Sinus. Log-Sinus. 4 


‘ Î1.00000 00000 00000! 0.00000 00000 00h! 


‘à 


N 


he 
0.909999 04807 AE 9.-99999 58658 oc 
0 .9999 19200 64171| 9.99998 34630 8 
0-09991 43279 74007! 9-90990 27913 41 


0:99984 76951 56391 
0.99976 20270 7 


6391| 9:99993 38498 oc ocb] 
9:99989 66373 74 743 


0.099065 73249 73287 9-90985 11526 2ëhl 
0.99953 35908 36713| 9. :99979 73938 211 


0.909939 08270.19096| 9.099973 53589 21 


0. 0 99922 00362 40723| 9.909966 50455 béhl 


99904 82215'81858| 9.999958 64510 Sc} 
0. 099884 83864 84951| 9.990949 9972 oco 


ee me 


_ [0.909862 95347 543 _9-99940 44062 9 


099839 16705 57340] 9:99930 094: {2 x 
I k 


| |0.99813 47984 21867| 9:99918 9 


0.099785 8923238604] :9:99906 91453 of 


0.997956 40502 59824| 999894 07898 5: Sa 
0. 129 25 01850 99486! 9.99880 41255 oi 


Rosé 65182 5o912 9978 0 93394 
-99492 18953 68273 8 99761 61 234%) Un 


:45 [099405 63382 22320| 9.09741: fx :00067/0 987 6) 


.09367 18556 56588] 9.099719 92810 oëi 


-99306 84560 54926| 9.909097 91875 21 
-99254 61616 41322] 9:99 GA DR 07098 3c 


DIRE SASTEIT 9 © © 


45 |0:99200 49496 79715] 9:99661 38391123 


0.099144 48613 73810| 9:99626 85601 70} 


[o.99086 58973 86882 Gor 48815 Op 
-[o.99026 80087 41570 À 0618 | 27704 219 


45: {0.098965 13868 10670! 9.905348 22375 783} 


0.98901 58633 gUDeT 9:99520 32579 3° 


 |o.98836 15104 67761| 9. 99491 58244 és 


0.987608 83405 9 1 _9:99461 61 99270 65 


.45 |0.98609 63665 60232] 9.99431 31 55538 00 : 


0.086028 56015 37231 9400 26930 
0:98555 60590 5807 8 it 00868 13322 65) 
0.098480 77530 RE 9 99335 7 Gc? 


3337 33128 0865 91472 8€ 
00656 ÉBo2/ 97761 a 20850 58493 6 


.99619 46980 91740! 9:99834 42260 x°)} 
:99580 49275 74662| 9.009817 42709 7E 
99939 61983 7170 9-09799 59777 464 


' 


ÜTE 


Et 


} 


: 


°1 
À 


| 


TABLE IIL. 


| Arc. Sinus. Log-Sinus. 


600 |0.17364 81776 66930/9.23967 02300 1167 À 80°00’ |o 
0.15 0-1779% 35454 73842 |. 25028 22305 1085 | 
lo 30 |0.18223 55254 9214719.26063 30434 4538 | 
0:45 |o.18052 40360 0873419.27073 48041 D205 | 

1.00 |o.19080 89953 76545|9.28050 88449 5o41 | 79.00 
1:19 |0.19009 03220 16128|9.29023 57255 7476 | 
1,30 |0.19930 79344 17197[9.29965 53093 1415 
1.45 |o.20364 17511 40178[9.30886 68229 3232 | 
2.00 |9.20791 16908 17759|9.31787 89102 7855 
2,49 |0.21217 76721 5641 9.32669 96803 6916 } 
230 |0.21643 96139 38103/9.33533 67506 1310 
2:45 |0.22069 74350 21501|9.34379 72857 5582 | 
(3.00 |o.22/495 10543 43865|0.35208 80330 4125 | 
3419 |0.22920 03909 2241419.36021 53540 2532 | 
3.80 |0.23344 53638 55906|9.36818 52534 1441 | 
3:45 |o.23768 58923 2617319.37600 34052 5927 | 
IR 0.241092 16995 99668|9.38367 51767 8594 | 
| 


19 |0.24615 32930 28993|9.39120 56501 2190 | 

30 |0.25038 00040 54442|9.39859 96421 2701 | 
1:45 |0.25460 19482 0862810. 40586 17225 3708 } 
1.00 [0.256881 90401 02521|9.41299 62305 6034 | 
D.15 0.206303 12144 57975|9.42000 72901 7208 À 74.45 lo 
D:30 |[0.26723 83560 16287 9.42689 88240 2170 
15.45 0.27144 04498 6507419.43367 45664 0481 
Dioo |0.27563 73558 160909|9.44033 80750 8540 À 74.00 |o 
D15 |0.27982 go140 30092|9.44689 27422 5119 À 73 45 lo 
D 30 |o.28401 53447 03023|9.45334 18046 2590 | 
1.45 |0.28819 62681 34080|9.45968 83528 1657 | 
+00 [0.209237 17047 2273719.460593 53309 7743 | 
h.15 0.20654 15749 7557110.47208 55808 3093 | 
30 0.30070 579095 04273|9.47814 18041 LB | 
11:45 |0.30486 42990 28011|9.48410 65695 1812 
00 |o 30901 60943 7494719.48098 23640 8607 
3:19 |o.31316 38064 83740 9. 40h 15632 4326 | 
330 |o.31730 46564 05002|9.50147 64453 6292 À 
3:45 |o.32143 94653 0310 9-50709 91969 7982 À 
:00 |0.32556 81544 57157|9.51264 19176 5476 | 
J19 0.320969 06422 62787|9.51810 Gb245 2142 À 70.45 |o 
7:80 |0.33380 68502 3377119.52349 52565 3065 À 70.30 lo 
49 |o.33591 67180 03327|9.52880 06784 7803 
».00 |0.34202 01433 256609 53405 16846 4555 | 
3,19 |o.34611 70070 77403|9 53922 30023 0170 
»:30 |0.35020 73812 5940819.54432 52953 9244 [ 69.30 |o 
45" 0.354209 10379 97716|9.54036 01067 3518 | 69.15 |o 
00 |o 35836 70405 4530v|9.55432 91618 2157 | 
1.15 |0o.36243 80382 83702|9.55923 37710 9582 
Jt.30 |o.36650 ra 24207|9.56407 54326 1623 | 
11:45 |o.37055 7435 09836 |9.56885 55344 7519 
12.60 |o.37460 65934 15912l9.57357 54170 8330 
15 lo.3864 86173 53433l0.57823 63753 2332 
lL:30 |6.38268 34323 650900. 58283 96605 8310 


NE mn Vo 


|. 74:15 lo 


72.00 |o 


71.15 lo 


70.00 |0 


45 |o 


0 
(] 
( 
() 
0 
0 
0 
0 
0 
77.30 |o. 
0 
0 
( 
0 
0 
0 
0 
0 
( 


| 74.30 lo. 


| 69.45 lo 


Sinus. 


.98480 77530 12208 


.-98/404 06976 46291 
.98325 49075 63035 
.98245 03977 25310 


.98078 52804 03230 
-97992 47046 20830 


197004 54724 84584 


97814 76007 33806 
97723 11064 62679 
97629 60051 19933 
97934 23205 09513 


.97437 00647 85235 


.97337 92584 60448 
07236 99203 97077 


.97134 20698 13201 


-97029 97262 75097 
90923 09097 06754 
-06814 70403 78108 
.-96704 59389 13943 


75.00 |o.96592 58262 89068 


.96478 73238 25813 
06363 04532 080623 
90245 52364 53647 


06126 16059 38319 


.96004 98543 85929 
99881 97348 68193 
99757 13608 04815 


.05630 47559 63036 
99501 09444 55187 
.095371 69507 48227 
.95239 57906 43278 


.99105 65162 95154 


.94969 91262 01877 
.94832 36552 06200 
-94693 01294 95106 


71.00 |o.04551 85755 99317 


04408 90203 92784 
.94264 14910 92178 


| 70.15 |o.94117 60152 56370 


.93969 26207 85908 
.93819 13399 22/8/ 
93667 21692 48308 
93513 52096 86012 


A 0.93358 04264 97202 
63. 


.03200 78692 82799 


68.30 |0.93041 72079 8202) 
| 68.15 |0.92880 9552 92/ 
| 68.00 |0.92718 38545 66787 
67.45 |0.92554 05040 17566! 9 96 
| 67.36 |0.92387 95325 11287 


71924 


em 4 


Log-Sinus. 


9.099335 14589 6992|| 
9-99301 30602 1761|! 
999266 61227 1221 

9-99231 06328 0020|k 
9-99194 65764 6900 

9-99157 39303 4436] 
9.099119 27006 8845|| 
9:99080 28633 9713|| 


ne) 
9-98999 72826 4601 
9:98998 19131 2607 
9:98915 70688 4262|| 
9:98872 39328 2340|} 
9.098928 20977 1379 "| 
9.987983 19157 7460|| 
9:99787 21988 7697 
9.98690 41185 09 
9.986042 72557 5343 
9.098994 15913 0865 
_9:98944 71054 Gr42|| 
9-98494 37781 0270 
9.098443 15887 146618. 
9-98391 05163 6031 
9:98338 05397 2518] 
9-98284 16370 2333|} 
998229 37860 8385|! 
9-98173 69643 o211|} 
9-98117 11486 4473|| 
9-98059 63156 4586] 
9 98001 24414 0283] 
9-97941 96015 7227|] 
_9 97861 74718 6569) 
9.97820 63255 Foi) 
9:97758 60384 1883) 
9-976095 65838 3711 
9:97631 79351 8679] 
9.972967 00653 87331| 
9.975017 29468 8555 
9 97434 65516 50861] 
9:97367 08511 7025 
9:97298 58164 429o0!! 
9-97229 14179 7541| 
9:97158 76257 7583 
9-97087 44093 4863} 
9 97015 17376 8881|| 
9-909f1 95792 7038 |] 
9.963867 79020 7033|] 
9.96792 66735 0290|| 
6716 58604 7322 
me b30 54203 4111 
9.096561 53459 2094 


37 


254 TABLE I: DR 


| Arc. Sinus. Log-Sinus. | Arc. Sinus. Log-Sinus. | 


122030’ |o.38268 34323 65090|9.58283 96605 8310 | 67° 30° |o.92387 9b325 11287| 9.060561 5345 2 
122.45 |o.38671 09616 3682119.58738 64826 7796 À 67.15 |o 92220 09716 70452 Pb PA ol 

23.00 [0.309073 11284 sg274 9.809187 80116 6658 À 67.00 |0.92050 48534 52440! 9.090402 60827 06, 
123.15 |0.39474 38563 8/26719.59631 53795 6909 À 66.45 |o.91879 12101 44898] 9.096321 68317 5ä| 
123.30 |0.39874 90089 25246|9.60069 06819 9343 | 66.30. 91706 00743 85124| 9.062390 77861 8h 
123.45 |o.40274 66898 5873719.60503 19796 7602 | 66.15 |0.91531 14791 19447 SOLE 8908 qi 
124.00 |0.40673 66430 75300|9.60931 32909 4020 | 66.00 |0.91354 54576 42601| 9.096073 01625 8g 
U24.15 |o.4rogr 88526 1347719.61354 46380 8154 | 65.45 |0.91176 20435 77089! 9.959988 15086 7x 
124.30 |o.41469 32426 56239|9.61772 69586 71065 | 65.30 |0.90906 12708 56543| 9.935902 29085 82 
124.45 [0.418665 97375 3742019.62196 11968 4516 | 65.15 |o.90814 31738 25081 0 O6BS 13228 6o}| 
[25.00 [0.422061 82617 40699|9.62594 82594 0315 À 65.00 |0.90630 57870 36650| 9.965727 67114 | 


OHISRON OS 


: ue 0.426006 87399 01458|9.62998 90200 1791 | 64.45 |0.90445 1454 54368| 9.956038 50338 10! 
425.30 |0.43051 10968 08295|9.63398 43502 6242 À 64.30 |o.90258 52843 49861 0.095548 82485 5à 
125.45 |0.43444 52574 0441719.63793 50606 3514 | 64.15 |0.90069 82393 23588 Doc 0310 80 : 
1 26.00 |0.43837 11467 89077|9.64184 19615 2863 À 64.00 |o.89879 40462 99167| 9.95366 01869 iè | 
' 2 0.44228 86902 19001|9.64570 58341 5079 À 63.45 |o.80687 27415 32688] 9.095273 08247 98 
426.30 |o 44619 78131 09809/9.64992 74374 0309 | 63.30 [0.894093 43616 02025 0.951709 11834 98] 
126.45 0.45009 84410 37435|9.60330 75087 1710 À 63.15 AP Rae NE 11137 Re ne. 4 
1127-00 0.453099 04997 395471965704 67648 5299 E 63.00 |o.89100 65241 88365| 9.94988 08840 Go 
he 0.45787 39191 16957|9.66074 59026 5972 | 62.45 |o.80901 71414 85736 9-94801 01348 5ni 
127.30 |o.46174 86132 35034|0.66440 55998 0202 | 62.30 |o.887o1 08331 78222| 9. 89239 58) 
27.45 |o.46501 45203 2511119.66802 65154 5353 | 62.15 88/08 76374 G3042 UE E 00! 
: 28.00 |0.46947 15627 8589119.67160 92909 5951 | 62.00 |0.88294 75928 58927| 9.094593 49268 98) 
1128.15 |0.47331 96671 84843 9-67515 45504 6912 } 61.45 588089 07382 05385| 9.094492 20437 84) 
128.30 |0.47715 87602 5960919.67866 29015 4139 | 61 30 |o.87881 71126 61065! 9.943809 85050 78 :| 
: 23.45 |o.48098 87689 ee 9:68213 49357 2254 À 61.15 |o.87672 65557 07208 D ae 42604 36) 
129.00 |0.48400 90202 46337|9.68557 12291 0054 | 61.00 |o.87461 97071 39396! 9.094181 92587 46! 
| Se LT nee ue 9-68897 23428 3476 | 60.45 |o.87249 booo 72797| 9.94076 34481 4 
129.30 [0.409242 35601 03467|9.60233 88236 6248 | 60.30 |o.87035 56069 3 -03969 67758 531 
H29.45 |o.49621 65036 75208]9.69567 12043 8578 | Go. 15 S St8to 88144 BOT 0 93867 01884 gr. 
{30.00 |0.50000 00000 00000|9.69897 00043 3602 [ 60.00 |0.86602 54037 84439| 9.937538 06316 9 
30.15 0.560377 39770 45526|9.70223 57298 2067 1 09.49 0.860383 55052 0430 9.930643 10503 68 
: PGO 0.560753 83629 Go704|9.70546 88745 5072 | 59.30 |o.86162 91604 41526| 9.093532 03885 31.1} 
n 30.45 0.911209 30860 77092]9.70806 99200 5123 | 59.15 |o.85940 dn 15 01453| 9.093419 85803 63)| 
931.00 |0.51503 80749 10054]9.71183 93360 5499 | 59.00 |o 85716 73007 o2112 0 9330Ù 55081 
31.15. 0.518677 32961 6o521|9.71497 75808 8030 | 58.45 [0.856491 18700 72947] 9.93192 13474 14 
| He 0.022409 85647 15949/9.71808 61017 9397 À 58.30 [0.865264 01643 B4o92| 9.930760 57866 Hi) 
: À 45 Re nan 51870|9.72116 23353 5965 À 58.15 |o.85035 22249 95503| 9.920909 88624 of 
ï Age ORa te 92642 33205|9.72420 97077 7271 E 58.00 |o 84804 80961 56426| 9.092842 04835 10: 
"| I 0.533601 45159 19612 9-72722 70351 8188 | 57.45 |o.84572 78217 03973| 9 92723 06177 0: 
| ee DATA 96083 dei 9.783021 65239 9002 | 57.30 |o.84330 14498 12886| 9.92602 91918 28! 
Et SRI EE 44713 67994|9.73317 65711 9604 À 57.15 |o.84103 90129 64303| 9.092481 61417 22: 
| Re Ur 3 90350 15027|9.73610 87645 9135 À 57.00 |o.83867 05679 45424| 9.092350 14022 831 
: us ne 2 se 19914|9.73901 28831 2531 À 56.45 |o.83628 61558 47760! 9.092235 {9073 92 
| D Le RE ne Aa 9.74188 94a7: 2528 | 56.30 |0.83388 58220 67168| 9.92110 65899 17 
ju ve 7 02330 10602|9.74473 85 Gorr À 56.15 lo.83146 96123 02545 9.919084. 638,6 où 
-00 [0.959919 29034 7074719.74756 16512 8727 À 56.00 0.820903 75725 55042 DROAE ( 


pre re re 95069|9.75035 78912 8829 55.45 |0.82658 97491 27189! 9.91729 oo151 xë 
; SE me fo 4 À A0 9-79312 80268 9774 6080 0.82412 61886 22016 9.915099 37101 27 
15e 020900 61363 À AD 23890 2242 | 55.15 |o.82164 69370 42164| 9.91408 52410 80, 
ER TE 2 104619.75859 13013 5406 B,55.00 [0.810915 20442. 88002! 9:91336 45194248 


| 


f 


TABLE HL. 255 


Les DEN DIRES IE ES ET tre MURAT De CPE 


}Arc. Sinus. Log-Sinus. Arc. Sinus. Log-Sinus. 


\ 


ee 


Boo’ |0.57357 64363 51046/9.75859 13013 5406 | 55000’ |o.81915 20442 88902| 9.91336 45194 2486|À 
15 |0o.57714 51900 3723419.76128 50805 7353 | 54.45 81664 15551 61679| 9.91203 14724 13351} 
30 |o.58070 29557 1094019.76305 40365 4769 | 54.30 |o.81411 55183 56319] 9.91068 60331 7566!|k 
545 |o.58424 96656 3743419.76659 84725 2025 | 54.15 |o.81157 309819 65012! 9.90932 81156 5285|À 
Goo |0.58778 b2522 92473|9.76921 86852 9506 | 54.00 |o.8o901 69943 74947| 9.907995 76445 8597 
6:15 |o.59130 096483 6358219.77181 49654 1364 | 53.45 |0.80644 46042 67483| 9.90657 45404 94656|$ 
16:30 |0.59482 27867 5134119.77436 12975 2607 | 53.30 |0.80385 68606 17217| 9.90517 87226 5581|k 
16:45 |0.59832 46005 70659|9.77693 638595 5686 | 53.15 |o.80125 38126 g1061| 9.090377 01090 8127|È 
7:00 |o.6o181 50231 6204819.77946 30248 6401 | 53.00 [0.709863 55100 47293! 9.902384 86164 9534|} 
#7:19 |0.60529 39880 428 .78196 63603 93 52.45 |o.79000 20025 34622| 9.090091 41603 r134|| 
730 ue Gin A Ar 71278 3089 He 0. 10335 33402 91235 M 66546 o810|} 
17 5 o.61221 72800 34440|9.78690 55835 3919 52.15 |0.79068 95737 43843| 9.809800 6o121 0548|| 

00 |0.61566 14753 25658|9.78934 19787 0607 | 52.00 [0.178801 07636 06722| 9.896053 21441 3054|8 
8.15 |o.61909 39493 0983419.79179 65594 7385 | 51.45 [0.718531 60308 50745] 9.89004 49606 3657|k 
8.30 Mes 18306 Pa PRE ne 00 ES SBLÉo 87568 Doi 9.809394 43700 8847|k 
15:45 |0.62592 34721 84059|9.79052 12379 3908 À 51.15 [0.770988 44830 92882| 9.89203 02795 2301|$ 
19-00 |0.62932 03910 4983719.79887 18035 5449 | 51.00 |o.77714 59614 56971] 9.89050 25944 7926|E 


© 


10.15 0.63270 53285 62516|9.80120 14920 4656 | 50.45 |o.77430 26440 82186| 9 

19:30 |o.63607 82202 7776419.80351 05253 1226 | 50.30 [0.797162 45833 85720| 9. 

19.45 |0.63943 poor? 80585 RSR 91221 2709 | 50.15 |o.70884 18320 73460| 9. 7004 : 
fo:oo |0.64278 76090 86539|19.80806 74967 5243 | 50.00 |0.76604 44431 18978] 9.88425 39665 5351 
10.15 |o.64612 39706 42064|9.81031 58593 3976 | 49.45 |o.76323 24607 82520] 9.882065 68380 4223|f 
10:30 |0.6/4944 80/83 3018419.81254 44160 3118 | 49.30 |o.76040 59656 00031| 9.88104 55153 699 
Ho:40 |0.65275 97524 6272319.81475 33690 5538 | 49.15 |o.75756 49843 84050| 9.879041 96926 1645 
fioo |0.65605 90289 g0507|9.81694 29168 3225 | 49.00 |o.75470 95802 22772] 9.87777 98029 2565]|f 
11.15 |o.65934 58151 00069|9.81911 32540 4471 | 48.45 |o.75183 98074 78977| 9.876012 53164 7059 
11.30 |o.66262 00482 15738|9.82126 45717 1779 48.30 |0.74895 57207 89002| 9.87445 61424 1850|k 
11.45 |0.66588 16660 0083419.82339 70574 4500 | 48.15 [0.746085 73750 61700| 9.87277 22278 9420] 
12-00 |o.66913 06063 5885819.82551 08951 7436 | 48.00 |0.74314 48254 77394| 9.87107 34581 4351|] 
2.19 |0.67236 68074 34668|9.82760 62655 8868 | 47.45 |o.74021 81274 86832| 9.860930 97164 9418 
2 30 |0.67559 02076 15660|9.82968 33460 3618 | 47.30 |o.73727 73308 10124| 9.806763 06843 1134} 
12:45 |0.67880 07455 52942|9.83174 23106 3545 | 47.15 |0.73432 25094 35686| 9.86588 68/09 8719 
8:00 |0.68199 83600 62/499|9.83378 33303 5054 | 47.00 [0.793135 37016 19171] 9.86412 74638 3939|k 
13:15 |0.68518 29903 26359|9.83580 65730 6302 | 46.45 |0.72837 00698 82400| 9.86235 26281 2903|} 
13.30 |0.68835 45756 0375419.83781 22036 4207 | 46.30 |o.72537 43710 12288| 9.865056 22069 806:|À 
13:45 |o.69151 30557 82269/9.83980 03840 1249 | 46.15 |0.72236 39050 59756| 9.85875 6Go713 7384|8 


l4.00 0.609465 83704 58997|9.84177 12732 2059 46.00 0.71933 90003 38051| 9.85693 40900 370o1|À 

4.15 |0.6 04598 41680|0.84372 50274 9809 | 45.45 |o.71630 19434 24654| 9.855009 61294 6024 

Fe 2 9891 0. 84566 18003 2841 | 45.30 [0.171325 04491 54182| 9.85324 20538 1683|k 
B6060 9.84758 17424 907) 45.15 |o.71018 53756 23285| 9.85137 17249 1927 


15.00 o.70o710 67811 86548]9.8/4948 5oo21 6801 | 45.00 |o.7o7io 67811 86548 9-84948 5oo21 6801 
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TABLE IV. 


© 
©. © 
© © 


‘© © © ww] © wo ©. wo | &w © co 
SO do Cor: 0; do" OL Sa 


© © © 
©. © © 


O0 00 Œisi 51 © Où Or OUEN Co GI D D mt 1m 


© © 
© © 


10.30 


l tang (45° + 2 @). 


.00000 00000 00 
-00872 67670 24 
-01745 41786 84 
.02618 29298 67 
-03491 38 s 

.04364 70831 4 


79 6 


ee 


Où O10:0, 0 1HO%OTOS 010 10© 


05238 38165 67 | 
.06112 45506 73 
06086 99494 31 
.07862 06805 e° 
00737 74359 


2 


Où ©: Où o- lo éd O5 010: C1 2: 0 


00614 08736 36 
.10491 16782 91 
11369 05314 40 
.12247 81176 29 
«13127 51250 63 
.14008 22451 78 
.14890 01736 23 
Fee 96101 91 


57 12991 73 


17942 58296 52 
.18429 40357 97 
.19317 65971 ce 

.20207 42389 07 

.-21098 76025 52 

-21991 76953 97 


© © © O10:l ©: Où oi Où © 


© © © © © 


.22886 f9917 49 
23783 03327 97 
24081 44770 43 
.29581 81906 42 
«26484 22477 61 
27388 74309 34 
28209 45314 34 
29204 43406 51 
.30115 7604 80 
-31029 53887 20 


aa 


.31945 82594 81 
ET 


64 71486 05 


.33786 29081 o1 
.34710 64015 8 
356 


37 85047 25 


TABLE IV. 


troisièmes, quatrièmes et Cinquièmes. 


Dif, [. 


872 67570 24 


872 74216 6o 
872 07911 63 
873 07461 02 
873 34071 77 
873 67354 21 
874 07321 06 
84 53087 58 
875 07371 64 
875 67403 67 
876 34370 74 


= mr + 


877 08046 55 
877 88531 49 
878 75862 59 
879 70073 64 
880 71201 15 


ns: 70284 45 


882 94365 68 
884 16459 82 
885 45704 79 
886 82061 45 


[888 25613 65. 


889 76418 35 
89t 34535 55 
893 00028 45 
894 72963 52 


806 53410 48 


898 41442 46 
900 37135 99 
902 40571 19 


904 51831 73. 


906 71005 00 
908 98182 17 
911 33458 29 
913 76932 40 
__916 28707 61 


918 68891 24 


921 57594 00 
924 34934 80 
027 21031 44 


930 16010 20 


IL. 


6646 36 
13209 35 
19919 1 
20610 7 
33282 44 
39966 65 


7 46666 52 | 


53384 06 
Gor22 03 
66883 07 
73669 81 


80484 94 | 


87331 10 

94211 08 
1 O1127 O1 
1 08083 30 
1 15081 23 
1 22124 14 
1 20214 
1 30356 66 
1 43552 20 
1 50804 70 
1 58117 20 
1 65492 90 
1 72035 07 


1 63031 08 
1 05693 53 
2 03435 20 
2 11260 54 
2 19173 27 
2 271797 1 
2 34276 d 
2 43474 11 
2 5179799 21 
2 60153 63 
2 68703 72 
2 77339 64 
> 8600ù 64 
2 94978 76 
3 03991 12 


1 6046 96 | 


||Valeurs de log=tang (45° + 1 ®) pour tous les angles @ de 30 en 30 minutes, depuis 
jusqu'à 90°, calculées à douze décimales, avec leurs différences premières , secondes 


IL. 


6648 # 


6653 
6661 $ 
6671 69 
6684 41 
6699 67 
6717 54 
6737 97 
6761 04 
6786 74 


6815 13 | 
"6846 16 | 


6879 95 
GorË 46 
6955 79 


6997 93 


7042 9 


2 
sh y) 


| 
c 


| 


l'tang (45° +30). 


> —— 


0.390637 85047 25 
36568 01027 45 
-87901 21058 77 
.30437 54198 72 
39377 ste 16 
40319 07191 61 


(= ee JO 


0.41266 26062 72 


0.42216 06119 97 
0.43169 47267 40 
d'Etra8 59578 04 
0.450867 53299 52 


0.46052 38861 17 


0.47021 26880 42 
0.470994 28169 83 
o-4097: 53744 28. 
0.499953 x 

0.509309 22864 3 

dcr 89520 Ÿ 

0.520925 20606 93 
53925 46539 42 
54930 61443 34 
0.565940 84065 51 
.56956 27333 48 
57977 04455 61 
.59003 28931 70. 
.60035 14563 94 


©. © 


[e] 


OIOQ © © 


.61092 75468 36 


0.62116 26086 81 

.63165 81199 3 
64221 55937 1è 
0.65283 65797 20 


© © 


0.66352 26653 80 


0.67427 54776 27 
68309 66842 OI 
0.609598 7997 5o 
EEE 66 30 
0.717986 79979 72 
.72910 03370 05 
.74029 00835 43 
.72155 91871 27 
.76290 96520 67 


+ 


© © © 010 © © © 


7744 35388 4o 
7 


586 29665 44 
29747 01153 78 
80916 72292 47 
0.820095 6618571 


0.83284 06628 6 


0.684482 18143 9 
0.856090 26007 63 
0.86908 56285 8; 


0:.| 0.88137 35870 19 


, El. 


3 14928 40 


TABLE 1V. 
Dif, I. IT. 
930 16010 20 ‘3 03991 12 
95 20001 ke 3 13138 63 
36 3313 3 22426 4 
430 55560 2 3 31860 e 
Df2 87426 45 | :3 Gr444 66 
946 20871 11 3 51186 14 
949 80057 25 3 6Gro90 24 
093 41147 49 3 71103 09 
997 12310 58 3 81410 90 
960 93721 48 3 91040 17 
064 85561 65 4 02457 60 
968 88019 25 4 13270 16 | 
073 01289 41 4 24285 04 
977 25974 45 | 4 35509 67 
991 Gro84 12 4 46951 87 
986 08035 09 4 58619 63 
990 66655 62 4 70521 30 | 
995 37176 92 4 82665 57 
1000 19842 49 4 950671 43 
‘1005 14903 g2 5 07718 25 
1010 22022 17 5 20645 80 
1015 4326 5 33854 16 
1020 las 73 | 5 47353 06 
1026 24476 og 5 61156 15 
1031 85632 24 5 75272 18 
1037 600904. 42 5 89714 03 
1043 50618 45 | 6 04494 13 
1049 55112 58 6 19025 49 
1099 74738 07 6 35121 67. 
1062 09859 74 | 6 200 86 
1068 60856 60 6 67265 87 
1075 28122 47 |. 6 83944 17 
1082 12066 64 7 01047 9 
1089 13114 59 | 7 186q4 21 
1006 31708 80 - | 7 36600 62 
1103 68309 42 |: 7 55085 81 
1111 23395 23 | 7 74069 25 
1118 97404 48 7 939571 36 
1126 91035 84 8 13613 56 
1135 04649 40 8 34218 33 
1143 38867 73 | 8 55409 31 | 
1151 94277 04 | 8 711 30 |. 
1160 1488 34 8 99650 35 
“1169 71138 69 9: 22753 95 
1178 93892 64 |: 9 46550 94 
1108 40443 58 9 71071 71 


11098 11915 29 
1208 07863 65 

1218 30278 24 - 

1228 70584 32 

-1230 56644 73 


10 22414 59 | 26891: 49: 
“10 49806 08 2 CES 
10 77060 41 28056 88: |! 


“A1 66717120 * 


15 Harpe 
7 


III. 
g144 51 
9287 86 
9433 52 
9584 65 
9741 48 

9904 10 
10072 89 
10247 61 


10429 27 À 


10617 43 
10812 56 


11014 88 |. 


11224 63 
11442 20 


11001 


—— 2 ———————— 


12144 27 | 


12395 86 
12656 82 
12927 55 
13208 36. 


13499 80 | 


13802 19 
14116 03 
14441 85 
14780 10 


© 15137 36. |: 


15496 18 
15875 19 
16509 ot 


1667: 30. 


19103 78 


: 19546 26 
18006 41 
18485 19* 


18983 TE 


19902 11: 
20042 20: 
20604 17 
21190 90 
- 21001 99 
22439 05 
: 23103 Go 
23796 99 


+ 24520 1 s | 


25276 


29606 40 À 


- 9 96348 36 |: 26066 53. |: 
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log 


© ©001000000 


O 
I 


I 
Ï 
I 
J 


I 


.16954 47907 Gr 


I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
1 
I 


I 
Li 
I 
I 
I 


J 
I 
-I 
I 


Ft ef be ef be 


.88137 35870 19 
.89376 92514 92 
.90627 54876 
.91889 52597 
93163 16147 54 
LoAAGB 77272 0 

.09746 68645 22 


I 


1 
I 
I 
1. 
I 
1.33454 46628 39 
I 

1 

ra 


I 


_1.61489 09161 73 


tang (45° +5). 


ès 


.97057 24115 26 
.99380 29727 39 
.0971 0 
101068 31880 83 
.02433 07046 93 
.03812 34712 00 
.0b206 56867 70 
.06616 17106 06 
.08041 60719 49 
.00483 34788 65 
.10941 88281 28 
.12417 72156 98 
.13911 39479 36 
.15423 45536 09 


a 


.18505 06905 20 
.20075 85119 27 
.21667 48178 82 
.23280 64623 03 
.24916 06146 15 
-26074 47706 97 
.28256 Soins 23 


20963 49799 48 
.31695 78969 25 


.35240 48166 74 
.37054 83961 Go 
.30808 59688 75 
-{o772 BbnoS 10 
.42678 82466 40 
-44617 70983 97 
.46590 83325 03° 
48590 58161 53 
.5o645 42373 32 
.52729 g1712 23 
54854 71534 no 
97021 67611 60 
59232 37024 42 


63703 86825 30. 
.66148 97400 10 
-608556 84558 98 
-71020 09158 67 


-73941 51626 69 


DIR T 


128 


2463 245 
2021 424 


1239 56644 73 
1250 62362 02 
1261 97680 75 
1273 63589 39 
1295 61125 20 

12097 91372 46 

1310 55470 04 

1323 54612 13 

1336 90092 31 

1350 63107 13 

1364 75160 10 

1370 27665 87 

1304 RU e 
60238 36 
43613 43 

1441 74069 16 

1458 53492 63 

1475 83875 7o 

1403 67322 38 

1512 06056 73 

1531 02431 2 

1550 58037 5 

1570 Sun E 

1591 63059 55 

1613 16444 21 

1635 41523 12 

1658 41650 82 

1682 20397 26 

1706 81565 25 

1732 2020 

1258 67659 # 

1786 01538 35 

1014 35794 86 

1843 79727 15 

1874 27016 35 

1905 9761 30 

1938 88517 5 

8 19344 06 

2008 74836 5o 

2045 84211 79 

2084 49338 91 

2124 70822 

2166 ÉGo76 47 

2210 70412 02 

2256 2189 à 
2304 77663 57 : 
2355 10639 80. 
2407 87093 88 
ee 

02 


2982 61966 58. 


TABLE IV. 


IT. 


11 05717 29 
11 35310 73 
11 65909 10 
11 979395 35 
12 30247 20 
12 64097 56 
12 09142 © 
13 me 18 
13 73054 82 
14 12052 97 
14 52505 77 
14 94489 03 
15 36083 46 
15 83375 07 
16 30455 73 
16 79423 47 
17 30383 07 
17 83446 638 
18 38734 35 
18 06374 
19 6506 Fe 


20 19276 48 
20 84845 48 
21 53384 66 
22 25076 91 
PÉTER 
23 78746 44 
24 61167 29 
25 47644 52 
26 38449 37 
27 33879 21 
28 34256 51 
20 39932 2 
30 51289 
31 68744 95 
32 92756 27 
34 23823 49 
35 62495 44 
37 09375 2 
38 EE s 
40 LS 0RGEE 
42 06254 33 
43 93336 12 
45 92724 3 
48 05526 2 
_5o 32976 23 
52 16454 08 
55 37505 81 
58 17868 33 
Gr 19498 56 
64 44607 52 


IT. 


20601 44 
30590 37 
31626 25 
32711 93 
33850 28 
35044 53 


36298 09 55. 


37614 64 
38998 15 
4o4b2 8o 
41983 26 


7 4359 43 | 1697 18. 


4529r 61 
ba 66 
45967 74 
50959 6o 


53063 61 


55287 67 


57640 44 
Gor13r1 28 


62770 41 


1 00377 30 


Ho8008 18 


1 11306 gt 
1 17455 75 


1 24011 32 


1 31007 22 


1 38671 se 
1 46879 65 
1 55761 83 
1 65356 44 
HOTTE 
1 87081 79 
1 99388 27 
2 12801 87 


2 27449 

2 43477 84 
2 Gio5t 73 
2 80362 52 
3 01630 23 
3 25108 96 
3 51093 71 


65569 00 


11311 02 
12306 48 
13413 6o 
14648 10 
16027 88 
17973 88 
19310 79 
Ro 
23476 73 
re 75 

28 


©. 


log tang (45°+ +9). 


1. 
# 
1. 
1, 
É, 
F. 
E, 
I 
re 
1. 
2 
2 
à 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

+12: 
2; 
2: 
54: 
2 
2 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
3 
3: 


5. 


2.725004 18019 
| Hadbaroe 9057 
8 


73541 51626 69 
76124 135093 27 
78771 20107 37 
81406 22442 no 
84273 00347 ot 
1.871355 65893 02 

0078 66906 46 
van Th 8 


6225 
of 4286 33 


.02798 94218 00 


.06186 83152 91 
09732 39907 20 
.13404 30420 19 
17212 182006 29 
.21166 80791 80 


.25280 27044 26 
.209566 20607 45 
.34040 06925 28 
.38719 47201 18 


43624 60537 16 


48778 76890 32 


209 04360 61 


947 15731 21 
ee037 Gr275 5 
É 


840 8655 


.-94870 62390 N 
.03505 77509 
13130 19319 Bt: 


3.236178 25218 81 
135467 


35124 07 


Di. I. 


2582 61966 58 
2647 06574 to 
2719 02270 33 
2786 77904 31 
2062 65546 o1 


2943 01007 44 


3028 24373 È 
3118 806065 
3215 bas 18 
3318 01652 68 
3427 88934 91 
3545 56814 29 
3671 90452 99 
3807 87876 10 
3954 62495 51 
4113 AnaS 46202 46 
4285 03503 19 
jar 00317 83 
ne 40275 9o 
13335 08 
10e 16353 6 


5430 27470 29 


5738 11370 “ 
6083 45544 3 
6473 56744 6 


6917 72559 57 


2] 427 99976 a 
8020 15034 
8715 75115 17 
9944 35809 70 
10548 10548 11908 20 
11789 09905 26 
13362 60333 76 


18830 01457 83115423 32119 41 


43451 49799 36 


_[Inf. logarithmique. 


3.604253 33573 24|18239 13838 74 
3.82492 47411 98/22320 06774 85 
|4.04812 54186 83|28 

.14.33585 19194 43 Lob4 
14.74134 87603 65169316 62195 71 


72 65007 601 
68409 22/2 


- TABLE:IV. 


IT. 


64 44607 52 


67 99701 23 
71 75028 98 
75 07641 7o 
80 35461 43 
85 23366 17 


90 56292 16 


96 39999 71 
102 81027 20 


109 87282 23 


117 67879 38 38 


126 33638 no 
135 97423 ki 
146 7461 
158 Jose 08 
172 47310 »3 
187 02754 64 
205 53958 07 
Re 713060 08 
21 03017 18 
__276 11117 19 
ee 307 83900 31 
349 34173 pe 
390 111 
nt LS 51 
__$10 23417 
_ Do2 1985 >: 
695 59280 57 
828 60694 53 
1003 76093 50 
_1240 98002 06 
1573 56428 50 
2000 65781 65 
2815 81723 33 
4080 92936 11 
6452 58232 75 


28166 


93786 49 


17 61203 43 


II]. 


3 51093 71 


3 79927 79 
4 12012 72 
4 47819 73 
4 67904 74 
5 __ 5 32925 g 99 
5 77 5 83667 5: 55 
6 41067 49 
7 06255 03 
7 80597 15 
___ 8 65759 32 
9 63784 4 
10 77196 30 
12 09137 54 
13 63553 n8 


15 45443 91 


20 19102 OI 
23 29097 10 
27 08099 OÙ 
___ 81 72765 18 
7 37 50273 47 
44 77025 90 
a 04615 53 

Gor 84 
81 91 quo 33 

103 39422 8 

133 07413 ja 

175 15308 97 

237 21908 9 

__332 58426 44 

- 487 09353 15 

7955 rt 68 
1265 11212 78] 1 

2371 65296 64 

5324 45188 8 87|11 


m7 03401 62|16989 90384 87 


259 


IV. \'ét 
28834 04| 3250 93 
32084 97 3722 04 
35807 o1 4278 00 
4008 ot 4936 24|| 
45o21 25 5720 31 
5o741 56| 6658 38 
573 7 7787 60 
Gb di] 0154 58 
714342 12| 10820 o5 
00162 17| 12862 92|| 
98025 o9| 15386 80 
1 13411 89| 10929 35 
1 31941 24| 22479 oo! 
I 54016 24| 27473 89 
1 91690 13| 33869 39] 
2 ré 9 52] 42139 o€ oë 
2 57808 58| 52956 51|} 
3 1 pe 5 09! 67287 76 
3 78142 85| ,8 5e 38|| 
4 61683 23|1 12807 06 


___ 5 77490 29/1 49262 14 
7 26752 43|2 00837 50 


9 2798 
12 02 08 
15 88838 4 
21 __21 42982 2 
29 29 6199 1-07 
4 13 85 OI 
2 06509 59 
œ 36517 88 
__194 50926 71 


268 06588 53 


509 29271 10 
106 54083 86 
ee 19972 23 
11665 45216 00 


93/2 75306 08 
01/3 05892 48 


S 94144 07 
8 19008 51 


260 


TABLE V. 


| 
Logarithmes à 19 décimales pour tous les nombres impairs de 1163 à 15071, et pour} 
. tous les nombres premiers de 1501 à 10000. 


TABLE V. 


Nota. Cette. Table fait suite aux logarithmes à 20. décimales des Tables de Gardiner, édit. DA 
Elle est extraite des grandes Tables du Cadastre, déposées au Bureau des Longitudes, et dont la notic 


se trouve dans le tome V des Mémoires de l’Institut. 


102087 


Logarithmes. 


l'o655 ons 28448 fr id l 
06632 59253 62037 769 | ee 

| ë 18 | 12/47 
| 1249 
06855 68950 72363 1299 À 
06920 8o121 15520 2447 

07003 78666 07755 64 l 
Ü1628 43434 6816 À 

07151 38050 95089 1354 À 
1161 | 07224 96976 13514 7991 | 
71183 | 07298 47446 27930 3691 | 
bn Gsor À 

07445 07189 54591 2204 À 
ë 18691 5816 À 

07991 17614 82777 5032 | 
07664 04436 50341 8 2 | 12 


06707 08560 15370 
06781 45111 Gr840 1107 


07371 83503 4 
07918 1094 


07736 59052 84156 4 


07809 41504 06410 GES 
07881 91830 98848 6760 | 


| Nomb. 


1243 


1291 


| 1203. 


1255 
1257 
1259 
1261 


_07054 3 30074 02906 0489 | : 


“08026 56273 30844 7438 | 
08098 70409 10887 BA 


08170 72700 97349 214 
08242 6 


08457 62779 34330 
08529 06782 30064 228 
08600 37056 18381 Ne 


08671 56639 44882 4749 À : 
“08742 64670 36285 4633 | 
08813 60887 00551 2710 À 


08884 45627 27004 2409 
08955 18828 86454 0850 


_1231 | 09025 80529 31316 3078 | 
71233 | 09006 30765 095731 6432 À 
09166 Re 05684 5355 | 


09236 96996 29120 6536 
09307 13003 7 


3008 bo771 88062 | 
08314 41431 _43052 2453 L 
08386 08008 66572 9742 9742 | 


10063 4583 | 
au ee 98729 22 


Logarithmes. 


09447 11286 41644 is 


00516 93514 31755 1459 
60586 ô 


09656 24383 74135 5120 


oe 73096 pe pa ae 9991 À 
9705 10709 94149 9908 | 
oobt 2 0441 | 
po] 1472 | 


4 37258 1 
09033 52776 sl 
10002 57301 07002 5975 


_10071 50865 73081 CH - 


710822 66563 2 D rt HS | 


10800 31276 


1122 


11203 09760 840 
11300 De 3027 8800 


11427 72965 6158 G1586 7 | 


11494 Mn np 12584. ( rer 


11501 05116 74209 7 
11627 55875 Bo514 fé 


11693 96465 50755 8000 
de 26916 90084 2777 


11920” 47260 80 89479 3435 | 


11892 b7628 2 710 6738 
ù 


11958 57749 617 
12024 11088 46365 ". 


12090 Re 2041 | 


PE, J8b4a 6135 | 


12807 60126 68715 356) 
12936 


13385 


313 3420 à 
10097 85469 01386 6846 | 
11029 29173 3403 0241 } 
_11092 62422 66420 3088 | 
He 85248 80394 0381 | 
g7EÛ 17270 6323 } 

40 0814 | 


1] 


| 


Logarithmes. 


121955 oBkl 87500 en | 

E- v] 
h 1 
LÉ 


01404 13859 | 


12657 00594 026} 
14072 61984 3688 
05770 12008 74} 
87778 51598 ce) 


12872 22843 38/26 : de] 


13001 


13065: 


13129 22 Ta 9 
13103 9298 2 10424 34} 
13289 08476 59737 060 
13321 LS 32404 311} 

1252 03334 690} 


; ne Mol ET | 
73 |13767 09372 36755 111} 
y [13030 260961 66281 455} 
[13803 39402 569 Fe 6774 


13026 42661 T5è oo 
14019 36785 TG 284] 


14082 21801 00310 582] 


14144 97734 00467 308) 
14207 81610 73284 862] 
14270 22457 37615 573, 
14332 14332 71299 9 92046 410 fro| 
14395 11164 23963 3063 480, 
14487 42076 09616 2 
ro M 14181 de 
14581 77144 91827 028] 
14643 81352 Br14 PE 


Logarithmes. Nomb 
14705 76710 28359 9128 À 1911 
14767 63242 41008 6977 À 1523 
14929 40974 34745 7022 À 153r 
14891 09931 09396 4271 | 1543 
140992 70137 54347 8324 1549 
19014 21618 48558 6114 À 1553 
19075 64398 60309 0404 | 1559 
15136 98502 47460 4044 À 1567 
15198 23954 57474 0045 À 1571 
19209 40779 27409 7488 À 1579 
19320 49000 84284 3325 | 1583 
15381 18643 44529 0084 À 1597 
15442 39731 14646 9530 À 1601 
19503 22287 90970 2303 À 1607 
19563 96337 Me 355 À 1609 
15624 61903 97344 4760 À 1613 
19685 19010 70011 1300 À 1619 
10745 67681 34225 6591 À 1621 

| 15806 07939 36605 1948 À 1627 
19866 39808 13989 3015 À 1637 
15926 63310 93494 2033 | 165 
15986 78470 ad 6618 | 1663 
16046 85311 19037 4711 À 1667 
16106 83854 71174 5842 | 1669 
10166 74124 37735 8736 À 1693 
16226 56142 098021 5291 À 16 
16286 29933 21026 0038 Pan 
16345 AE 69990 1441 | 1709 
16405 52918 93451 6141 | 1721 
16465 02159 34296 7697 | 1723 
16524 43261 25310 8330 À 1733 
16983 76246 90128 2610 À 1741 
16643 01138 43282 6822 À 1547 
16702 170957 90256 4920 | 1753 
16761 26727 27530 1111 | 1759 
10826 27468 42630 9101 À 1777 
16879 20203 14181 7998 À 1783 
16938 04953 11949 4058 À 1787 
10996 81739 d6bos 4532 À 1789 
17095 50585 21208 4794 À 1801 
17114 11510 28382 0254 À 1811 
17172 64536 53231 1574 À 1823 
17231 00685 21954 2134 À 1831 
17289 406977 52176 1462 À 1847 
19347 70434 52094 5541 À 1861 
17405 98077 25025 4050 À 1867 
17464 11926 60448 4529 À 1857 
19022 18003 43052 3515 | 1873 
19980 16328 48279 4666 À 1877 
17638 06922 43270 3895 À 1879 


17926 44643 39025 3697 
18269 99033 36042 5568 
18497 51906 98261 0274 
18036 59260 63148 2676 
19005 14177 59206 0026 
19117 14557 28558 5244 
19284 61101 88841 6808 
19506 89964 68590 1309 
10617 61850 39973 3305 
19938 21300 09294 2325 
19948 09148 62355 9115 
20330 49161 38482 9323 
20439 13319 19299 7330 
20601 58:67 63344 5362 
20655 60/40 99029 5408 
20763 43673 88961 5206 
20024 68487 53373 7368 
20978 30148 46514 9447 
21138 75529 36858 7870 
21404 86704 11941 4394 
210932 25084 19336 5421 
22089 22492 10919 2397 
22193 55998 28005 3246 
22245 63366 79246 rit 
22865 69581 08935 2423 
22008 18423 17075 7974. 
re 33758 Écoie fr 
23274 20627 20736 8346 
23578 08703 27560 2593 
23628 52774 48028 4915 
23879 85627 13917 0009 
24079 87711 17331 


2026 
24229 29049 82930 9396 
24378 19160 93794 9323 
24526 58394 57461 2613 
24968 74278 05301 5254 
20115 13431 75354 Go1d 
25212 4525 05644 2368 
25261 03405 67372 9900 
2555137128 19533 3260 
25191 84503 14058 4056 
26078 66686 54976 3014 
26268 83443 01696 4710 
26646 68954 {o241 4075 
26974 63731 30767 o114 


oni14 43179 49078 3062 


27207 37879 00009 9190 
27253 77773 79237 3705 
27346 42726 21346 3154 
27392 Grbor 00525 6094 


ER SORUSET S PU ERREESESE EE 5 


TEFAL TER 


Nomb. 


1809 
1901 
1907 
1913 
1981 
1933 
1949 
1991 
1973 
1979 
1987 
1993 
1997 
1999 


2003 


2011 
2017 
2027 
2029 


2039 


2093 
2063 
2069 
2081 
2083 


208 

6 
2099 
21II 
2113 
2129 
2131 
2137 
2141 
2143 
2,153 
2161 
2179 


2203 


_31868 92690 47745 B660| 


261 


Logarithmes. 


28981 19391 17621 4340|k 
20025 72603 94518 0691|4 
20912 70602 62191 1870|# 
29044 57942 06306 2655|É 
29819 78671 09815 1505!|h 
29950 708 00/87 6o32|} 
30037 80048 70702 5603|À 
30081 27941 18116 0390|k 
30108 09492 93576 227414 


306085 37486 93008 7o91|À 
30728 20470 33345 0873|h 
30941 72257 78140 0007|ù 
31238 89493 70591 8735|À 
31449 92279 73101 56481f 
31976 04906 65734 Go r|f 
31827 20002 11620 9347 


31952 24490 65454 o03r0lÀ 
31993 84399 80308 5700|# 
32201 24389 82400 4375|h 
32448 82333 075056 3705|4 
32489 94970 52313 36554 
32817 56614 38322 5660|| 
32858 34/97 14201 9742|| 
32980 40221 64069 Ar14|# 
33061 66672 94438 32051|k 
33102 21710 41828 Gjor|# 


33304 40208 23487 1907|4 
33465 47608 83241 33181k 
33625 72302 46255 G213|k 
34301 44971 50767 Gr1/|À 
34380 23331 61655 03761] 
34498 14139 27257 


94641! 
34654 85585 48473 056)|! 
34966 59840 96629 68161 
35005 40935 79030 26561} 
35082 92735 92967 7382} 


35237 54950 00919 9849! 
35545 10201 26517 38781 


35583 44958 84935 97741} 
35659 94357 24970 8201|| 


35812 52852 70648 56Go!| 


= 


262 


EL INomb. 


[| 2287 
2203 
2207 

|| 2309 
2311 
2333 
2339 
2341 
2347 

| 2357 
2357 
2371 


37712 40423 46456 


032 
Fo16 


41647 
37226 39880 9743 


RER Lt RE Lo LT ED 


Logarithmes. 


35926 61646 06748 4858 
36040 40547 29938 8543 
36116 09951 99026 0737 
36342 39329 17176 3403 


TABLE V. 


Nomb. 


36359 99454 79109 3157 ‘à 


36701 47387 93752 6251 


36903 
360940 
37051 
37125 


02210 09153 0463 
14136 96624 3470 
30895 98592 5730 
26291 24939 3636 


37235 95825 24323 5034 


37493 15539 78188 
37602 91917 28180 


37675 93954 04879 


1529 
2699 
8631 


1122 


37821 61497 49877 

37894 26906 13437 3513 
38003 02479 67830 6251 
38219 72103 77453 6681 
38327 66504 05050 3677 


386085 65291 84724 3065 
38756 77794 17188 6082 
388603 39093 51789 1886 
39075 8PoBr 38717 1949 


39322 41163 61297 2858 
39392 60065 85836 9841 
39846 08/96 08223 2/03 


40157 28456 76445 9143 
21451 58254 2356 À 20 


40466 27008 73722 2253 
40534 63601 75708 8867 
40636 98354 Ga267 5167 
40671 

07280 26335 4522 
41145 
41346 
41380 


13421 37037 4903 
714129 85824 8130 
20167 69351 4828 
40791 00220 76095 


41780 
41846 70209 46600 4622 
08591 06068 1571 


39413 01348 2174 


19544 10277 5155 
83373 31567 0409 


11064 38941 2302 
7 38880 21372 839 

42704 83711 86932 6378 
42002 06726 71939 0034 


8861 


1'}e 04586 09790 0289 
40773 


38435 34141 37506 2053 4 


39216 91494 809736 0322 | 2857 


43790 


0 | 44544 85142 66049 


Logarithmes. 


42926 76664 33168 4560 | 
08022 23301 6062 | 
43023 63534 11510 4335 

28845 56516 6347 | 
43248 82557 70506 4158 | 


42959 
43120 


43312 


43632 


48917 
43980 


44575 98364 88631 
44669 24663 71527 


45009 50758 71602 328 
45224 65745 20437 
45285 qi 95852 


45377 08596 90442 1374 


46642 27224 33701 
46819 95860 72012 


47871 07 


590 
0466 
2307 | 
44731 31088 23568 2040 | 
44762 30977 60286 1236 
10980 ! 
2091 | 


45499 72173 09459 9885 | 
45591 02403 82743 0027 À 
ÿ 718578 05262 6426 | 
45924 16648 78082 0062 | 
46044 67838 80720 4883 | 
46194 84952 03761 8065 | 
46284 70358 31673 7255 | 
46374 37212 47059 1879 | 
46493 64291 21732 6772 | 
503 À 
652 | 
47026 34469 65078 4423 | 
47085 13245 26117 6377 | 
47173 16514 8001 o9o1 | 
47261 01975 96044 6380 À 
47290 260518 03664 0482 | 3407 
9 | 41607 64657 59527 1346 | 
He 50954 21855 6237 | 
55 12769 3156 ! 
47956 31130 23097 7336 ! 
490043 81471 77817 1025 À 


3391 


3037. 48244 47919 18265 2082 EF 


3067 


48301 64201 44132 1610 | 
| 48415 74243 65380 6867 | 
48586 3320) ê 
48671 50 


1334 640 


2485 doté | 


54394 39424 82906 44 


Logarithmes. 


| 
| 
+ 
48840 96889 03198 | 
48697 35247 26608 26/| 
48961 79083 01450 65) 


49262 07220 43191 8x} 
_494o1 93747 57143 76) 
49429 37686 65332 6aj] 
49651 45186 97745 oë8) 
50009 Q1919 15722 843 
50064 80633 71911 94) 
50092 22391 90300 Bo} 


181 | 50256 36691 07303 35|| 


50338 20634 73732 67 
50392 68041 93510 fil 
50555 69366 63821 76!| 
50036 97170 95504 0{| 
50745 10609 01969 86) 
5079 07248 ob 39! 

rs 80450 17101 à 


51201 60604 06126 6n)! 
51228 40632 81858 EA 
51281 77585 64873 na 
51306 43604 65144 18} 
51468 05441 24081 621 
51838 >3155 45343 Bnil 
51864 55243 3031 #1 


51943 {1949 13702 84 
52022 14358 81050 dB} 
52100 52524 08603 ob 
52153 03412 78711 03)| 


52231 370951 56067 38l/ 


| 

B2257 46326 91176 80) 
52413 63765 92508 52 | 
52465 67123 RE 13] 
52621 00038 41604 28))| 
52646 85124 60477 A 
52775 87525 20971 92} 
AL GS4ri Boror A6 
53007 15088 35378 24} 
53032 77897 78056 30} 
53237 21335 67877 40 


53313 62882 78038 85) 


53567 38034 25750 ua 
53769 31943 67390 92 
53869 93795 12136 do 
53920 15992 94127 90) 
53945 24915 49460 821] 
53005 36416 26306 68) 
54020 42998 42059 82. 
54294 98488 14178 8xi|| 


d 


TABLE V. 263 


£- 


! omb. Logarithmes. Nomb. Logarithmes. INomb. Logarithmes. 


A — | ————_————_—_—__—_—_—_———————— — a 


(ET 54543 08204 65351 2103 59184 34112 24784 4534 


a 


4297 | 63316 53536 83903 1908 


Hi5u7 | 54617 23683 16942 5803 | 3 59228 70159 52130 6928 | 4327 | 63618 68951 98724 2773 
527 | 04740 54596 67489 6331 | 59295 35719 47865 8683 | 4337 | 63718 94221 48761 g131 
h529 | 54765 16583 59969 1987 | 9 | 59317 52634 78102 5917 À 4339 | 63738 97501 29211 9103| 
1533 | 54814 36374 34845 4904 | 59361 83081 29535 9103 À 4349 | 63538 94076 65335 9626 
|530 | 54888 TS En | 59428 20288 11806 1101 | 4357 | 63918 75599 35753 9076} 
Mô4r | 54912 59267 58111 0625 59450 30438 20089 1841 | 4363 | 63978 52129 86820 1293 
N647 | 54986 11884 71942 7498 À 3 59882 67770 73223 1805 | 4373 | 64077 04773 44856 9906 
1557 | 55108 38651 85780 3342 59626 71263 95515 3304 À 4391 | 64256 34371 04387 70321| 
1659 | 55132 79880 03845 9033 1 3 59846 22004 74160 5198 | 4397 | 64315 64656 19706 2520|} 
|57a | 55278 08501 02781 0423 | 3989 | 600806 40303 09839 5028 | 4409 | 64434 00988 26322 57054 
H561 | 55400 43210 11902 0310 60216 85513 78997 1702 À 4421 | 64552 05149 06874 03831 
11083 | 55424 68081 66110 031 | 60238 55901-06105 1223 | 4423 | 64571 69393 69603 79194 
11693 | 55545 72172 04649 4806 | Go281 93424 32609 7829 À 4441 | 64748 07731 73675 o412|h 
1607 | 55714 61423 18303 1133 | : 60346 91597 33838 7348 1 4447 | 64806 71294 48034 8334 
1613 | 55786 79615 68022 2304 | Go4i1 80061 92034 8608 À 4451 | 64845 75942 82522 5293 
617 | 55834 85087 61619 7283 | 60433 40731 o2911 1042 À 4457 | 64904 26340 86176 363 
623 | 55906 83340 34536 8287 | 60498 16296 07431 5657 | 4463 | 64062 68868 40529 431 
1681 | 56002 62489 12892 3172 | 9 | 60734 77767 68413 4006 À 4481 | 65137 49439 13043 245 
1637 | 56074 33010 54711 9111 | 60756 22431 83588 2304 | 4483 | 65156 87388 66791 8703 
11643 | 86145 91712 41915 0002 | 4057 | 60820 50077 04326 1850 | 4493 | 65253 64185 03025 3931 


1659 | 56336 24094 8660 24 À 4073 | 6og91 44100 85 6990 
lérr 56478 13843 03086 15 Â079 61935 35053 es 5880 
1673 | 56502 09283 45293 7607 À 4o91 | 61182 94794 98373 7604 | 
lon | 56549 36298 68862 3886 À 4093 | 61204 17446 45269 5500 
| 56714 40451 95657 1723 À 4099 | 61267 79183 16501 7500 | 
697 | 56784 94505 73100 7959 À At1r | 61394 74767 80349 7610 
lizor | 5683r 90850 95111 7809 À 4127 | 61503 44088 77415 9649 | 
li709 56925 68333 28610 1425 À 4129 | 61584 48828 74702 1328 | 
57042 61783 58972 5899 | 4133 | 61626 54052 81708 1904 | 
l 51135 03027 53830 6570 À 4139 | 61689 54264 00759 0660 | 
10733 os el 26304 AE 4153 | 61836 19311 0087 7650 
1789 | 57275 54651 54219 6154 À 4157 | 61878 00245 06214 7633 | 
{701 | 57530 33334 22309 1159 À 4159 | 61808 89203 64933 6199 | 
RUE 575599 56202 0356" 6301 À 4177 | G2086 44752 66121 1104 |. 173 590 
55622 613 604 9556 À 4201 | 62335 26815 37001 9779 À 4637 | 66623 70958 95804 430/|| 
B779 Bnir Bo 1e Lee 2076 L 4211 | 62438 52414 SOLES ue 1 4639 | 66642 43725 8150 6o21 
15793 57898 28427 02790 5417 À 4217 | 62500 36010 14863 4604 | 4643 66679 86836 66174 .0623|| 
| b 97 | 57944 05971 39707 1887 | 4219 | 62520 95253 81880 9958 |! 4649 | 66739 95461 83087 0783 
9008 | 58012 63254 11982 4589 | 4229 | 62623 76851 46900 3864 | 4651 | 66754 63395 11516 4775 
13827 10376 88408 8355 | 4231 | 62644 30253 31204 6565 À 4657 | 66810 62379 32731 31931} 
11823 40 42980 19028 1110 À 4241 | 62746 82724 59709 6159 À 4663 | 66866 54154 54492 065 
11833 58353 88192 54352 1387 | 4243 | 627567 30317 60015 8733 À 4673 | 66959 57810 24313 311 
40947 | 58512 21883 06815 4900 À 4203 | 62869 53827 14023 3003 À 4679 | 67019 30451 92180 238 
ps 58557 35186 22731 1023 | 4259 | 62930 76400 73748 8538 | ie ue ne 47158 3624 
11853 | 585 0090 13000 O21 261 | 62051 15342 00453 2343 À 4703 | 67237 49787 46079 487 
11863 5869 one 44820 3328 iv 63252 99714 26824 0577 | 4721 | 67403 40004 31254 EE 
fl27 58849 58010 o7210 o141 À 4273 | 63073 28928 17:90 ne 4723 | 67421 79455 76699 9558 
QSSr | 58894 36427 40014 9113 | 4283 63174 80743 96569 3486 | 4729 | 67476 93140 15426 276 
11889 58083 19431 47459 7475 | 4289 | 63235 60462 39073 1953 À 4733 | 67513 65044 67994 o11 


| 
é 


POP 


RSR PEACE 


5ro7 


Logarithmes. 


65678 50304 19209 473 
67970 03808 71904 1482 


68006 34274 81945 5629 | 
68024 48370 42607 7033 | 


PL 


68060 74289 91787 8760 


31 | 68403 70374 86519 


68115 07499 32421 3027 
68133 17059 69165 7455 
68241 58616 77358 4900 
68277 66463 14434 0372 


68672 56210 74542 
68761 81299 71769 
68515 275555 91566 
68922 00372 63835 


9250 
3287 
5893 


69099 30320 99869 
69157 68225 59331 
69293 50025 31137 
69311 11154 G2r41 


3221 
7324 


69399 06104 60776 7830 


69469 29263 31484 0807 À 5399 


Ex 


:INomb. 


f À 5179 
67751 57047 90757 4014 | 


5189 


| 5197 


5237 


6 


Ÿ 
È 
& 
& 


Ü 


69046 18932 46178 2536 | 


5209 
5227 
D231 
5233 


5261 
5273 


-603 À 52 
120204 :9279 
1603 À 5281 


5297 
5303 


5309 
5323. 


4272 | 5333 


| 9347 
ÿ 5351 


11154 € 2286 À 5381. 
69346 31272 10531 1363 À 5387 


69521 89189 05150 92006 | 


69609 41599 95223 3420 


— — rte 


69626 89967 45532 194 | 
69661 8692 32224 9426 } 


69783 93682 18363 0155 | 


69836 15660 55109 7361 | 
4999 | 69888 31367 52590 2237 | 


LE 


5381 
5393 


5407 


1 5413 | 73343 80270 o1o6r 
5417 | 73375 88355 87202 7034 | 5827 
73391 91510 12390 8985 
5336 | 


69923 05028 83409 1514 | 

69975 10316 89)14 3236 ! 
69992 44027 42476 6906 | 
70079 02213 74346 9111 À 
70090 31781 59549 3096 À 5, 
70234 43583 55-68 7083 | 5483 


710337 73685 12349 5472 À 65ot 


70406 46794 08567 360 | 
70960 71634 04605 0364 | 
1_| 70994 91949 10295 6715 | 
70646 17376 31354 7002 À 5521 
9 67473 5829 | 
70766 53235 31186 9120 À 
70816 58678 55540 0645 | 


70748 5Sorig 


5113 | 70867 57927 26536 0701 


5503 
5607 
5519 


5527 
5531 
5557 
1 5563 


70918 51200 50245 4248 À 
71155 41682 So) 5456 
71206 01424 Gro74 7488 | 
71323 84615 45661 7155 

71397 45377 72069 7653 À 


TE 
5573 
5581 
559t 
5623 


TABLE V. 


Logarithmes. 


71424 5or1o 17894 0319 
71508 36706 9Â927 2405 
71975 27168 22859 5060 


71675 43574 32697 1761 À 


| 563 
564+ 


fi 
y 


71825 25000 97750 5034 À 5653 


71858 47200 27436 0050 } 
71875 07347 39665 2449 k 


73231 33274 71242 4935 
73205 63695 75624 6482 } 
3260 À 


73487 98027 92627 


73535 93330 01710 7747 


747 À 
73567 87259 05904 5559 | 


13583 83343 17073 7000 | 5857 


73631 68079 04108 8249 | 
73806 67147 77469 2694 k 
73654 27409 28785 204 | 
73870 13004 34709 7691 À 


713901 82458 83480 go97 


74044 16449 49765 9683 | 


74059 05128 11166 5125 


74091 50764 81282 5450 | 


74201 77471 40138 2700 À 
74248 94645 81775 1396 | 
74280 36584 69165 5762 À 
74484 03967 85359 1774 | 
_74530 90599 40827 9784 À 6oo7 
74577 72178 897959 0674 | 
74608 90430 56200 2049 À 
74671 20225 16660 4418 À} 
74748 94922 58652 8653 | 
‘74996 80835 09402 8802 | 


5939 
5953 


ne DURS PU Der mr ee RAD FOIE de Je CAR IE EC EE = 


"668 | 1888 61787 40409 


Logarithmes. 
| 
ù È 


75120 20945 88353 161} 
75135 60997 25393 664 
70181 77877 36879 1 
75212 93072 97800 21 


« 4 


75227 80854 6o118 Ga} 


5273 06939 35328 o31 
75380 84860 
76457 76560 44730 34 
75503 59337 67771 531] 
75534 11838 11547 5 
75508 10410 04131 Qi 
76671 21601 64771 62 
75716 81922 14272 66 
75368 48498 82441 oo: 

5898 75468 67619 28| 
5013 4816» 87166 4j 
75959 23086 45974 8 dl 
76185 26944 66353 ob: 
76215 31923 03594 62: 

76275 35649 33373 obr 
76350 28654 67597 oël 
76395 18260 33324 201! 
76440 03229 56388 15: 
76499 75092 84880 58! 
76544 50180 90150 obs 
76633 84752 51287 301 
76663 58563 10267 52: 
76708 16213 63322 926: 
76723 00981 10718 28: 
76767 52240 270960 oft 
76797 17213 816018 84 


76841 60882 16331 65/1} 
76856 41095 13573 45t 
76930 34601 89081 73: 
76945 11794 02037 61} 
77063 11277 73806 58 
77107 27832 21104 73"I} 
77204 17326 40943 Ce 
77283 49272 39018 13'|k 


mn 


77371 33252 7ro2r 62! 

77473 58825 1753 35: 
77677 38024 12107 ok} 
77720 92581 45684 84:14 
77865 76319 47355 24! 
77894 67279 68616 7k]k 
73024 52838 65362 Gil 
70082 11756 53/72: 9Aflf 
18125 28042. 48446 00 
78153 ,99086 05941 7 


79316 


Logarithmes. 


te 


78197 66739 12552 0273 
78297 50049 44048 2468 
79340 32811 22563 4564 
70383 21433 84441 0902 
718454 59740 54522 5580 
78468 

78240 
78625 
78682 
70753 
78767 29646 87492 0752 
78038 07183 195È 3. 
78894 57270 23747 7609 
78979 


10249 


79218 
70232 
79260 


17811 64906 4315 


79358 
79386 


79441 
79967 
79636 


79779 21286 6o7ro 


79940 
80009 


80338 88249 83613 4770 


80352 53955 76532 3907 


80393 1549 63841 7786 | 

9104 70805 8761 | 

80475 26021 50460 4636 À 
80543 28881 32139 0313 | 


80434 39 
80597 63507 17562 6493 


80800 82999 10399 907 
g0949 + sur 833 
0902 70418 94049 72 
81083 71911 To 168 Fo 


85995 01421 2721 | 
2387 5003 | 
43957 89780 2451 | 
23704 99187 4273 | 
13101 27234 2505 | 


3 3103 | 


21677 30675 3779 | 
15 | 79049 62769 67109 5491 | 
14061 409678 8122 | 

16363 51573 5128 


19202 40550 7349 | 
_19858 08673 08155 6083 | 
02013 42669 6055 | 
83308 74140 0842 
15059 46021 7452 | 
330 61549 77521 2805 | 
D) 70676 24117 01307 gof1 | 
3269 | 79719 82698 38058 8829 | 
) 79733 66007 75349 8335 
7351 | 
79844 34603 5o187 4660 | 
_79927 16083 49872 6416 | 
DIS pe 8130 | 
1801 74775 6352 | 
80051 08768 94367 9732 | 
80092 31818 13218 2711 | 
80133 50956 74546 5674 | 
80188 37071 25239 5og1 | 
60229 47113 97463 7382 | 
80297 88553 35261 8202 | 


h 
INomb. 


| 6473 
| 6481 
| Gigi 
6521 
1 0529 


TABLE V. 


Logarithmes. 


81110 56070 17930 
81164 20214 53151 0093 
81231 
81431 42002 0745 
81484 66686 04463 2882 


81604 23409 21996 6183 
81630 75994 31939 8000 À 
81644 01079 561338 6603 | 


24042 56923 1482 À 


81710 
92618 67758 2742 | 


81749 


81763 


14671 90515 3560 | 
81002 76418 59256 2131 À 
81829 18907 99995 9143 | 
81947 81283 62122 6991 
82000 43068 08317 9009 | 


82079 23810 88203 de : 
82197 18176 42042 8139 À 
82301 75234 46049 2306 
82340 90148 92544 8317 | 


82353 04336 56858 0014 | 


| 82432 11248 5o7gr 2649 


| 6869 


Ts 26699 16494 6085 | 6871 


| 6833 
6899 
| 6907 
| Gart 


82471 14434 64734 3175 
82536 11959 52033 3346 | 


82549 10298 79430 8769 


_82613 96179 35914 7631 
| 82626 92193 03726 2243 | 


82665 77918 75569 3094 
82730 46410 89734 9394 
82020 86144 67045 4177 
82846 65473 52678 3337 | 
83001 09359 36117 8611 
83013 93874 25342 7250 
83116 56339 09442 4869 
83129 37443 21009 5o4r 
83193 37304 66745 4233 


R “83206 16145 90726 9775 


83270 04709 60567 3958 
83397 53712 19908 1914 
83422 99028 61677 3006 
83435 71127 18405 

83461 14207 22687 1748 
83511 05904 24549 6290 | 
83613 41494 65374 8256 
83651 39988 90671 389û 
83689 35163 76433 7301 


83501 90485 40908 4o4o | 73 


83777 77698 53733 266 
83378 bite 46594 6126 
83928 94560 06146 9348 


83954 08929 68068 8441 | 


3999 | 


16091 31123 7730 À 
5a 5680 


ENomb. 


84304 5810. 34569 2022|} 


84491 18739 


85775 45220 59442 2260 


85907 82247 46969 3440 


265 


Logarithmes. 


83991 77796 78680 9882 
84179 72088 74355 2063 
84192 23116 79450 8701 
Bhod4 68364 


5014 04841 
84267 16337 Bo788 4232 


© ——— —— 


84329 50827 36507 1077 
84366 87229 79143 7641 
84404 20420 41016 bo 
84493 93021 29007 9031|| 
12140 6054 
84516 00776 51945 8108 
84590 38388 98782 5225 
84627 52424 12213 1751 
84670 99535 37218 7858 
84751 09652 03248 1471 
84775 883 92331 2669 
84862 01174 34133 9062 
84035 70816 61298 9523 
84997 19123 28850 1175 
80144 10146 72055 0508|| 
85160 80142 28237 {944 

85254 09807 69798 868 
85290 67587 96953 6733 
85302 Sb143 12989 7236 
85436 67780 40869 5918 
85485 23624 17834 0070 
685594 29462 32316 0249 
85654 16448 56747 8503|| 
85691 00603 00786 2334 


85709 54955 6o923 9877 
85811 59321 90066 1114 
85847 70418 13340 5350 


0738 | 7283 _00291 


86373 91073 45217 1178] 
86385 70618 83972 9621 
86457 04068 53430 258 
86516 32195 06086 2333 


86528 16849 95610 
86622 82473 70647 
86634 64227 49601 
86740 85568 22701 
86882 07061 97917 


Logarithmes. 


86087 68132 66766 5706 | 


| 7829 
87022 82700 117094 4326 À 7841 
87116 41328 02949 4104 | 7853 
87221 45633 973585 5381 | 7867 
87256 41430 90651 5862 7873 
87268 06071 51929 6546 
87372 73806 46639 5095 
87399 06547 43353 1453 
87430 78331 28038 9580 


| 7879 
| 7803 
7O0T 


9 | 87442 38305 86501 8596 7907. 
87500 33536 00041 0378 | 7919 


87546 64158 66385 5397 | 
87604 45502 46095 1077 | 
85639 10618 19187 5905 1 
87673 72971 40664 5o19 À 7949 


| 


87742 89407 88219 7457 | 7903 
87777 43499 91308 0814 | 7993 
87788 94253 71453 9906 | 8009 
87840 43453 41408 9091 | Bort 
87857 92380 62219 2161 | 8o17 
Éde0 79268 24612 8067 | 8039 
87949 72872 49428 5429 À 8055 
87984 10559 86562 5460 À 8059 


88018 45528 26433 4408 | 8069 


88029 80914 25752 5915 | 8081 
83098 49904 86753 4266 | 8087 
88121 34162 55019 2197 | 8089 
88201 19016 26658 6244 | 80093 
88303 65100 27679 8002 À 8101 


| 88326 38505 84073 0862 À 8rir 


88360 46609 22292 4558 À 8117 
88473 87377 69631 7802 | 8123 
88496 51982 00732 7035 À 8147 
88041 77651 10936 0941 À 8161 


37 | 88575 68810 69267 3908 À 8167 


88598 28113 54973 0938 | 8171 
88643 43196 28938 2978 À 8179 
88005 98978 61202 8219 | 8191 


88744 85002 49953 6908 | 8209 


7723 | 88758 60348 38371 5419 | 8219 


88801 09122 45028 7325 E Boot 
88879 70674 56680 7607 À 823r 
88940 97839 69507 4191 E 8233 
88969 37914 44185 3148 À 8237 
88980 57518 68085 4232 
89148 17038 39520 0093 
89170 40762 39182 6942 
89304 o1r19 57117 0356 
89337 33302 46024 9201 


8263 
8269 
8273 
8257 


INomb. 


89614 02514 42019 5842 


1877 | 80636 08454 69316 3797 


_898o1 17387 97501 6439 


89719 85152 71789 7640 À 7051. 


90853 86321 71959 30955 
90907 44014 00904 3115 | 


8243 


TABLE V. 


Logarithmes. 


89370 62930 64713 4813 
89437 1438 56237 6867 
8003 55974 52322 6469 
89580 91501 69130 96or 


80647 11004 79277 2328 
89669 15265 62854 0607 


89768 20617 96419 9192 
89867 03429 65529 8291 
89910 88981 93399 4082 
89943 74542 86177 5637 
89965 63803 05635 6o59 
90031 249609 83726 5994 


00042 17534 57737 Go41 | 


90107 67157 26254 8523 
90270 95122 69877 0730 
90357 82936 63054 3591 
90368 67317 36502 4680 


90401 19035 97388 2254 
90520 20286 82318 6417 
90595 76990 92427 0713 
90628 11557 72153 0643 
90681 97154 66545 4602 


90746 51067 65856 1959 


90778 74431 10616 1702 
90789 498354 16282 8982 
90810 99403 92552 1732 


90939 55459 67105 5346 
90971 64532 34344 Gr25 
91099 77163 10642 8093 


91174 33778. 55031 6951 | 


91206 25555 88502 
91227 52104 98812 
91270 02081 90860 
91333 69259- 32623 


91429 02556 65949 


91481 89804 47473 1221 À 
91492 46482 05148 4859 À 
91945 26016 88458 5585 | 
91555 81154 11520 4260 À 


91576 90659 83684 1331 


91608 52998 43702 7256 À 
91713 77027 56444 2692 | 
91745 29919 29663 4871 À 
91766 30243 27374 9431 | 
91939 73388 43700 1638 À 


INomb. 


| 8201 
| 8203 
| 8297 
| 8311 
| 8317 
832 
8353 
8363 
8369 
8377 
| 8387 
| 0389 
8419 
8423 
8429 
8431 
| 8443 
| 8447 
| G461 
| 8467 
8501 
8513 
| 8521 
| 6527 
| 6537 
853 
853 
| 8563 
| 8573 
8581 
85 
8509 
| 860g 
| 6623 


| 93049 05653 06269 591 


Logarithmes. : 
—_— 


91860 69151 44981 98 
91871 16653 82321 29 
91692 10900 91335 76 
91905 32823 10304 19% 
01996 67014 83387 14 
“92059 28620 84808 19 
92184 24814 05557 Où 
92236 20967 84790 09 
02267 35078 58654 221 
92308 85194 42399 245 

2360 66430 17459 116 
SR 01943 96562 78: 
92526 05095 19435 261 
02546 68006 91537 8bt 
02677 60538 36740 29] 
92587 90893 91500 821 
92649 6892 73220 36 
92670 2941 82644 901 
92742 16900 50418 ot 
92772 95597 71654 90 
92947 00161 77489 49 
93008 26333 02371 2% 


3079 62629 83300 2" 
93140 70135 56573 4m 
93161 04063 62902 021 
93262 69440 21782 19] 
93313 20237 26734 2m 
93353 790197170408 

03434 69267 3825 581 
93444 79489 8970 a 
93495 27078 17855 08° 
93205 83861 00634 19% 
03585 97980 37880 431 


“ 93596 04689 89166 45 


93656 40051 35265 992 
03686 54589 75622 56ë 
03766 83145 99009 10% 
93796 90029 51452 886 
93836 95974 D1806 318 
93856 975062 21001 190 
93896 97972 22890 28 

93916 96796 25177 43 

93946 93308 43530 138 
93986 85444 59509 717 
94016 77140 34074 929 
94046 66776 63528 942 
04106 39882 19902 010 
94136 23357 11761 127 


| TABLE VY. | 267 


Logarithmes, Nomb. Logarithmes. Logarithmes. 


a 


94156 11202 36070 7866 


a — + 


98168 27273 71285 375| 
98231 64696 92065 2528 
98285 89423 12075 2231|8 
99312 99247 34700 o705|k 
08331 04857 94115 54511É 
98358 11867 05790 7016|k 
98367 13828 Gor96 5746IÈ 
08421 21667 61433 8510|k 
98448 23064 02262 7516|k 
98002 20821 09535 1666 
98574 o7410 50074 5728/8 


173 | 06251 130935 07506 oo14 
94185 91265 25373 5326 | ob 06288 00873 SUR 2698 
94215 69284 67490 4510 À 9187 | 96317 37103 7 5abx 6470 
94205 36803 34209 0240 9199 | 96374 06188 57884 1033 

96392 94220 26558 4660 

b212 G{2r 24729 60819 2283 
4 ë SO Bee 22378 0392 
S6E ob 05206 11198 5599 
96562 49671 09242 7782 
96571 89702 44220 8809 
08847 65764 8792 À 925 6647 02637 29284 4r4t 
04630 48549 93474 9225 | g77 | dô74o 16066 97472 B125 
94640 31338 99054 3994 | 9281 | 9679 tte 71889 7507 
94689 41951 02326 7729 À 9283 26168 83504 53312 Ére 
94748 27365 56918 6220 À 9293 | 96815 59371 49970 4966 | 

94758 07493 04322 4064 |'o3r1 | 96899 63266 48312 2539 
94777 67084 64738 2990 | 9319 | 96930 93117 33527 480 | 
94879 51801 68269 8586 | 9323 | 96055 56842 20843 5283 | 
94904 82923 15663 8105 |'9337 | 97020 73588 06854 6392 À « 
95051 08929 85996 5961 À 0341 | 99039 33520 79600 1373 | « 
99080 28229 64658 5100 À 97048 63488 47650 2359 
99099 73339 88804 9762 | 97076 51597 60767 7o41 
99138 60948 80292 8195 97178 59378 79114 4156 
05187 15571 28304 3523 | 97206 39160 00022 2462 

97271 10405 47066 5330 


95245 33964 23033 2332 | 408 . 
97298 92208 55348 7983 


05274 40240 14898 3616 | 9397 
97326 64361 08528 6434 | 
97372 80586 88027 4147 


92204 08566 55701 5826 

99419 42518 15862 4479 | 

99429 07617 01126 9971 97400 47968 97414 6429 «| 
O5 45È 01627 43757 So 97409 70037 94131 1301 | 


181 | 99038 32580 06233 5-44 ; 
ee 99064 95853 18854 4092|à 
DOC ARE TS PRE 


05477 209806 89717 1012 7455 77448 53579 9180 Sat 99292 09605 10446 44461 
05486 93710 66476 2455 DEA 99344 38722 0950 | 99348 die Goo 5o75l|f 
97483 39550 48540 0824 à 99374 47565 54462 323:|È 


95563 06530 23251 043 
CSG r G 169 43390 re 
9043 | 95631 25308 41194 5307 | 
99660 05882 13176 6632 | 
99708 02506 57809 8612 À 
99746 36157 29931 2890 
99861 16577 64879 4120 
99918 45427 31191 4869 
99947 07020 75107 1028 À 

96032 80505 30143 1414 | 
96061 34576 47908 8154 | « 
96080 36249 11769 7450 | 


00383 28666 13086 143118 
99436 11519 08001 0209|f 
83 | 09488 87953 64010 03361f 
99206 45341 56141 5338|k 
99567 90605 11622 1815|8 
99594 21629 92550 G282]h 

99604 29913 53472 {740|8 
9 | 99690 55106 95666 1523} 
99699 29818 90702 7058|# 
99743 00737 97471 2010)jk 
99777 94308 65603 9562]! 
99326 44582 Gog41 6468 
“0973 | 99882 58190 40286 0476 
00030 38997 84812 4918 


97492 59860 69762 4482 | 
61 | 97993 70424 83110 6222 À 98 


ST > + 


TABLES VI, VII « VIEIL. 


La Table VI contient l'échelle logarithmique des modules, calculée à 14 décimales ,| 
pour tous les angles du module, de dixième en dixième de degré, depuis 0° jusqu'à! 
15°, et de demi-degré en demi-degré , RARES 15° jusqu’à 45°. On y a joint en même 
temps le log. du coefficient K qui sert à trouver la fonction complète F'c = ? 7.K. 

Cette même Table donne les modules eroissans c, c', c”, etc., et leurs complémen| 
b, b', 8", etc., de 45° à go; il suflit pour cela de prendre, au lieu de langle du mor! 


A 


dule, son complément à 90°, et d’échanger entr’elles les lettres c et D ainsi que les 
signes ° et ?. s | 
La Table VII contient, pour tous les angles du module de dixième en dixième de 
degré, depuis 8 = 0° jusqu’à 8 = 45°, la valeur de l’amplitude @ qui satisfait à : Péqua: 


tion Fo = + Fc. | 
La Table VIIT contient : 1° les valeurs des Fonctions F et E dont l'amplitude est de 
45° ; 2° celles des Fonctions: pts Propre calculées avec douze décimales, poui| 


tous les angles du module de degré en degré, depuis o° jusqu’à 90°. 


| 
| 
|| d | 
| 


ls 


».8 
‘ 


{,0 


».9 


(e) 00 
ROUTE, 


a — 


7:24187 71471 o14r 
3.881609 49643 4326 
7:16132 99373 5869 


4.48375 56171 4o14 


me 


7.71899 66379 037 
4.803593 92377 013 
9.069081 84840 8491 


7:8(305 38310 8204 
9.085801 82543 5080 
9:56957 65174 0586 
7:94084 18596 7687 
5.270904 02647 8638 
9.095722 09383 2348. 
8.02002 06803 2566. 
5.43800 51822 9180 
0.273095 03734 1889 
8.086096 46035 6878 
5.57190 16279 5900 
0.541794 32648 9242 


8.144095 32431 668 
| 5.688 h 
, | 0.779371 76678 3259 


8 88293 2234 


8.109010 20172 3857 


979019 76226 3414 
0.097833 52547 6665 


8.241895 53184 2289 
5.868171 67931 8966 
1.106137 35963 1083 


8.832 33731 9884 


5.96450 67939 6620 
1.326905 35984 4836 


8.32102 68626 9478 


6.04008 89872 4104 
1.470911 70857 6586 


18 | 5 25578 34565 42m 


G.10901 87123 0194 
1,61717 74368 7333 


8.38706 21864 7860 


6.173099 403260 4584 
1.74592 80788 025b 


EAGLE 


TABLE VI. 


Log b, b°, K. 


9:99999 93385 3134 | 


9:99999 99999 9987 


0.00000 03307 3427 


|.2 7.542090 64812 9673 | 9.099999 73541 6183 | 
€ 9-:99999 99999 9799 | 
8.36545 12420 5433 | 0.00000 13220 3833 | 


9-99999 40467 5789 | 
8081 ! 
0.00000 29766 1506 } 
9-99998 94164 2087 | x. 
9-99999 99999 6778 | 
0.00000 52917 7345 


9:99998 34630 8204 | 
9-99999 99999 2192 
0.00000 82084 1964 | 


9-99997 61867 0514 | 


7231499 619994 


9: 99999 99908 207 | 


0.00001 190 


9-99996 75872 4584 | 


9-99999 99996 9762 


0.00001 62002 2589 | 
9-99995 76646 5174 | 
8413 | 


1620 | 


999999 2920 
7 


O0.00002 II 


9.909994 64188 6238 | 


9-99999 99991 7367 
0.006002 67901 95565 


re] 


9 :99993 36498 0922 | 
4 


“Mets RE 


9:99991 99574 1568 | 
9:99999 99981 5608 


0.0000/ 00203 7020 


9-99990 47415 9708 | 
9:99999 99972 3020 | 
278 9569 


9-99988 8022 6069 | 


9:99099 99964 0259 
58970 7099 


9:99087 63303 0569 


0.0000/ 


0,.0000 


9.909099 99021 6117 
0:0000 48279 2774 


7 4053 | 
0.00003 30744 6566 


2.4 


12.5 


2.6 


2." 


.52055 


Lo7e::6%3e%; 


8.41791 90153 6683 
6.23392 68740 7274 
1.606579 37031 9439 


8.44594 09034 8261 
6 


.28999 11970 3030 
1.097792 23309 8799 
.47226 25656 5069 
.34265 63113 3118 
.08325 26418 5562 
49707 84317 6493 
So3: 11967 5238 
.18256 24154 o121 
1009 3761 

6.43928 15479 5378 
2.27600 31201 9747 


8.54281 91638 9609 


6.48384 209372 2734 
2.36562 59032 8437 


8.563099 94221 2683 


6.52623 06767 8530 
2.45040 11907 4539 


[8.584109 33262 7850 


6.566064 68315 6632 
2.565123 37013 2003 


8.60348 85584 2838 


6.60526 50657 6932 
2.608473 417554 Gor9 


8.62106 15009 5584 


6.64224 42421 g°re 
2.68242 85348 6925 


8.63067 05616 1593 


6.679771 25824 0502 
2.710336 52227 0638 


8.656750 16544 6738 


6.71179 05085 6404 
2,82192 10833 8897 


8.6-308 03830 4776 


6.734458 30297 9904 
2.889710 61337 7831 


| 2.8 | 8.68886 25214 4827 


6.771618 36943 4582 
2.090030 74748 3158 


269 
Log bd, db, K. 


9:99985 11526 2321| 
9-99999 99936 2313 
0.00007 44204 9996 


9:99980 88075 997 
0-:99999 99894 7878 
0.00009 25909 3949 


:9:99978 56490 0069 
9-99999 99807 7599 
0.00010 71088 8745 
9.99976 11661 5773 
9.99999 99935 8213 


0.00011 94087 1220 


9-09970 8227; met 
:09999 99724 972 

PACNÉ Eure 0110 
9:99967 97706 3202 
9-99999 99704 8465 


0.000106 00999 2032 


9:09904 99892 3947 
9-99999 99647 394 
0.00017 49877 9001 


9:99061 88827 7950 


9:99999 99581 9359 
0.00019 05377 0900 


9507 7569 
7498 6271 


ee ee 


“9.99955 26938 6587 
999999 gaie 1105 


0.00022 30242 728/ 


9.990991 76110 1615 


.09999 99330 2381 
SORT 11610 0383 


0.00020 


TABLE VI. 


3.2 


3.3 


3.9 | 8.83260 65583 6853 


se 
8. 
6. 
s+ 
8. 
6. 
3. 
8.714680 15412 4285. 
6. 
3. 
8. 
6. 
3: 
8. 


Log.c,t07} 0°. 


8.70408 29100 3281 
6.506067 61989 8766 
01129 24957 0437 


71880 01636 7602 


83613 57255 3124 
07021 15618 3457 


73302 71503 256 


86463 00580 0552 
12720 02412 1997 


89222 05227 7270 
B238 11864 0680 


I 


76015 11679 1134 


91896 27830 8536 
2386 57243 5611 


77310 13689 1446 


6.094490 75161 0130 
ARTE 52093 6381 


5.978345 04273 9067 


8.786567 52787 7168 
6.97010 09909 2856 
3.393814 21797 4454 


07422 43681 6113 


6. 

8.79789 40764 2960 
6.099455 25658 20/48 
3 nr 13515 2882 
6.179216 27117 2970 


8.80977 71996 4293 


7.018940 01154 8258 
3.43474 04759 8670 
6.26742 09606 4545 


8.82134 25307 5932 


7.04158 04055 5976 
3.48110 10827 6708 


6.36014 21742 0621 


7.06415 94130 1530 
3.592625 91264 9462 


6.45045 82616 Gr29 


8.84358 45184 8165 


7:08616 76099 4902 
3.657027 65514 8623 


6.53849 11116 4452 


Log b, b°, K. 


Lér 
9 99999 gore 5299 | 


9.990944 34674 5598 
2216 9891 


0.00027 


999940 RU gr 
n Si ( ) 
9:99999 9 970 991 


0.00029 774 


9-99936 40185 5864 | 


9-99999 93835 8350 À 
0.000381 703295 1243 | 


9.99932 23040 0690 E 
9-99909 98678 1093 | 


0.00033 87019 0201 


9 99927 92623 8263 


9:99999 98504 8663 { 
02940 5200 | 


0.0003 


9.099923 48934 2278 | 
9-:00999 983195 1191 À 
9:99999: 00990 9909! 
0.00038 24690 4451 | 


9-99918 91968 5603 | 
9:99999 98107 8460 


9:99999 99999 9999 | 
0.00040 53069 6428 | 


9:99914 21724 0306 
9-99999. 97882 0019 | 
9:99999 99999 :0999!1 
0.00042 88073 9894 | 


9:99909 38197 7626 | 
9-99999 97636 5047 E 


9:99999 99999 9998 


0.00045 29719 3710 | 


9 :99904 41386 7981 
9-99999 97370 2444 | 
9:99999 99999 9998 L 
0.000417 77991 7231 | 


1! 5.0 


9:09899 31288 0979 
9:99999 97082 0798 
9-:99999 99999 9997 
0.00050 32896 9910 


9-99894 07898 5391 


9:99999 96770 8379 
9:99999 99999 9997 


0.000592 94436 1493 


8.86473 716449 2571 


8.87493 80616 2574 


8.868490 30925 7450 


6,86902 94170 7416 


8.90416 85433 3183 


8.91348 80550 5718 


.93154 39233 4785 


.24428 75816 8275 


.31456 64887 2444 


c°90, Log b, b°, bo 


o 00 
Logic ;ces 


8.85429 05182 7596 
7.107063 32107 9916 
3.61320 67867 3674 


6.62435 35821 3356 


9-00888 71214 9 
9-99999 96435 Shi] 
9:99909 99999 90 
0.0005 62610 19 


9.099883 21233 9! 
9:99999 96074 2%) 
9 
O 


7.12858 23899 8402 
3.65510 51812 1215 


6.70815 03710 9638 


-99999 99999: 98! 
.0008 37420 16! 


9-99877 57052 26) 
9 : 99999 02686 46 
9 
O 


7.14903 94739 8908 
SiÉabo 93880 0396 


6.718997 87846 8002 


-99999 99999 99! 
-0o06r 18867 og|| 


9.99871 81366 fat 
9:09999 95270 56! 


9:99999 99999. 95! 
0.00064 06952 0%! 


9-99865 91472 86:| 
9:99999 94825 271] 


9-99999 99999 98] 
0.00067 01676 20! 


9.099859 88268 oo! 
9:99999 94349 2xl 
9:99999 99999 99! 


0.00070 03040 Go 


_9.90853 71748 12 
9-99999 93840 gp! 
9:99999 99999 99!! 
0.00073 11046 43 


9-99847 41909 4fi| 
9-99099 93299 21! 
9-99999 99999 99!| 
0.00076 25694 88!| 


9.099840 98748 11 
9:99999 92722 40} 
9:99999° 990955 
0.00079 46987 rfi 


9:99334 42260 13. 
9-99999 92109 0 

9-99999 99999 99!| 
0.00082 74924 45: 


9-99827 72441 60! 
9:99999 91457 7äil 
9:99999 99999021 
0.00086 09508 ol} 


7.160902 71112 0296 
3.730599 47042 0103 


8.89464 32984 0645 
7.189856 64232 5260 
3.177007 33726 4982 
6.94808 67539 7179 


7.207967 71383 7782 
3.81329 48505 0644 
7.02452 07096 8500 


7.22637 77121 7400 
.85069 60489 2002 
.09933 21065 1219 


.24468 54343 6068 
.88731 19474 7188 
.17256 31036 1592 


.26261 65250 3686 
.92317 37865 0528 


.94029 60083 3018 
.28010 G2211 3132 


0831 32400 2611 


.94887 38991 1553 
.29740 88542 9054 
3.992790 85714 7882 
7.380345 71516 2989 


SI Cris | Os D | 3 | Con O0 | «3 | Cosa CD | 3 | Co 


TT Ve 
CA 
- 
ESS 


7 TR 
Q 


| 


DT ie Fe 


ls 


© | 3 [ss 


Fe 
SJ 


At Us Ve 


.70887 30042 


o 09 00o 
LOpG;:0°, 07°, 09, 


8.095728 43439 9723 
7.831429 79212 0302 
4.02653 67743 9513 
7.451o1 35574 6255 


8.096553 37056 0184 
7.33086 Gr472 2612 


405967 32996 4742 


7.951728 66o79 6717 


8.97362 79807 2789 
7.934712 55440 6322 
4.09219 21707 9325 
7.58232 43502 3887 


8.098157 28715 3959 
7.303083 74621 5034 
4.12411 60883 ggo1 


1.64617 21864 7044 
37195 


8.090803 21 

3-86 26353 2e 
.19946 65277 7185 
1618 
.09703 56165 9042 
39416 12392 5920 
.10626 38209 5077 


.77046 76505 7409 


.00456 33811 5277 


ESS © [3 Is 


.4o929 29011 5366 
NE 72409 9631 


7.83099 44906 6525 


9.011096 15840 1242 
7.416 67659 8B4{ 
4.24627 50720 5014 


7.89049 01527 7300 


9.01923 45656 3272 


71.43879 15147 6660 
4.275062 46762 9821 
7.948098 93612 6923 


9.02638 64511 8405 


7.45317 53979 9104 
4.30429 25549 2968 
00652 51185 3227 


03342 11646 1518 


33259 44041 4267 


8. 

9: Re 
7.46732 62636 6784 
4. 

8.06312 88169 5838 


TABLE VI 


ÉoB'6522%,-b20, Ke 


9-99820 89288 2839 

9-99999 90766 8240 | 
9-99999 99999 997? | 
0.00089 50739 2691 


9:99813 92706 0217 | 
9:99909 90034 7029 | 
9-99999 99999 9971 | 
0.00092 O8619 3692 | 


9.99806 82960 5373 | 
9-09999 89259 9456 | 
9-90999 99999 9967 | 
0.000090 53149 7025 | 


9-99799 59777 4684 | 
9-99999 85440 7294 
9 2 
O 


104009100990: 


.00100 14331 6286 } 


99792 232 3692 
Â 


-99999 87979 44 


O <O (9 LO 


199784 73350 7007 | 
‘00909 06662 3864 } 


:09999 99999 9949 À 
.00107 56655 8358 


199777 10097 8766 | 
9-99 Fo] 


9:99999 99999 9941 | 
0.00111 37800 9681 | 


© &O O LO 


9.99999 85699 


9.099769 33479 1730 | 
9-90999 84685 9743 | 


.99999 99999 9956 | 
.00103 82166 5359 


6. 


Isa CO OIEsSI CO OI ES 


O 
Q 


6.6 


9:99999 99999 9933 À 


0.00115 25603 3973 | 
9-99761 43489 8155 | 


9-99999 83619 0949 ! 


9:99999 99999 9923 | 
0.00119 20064 6143 | 


9.099753 40124 9452 | 
9:09999 82497 2208 | 


9:99999 99999 9912 | 
0.00123 21186 1364 | 


9.99745 23279 6064 


9-:99999 81313 6304 
9:99999 99999 9900 
0.00127 28969 Sono 


72 


7.9 


Log CFE 


00 000 
CC » C 5 


9.04034 24415 0061 
.48125 15830 7042 
36044 51666 7303 
.11883 03420 2044 


.04715 38409 1373 


49495 84744 7190 
30765 90792 61950 


.17365 81671 9633 


.50845 37250 3960 
.41484 97164 3681 
8.227603 04415 4713 


9.060046 04259 5705 
7.652174 38110 5742 
4.44143 00309 6647 
8.28080 00706 0664 


ee ES 


9.066096 19416 500 

753483 49166 2654 
4.406761 23912 5516 
8.33316 47o11 8423 


me ee mets | eooeanecenemmmmnmms commente smmnmmnmn 


9.07336 62580 o122 
7.547713 20509 8336 
4.49340 86159 8124 
3 


8.38475 72406 3663 


7.56044 35645 4958 
4.51883 00061 9742 
8.43560 00210 6926 
_9.08589 
57207 
. 54388 
48571 
.09202 


58532 
56859 


.53512 


.09806 
.59750 


21638 3130 
73751 2625 


47589 2720 


39252 5720 
10798 4213 
21603 5928 


.10402 46030, 3642 
.60951 65662 2608 
.616097 67368 7966 
.63189 34824 3507 


CIRssi © À IE s © | isa © | OniI-Esa 


9-99736 03248 767718 
| 9-99999 80081 3697 


9:99728 49727 3110 


05385 87563 7394 


9-99711 22491 64718 


9-099702 38766 7812] 


.07967 62001 5306 


44712 9169 
36545 5880 


62444 9664 | 9.090656 18851 2621 

35080 5308 | 9.099999 65977 507 
-59295 10270 1455 | 9.909999 99999 9667 
.58384 20627 0448 | o.00171 73563 1372 


27 £ 


Log b, b°, b®, K. 


9-99999 99999 988 
0.001381 43416 2953|À 


9-99999 78785 5175]È 
9:99999 99999 9870|k 
0.001395 64528 0968!f 


9:99999 79998 1710 
9-99999 99999 9834 
0.00144 26753 2536 


9-:99099 74506 G622|] 
9:99999 99999 9813|| 
0.001438 67869 9312 


9-99693 41629 9773] 
9:09999 72946 5331 
9 | 
O 


S ROLO CO 
Xe) 
Le) 
(© à 
© 
<O 
CS | 
Li 
© 
[er 
© 
CO 
© 
ES 


9.909646 54560 9300|| 
9:99999 64042 3710 
9-99999 99999 9028] 
0.00176 54736 2019 


_ TABLE Y1. 


.15943 54442 7955 


| { 64067 732 
8. 67929 4650 46598 2992 


© IF © © IE © © IE © QI A 


Log C3 C°, c° s c°°°, 


| 9-10990 10150 8317 


3334 


7.62136 6; 7997 
5 656 


9.11569 | 16687 2611 
7.603305 87649 o210 


4.66406 HAE 8844 | 


8. 72606 31006 5352 


9: 12141 66651 o311. 


7.064459 67841 5902 
4.687153 78031 9992 


8.77221 56150 ee 


0.12706 00229 477 

7.65598 48551 1776 
4.70991 41726 8650 
"6. 8.817706 83540 5075 


9. | 9.13262 96828 4226 
7.66722 68591 1756 
4.738239 84173 2522 
8.8673 68433 2881 


9.-13012 79112 0056 

7.607832 65391 2372 
1 79459 80033 2775 
8.90713 60153 3467 


! LUE 53039 9 27 


26 74572 5 
4. RE OI1DI 136 
8. _8-95098 02300 0852 


9: “9.14801 47902 8666 : 
79817 16699 6921 


09428 33478 1902 


15420 76354 3183 
-71080 67935 681 
01999 03286 7974 


03705 86660 4098 


ENS 


.72137 17425 0038 
-04068 95123 7949 


.07031 90334 4145 
16459 97639 8479 


.73191 10430 G122 
06156 84099 0765 


.12107 68284 9881 


© © © © 


.7oo11 31017 5596 


Log b, b°, b®, K. 


9:09999 62025 5376 | 


9-99636 76842 ai 


9:99999 99999 9505 | 


9: 99626 85661 a 7928 | 
9:99999 39924 7856 | 
9-99999 99999 99358 
O0. 


00186 37131 4733 


-99616 81022 7900 

:90909 57737 7988 | 

-99909 99999 9486 | 
-00191 38357 4787 | 


©: 0 OO 


.99606 62918 8892 | 


© CS 


-99999 53095 6927 | 
-99999 99999 9367 
«00201 60875 9270 


.99285 86201 0479 


9 
9:90999 50635 7707 
9-99999 99999 9299 
O 


.00206 82172 3294 | 


0.00181 2591 68 Fe 


13 


+99999 55462 2254 | 
:99999 99999 9429 À 
.00196 46271 GA 


99596 31343 7955 | 


:99099 99909 9224 
00212 101062 8674 


2 
9:99999 49080 0312 
9 
0 


9:99564 55726 7130 


9:99999 45425 9761 | 


9:99999 99999 9143 À 


000217 418{9 567 | 
9: 09553 70201 | 8688 9. 443 


9:99999 42671 0966 
9:99999 99999 9054 
0,00222, 86234 5666 


9:99542 71172 0367 | 


9:90999 39812 8446 
9:99999 99999 8957 
0.00228 54319. 9018 


9-99931 58633 0815 | 
0-:90999 36848 6388 | 


9:99999 99999 8852 


0.00233 69107 7212 


4. 


8°5 9. 16970 20867 


Co 


LOC CHIC 

564 
7.794212 70700 2840 
4.88220 19907 7719 
9-16234 39902 3896 


186? 9.17474 38525 1642 


ne 


8.7 


.70232 46327 9808 
.90259 60150 5311 


.20313 20387 9215 


:17972 64511 3002 


.76240 43818 9940 
02275 60430 4211 


9.24345 20947 7148 


IA © © LES 


S6. 9.184605 12248 8016. 


7.771236 99118 6564 
4.942608 74444 2216 
9.29331 48975 3303 


B% . 9 | 9. 18051 94705 2635 


99575 27754 2188 | ox 


9.2 


0.4 | 9.21305 52255 3316 


ms 


9: 


7.708222 37103 0366 
4: 96239 54068 6184 
9.932273 08224 1398. 


a 


9:19433 24413 5jor 
.79196 83022 3974 
4. 08188 49441 5219 


9.36170 6170 98969 9640 
919909 13491 1137 

7.800160 60930 6418 
$. 00116 09038 956 


_9-40026 18164 € 0500 


9. 9.203709 73657 Q 9581 
7.81113 94330 6366 


$-02022 79747 7042 
9. _9-43859 5 59582 3672. 
9. 9.208451 16254 0201 

7.82057 05904 0762 
g: 03909 06934 0413 
9.47612 13955 0629 


-82990 17604 9036 
ÿ: 05779 34508 7732 


9:51344 Gagro4 55o1 


1760 0228 4481 
83 ae 506 4 1310 
07622 01088 8584 
58038 10064 7857 


9-2 
1° 
#4 
9: 


Log 6, 2, Ft K. 
9: 99520 32575 318 
9:99999 33779 #1 
9:99999 99999 Sr 


0.002390 50600 180! 


9-99908 92992 815| 
9:99999 30591 878 
9:99999 99999 861 
0. _0-00245 245 18799 67904 


9. 999497. 497. 39878 e. 
9:99999 27293 908 
9-99999 99999 849! 
0.00250 93707 769 | 
9-99485 73224 633, 


9:90909 23879 478 
9-99999 99999 833 
0.00256 75327 34 


9:99473 93024 530 
9:99999 20345 609 
9:99999 99909 817 
0.00262 63660 5e 


9: 99461 © 99270 270 650! 
9 :99999 re 593 
9:99999 99999 800 
0.00268 58709 32% 


9-00449 91055 52 
9:99999 12908 611] 
9:99999 99999 7Br 
0.00274 60476 432 | 


0:99437 71071 62] 
9:99999 08909 812} 
9:99999 99999 761| 
0.00280 68963 063 974] 


9.909425 36611 3 307! 
9:99999 04960 3111} 


| 9-90909 99999 740] 


0.002806 06 54174 8 372] 


9.909412 88566 66 855 
9-99999 00787 157 | 
999999 9999942 
0. 00293 06 o6110 24] 


9. 99/00 26 26930 450 
9:90099 96477 87 
9:99099 99909 

0,00209 Sins 360| 


19. 


ÿ 6 


| Oxa © © 1 C3 © o1 


Loge; c°,.c°°, c°00. 


9.22211 46650 0383 


pa 25749 0158 
5.09449 59555 8613 
9.58693 19198 7786 


.22657 253r0 7278 


.89731 62730 7520 
.11258 38111 1313 


G2310 76309 3477 


-23098 37038 2306 


.-86626 80970 7324 
.13048 709328 5345 


Di 0. 65891 58744 1094 
9.239534 93904 Goo 


z: 879512 99215 462 
14821 20704 1724 


9-69436 41495 4949 


9.230967 02300 1167 
7.689390 35646 2536 
j: 16575 98603 7062 


9-72945 97294 7787 


| 9.243094 7rofe 4392 


7.989299 07901 7040 
9.108313 48307 7643 
9-.76420 96702 7536 


9-24818 11389 3083 


.-90119 33099 1042 
.20034 04093 8539 


9-79862 08194 9746 


9.25237 ee 1138 
1-90971 27854 7592 
5.217937 99077 9086 
9.83269 98243 1285 


9.256562 32684 ‘8960 


z: .-91815 08303 3768 
23425 65652 6116 


9.86645 31392 5823 


9.26063 30434 4538 


no 90116 4828 
5.25097 35124 3180 


9. 2.899588 70 70336 0462. 


6 ).26470 20 29808 6709 
l D à 88: 9 


1E -9347 


9934 
26753 no 


1974 


9. 93300 75983 8596 


TABLE VI. 


Log 8, &, 8%, K. 


9:99387 51694 FH 2 


9:99998 92028 2190 
9-99999 99999 6645 
0.003095 70166 8318 


9-99874 62850 1494 


9:99998 87436 362 
9-99999 99999 6353 
0.003812 12292 9248 


9. 99361 60390 1665. 
9:99998 82698 8587 
9:99999 99999 6o4o 
0.00318 61154 1481 


9-99348 44306 1031 


9-99908 77812 6138 
9:99999 99999 5703 
0.003265 16753 0405 


9.99335 14589 6992. 
9-99998 72774 4906 
9:99999 99999 9341 


0.00331 79092 1672 


9-99321 71232 6043 
‘9.099998 67581 3548 
9-99999 99999 4953 
0, 00338 48174 1229 


9-99308 14296 3771 


9.099998 62229 9822 
9:99999 99999 4537 
0.00345 24001 5294 


9.992094 43562 4856 


9-99998 56717 1484 
9-99999 99999 4091 


0.00352 06577 0360 
9-99280 59232 3053 


9:99998 51039 5851 


9.099999 99999 3613 
o 00358 95903 3204 


9.099266 61227 1221 


9:99998 45193 9884 
9:99999 99999 3102 
0,00365 _91983 0883 


9-99252 | 49538 1287 


9-99998 39177 0209 
9-99909 90999 2556 


6. 


0 
10 7 


10.8 


Lio th C co one, 


9.26873 38205 0210 


7.942099 18310 9508 
5.28394 03721 799 


9-96982 07530 9419 


9-27272 62814 4560 


1° 99111 93873 4832 


10.9 


11.2 


1159 


a 


11.6 9° 


0.00372 94819 0739 


30019 61216 5197 
-09833 22520 6250 


.27668 100 1067 


99917 29194 0254 
31630 1 5 9435 


.03054 .9-03054 76905 5398 
‘9.280509 88449 58449 ETS 
96715 37875 8550 
.33226 62509 0163 
.06247 26105 7560 


© On © OI 


© O1 © 


.28448 02891 5219 


97506 33152 0490 
.34808 59988 2110 


0gf11 20064 2211 


© O1 © 


9. 26030 60393 oor— 


19 8290 27903 2458 
5 36326 56005 9567 


0.120547 13209 7933 


9.209213 67220 0829 
7.099067 34661 3030 
5.370930 77434 9583 


0.156955 54957 8827 


29991 29473 2537 
cb 7.099837 65630 3890 
à. 39471 46885 3585 


0, 18736 93858 8146 


9. 29068 53093 1415 


8.00001 32604 0774 


5.40998 88528 0267. 


0.217OI HE 2088 


30336 43866 0441 
01358 A7427 3022 
5.425613 26116 4698 


0. 24620 52321 52321 1983 


11.7 à 


30704 07429 07429 226 
02109 AP 0518 


5.44014 81608 2204 


0.27823 63304 8096 


273 


Log b, &. &°, K. 


9-09238 24156 4256 


9:99998 32985 3070 
9-99999 99999 1972 
0.00380 04414 0393 


9:99223 85073 0224 


9.099998 26615 4366 
9-99999 99999 1347 


0.003837 20770 7745 


9: 99209 32278 8363 


9:99998 20063 9640 
9-99999 99999 0681 


0.00394 43892 0979 


9-99194 65764 6900 
9 - 99998 19412 4082 
109009 99099%99/74 


0.00401 73780 8576] 


9.099179 85521 3150 


9-99998 06402 2499 
9-99999 99998 9212 


0.00409 10439 9281 


9-99164 91539 3493 
9:99997 99284 82 
9: 99999 00008 8405|| 
0.00416 53872 2137 


9-99149 83809 3370 
9-99997 91971 8160 
9-:99999 99998 7944 
0.0042{ 04080 6432 


9.99134 62321 729 


9-99997 84459 44 
9-99999 99998 6628 
0.00431 61068 1892 


9.099119 27066 8845 


9: 99997 70743 979? 
9-:99999 99998 5654 
0. _0.00439 89 24837 8301|} 


9. 9.997103 Se er. 


9.990997 68821 
9-:99999 99998 Î ‘8 
0.00/46 _0.00446 95392 5884 


999088 ‘0.90088 15216 4357 


9: 99997 6068a 1060 
9-09999 99998 3510 
0.00454 72735 511 


42 


274 


dlr108 


Llr2.3 


12.9 


D12.06 


D2.7 


ee 8 


© O1 ŒXO 


.33533 65506 


c° ; ce : ec 


Log l 


31068 49276 0070 
. 02853 64722 0424 
5.45503 77185 0827 
0.30801 54458 6511 


ë. 03591 88983 4048 
5.460980 34272 Fe 
0. 33754 68633 6653 


04324 
5.484447 
0.306683 F0 4644 


.32142 97592 ee 


05050 20922 gui 
49897 16010 0484 
39585 32109 9784 


© O1 RO 


.32495 04593 4258 


.05770 48773 7912 
.51337 80894 3446 


.42469 61877 7191 


32844 15548 4876 


.06484 97483 1058 
.527166 87788 6906 
.Â5327 7666 5682 


© Où EXO 


.07193 76533 
Brbé 55602 
.48163 11293 


0908 
0083 


© Or AO 


1310 
.07606 05148 2124 
.b5591 02787 2816 
.50976 09664 0927 


© Or oO 


.33874 17620 4136. 


ao 


.08594 62332 4708 
5.569986 47356 5870 
0.537606 94802 8900 


9.34211 52710 2141 
Le 286 86876 3890 

5831 06895 0446 
0. RO 13680 002) 


0.345468 88603 o 3 0881. 
8. 09973 77563 6526 


5.59744 98574 2075 


0. 39202 97238 5365 


9.31429 74760 Goro 


.33190 34982 3980 


3700 


TABLE VI | 


Log b, b°, b®, K. 


O. 99072 38601 DH 


9-99997 52342 1917 | 
9: 99999 2090 2346 | 


0.00402 


9 :99997 43777 2217 | 


9:99999 90998 1104 | 
0.004790 47798 1856 À 


0.00470 45524 1765 } 


9-99024 25873 are | 
9-99997 25977 0984 | 
9-99999 99997 8388 


0.00 


56809 6755 
9.99056 48178 9610 |13 


31797 89102 7855 9: 99040 43939 9773 | Ex 1 
. 04333 0174 | 9.99997 34990 3516 | 
3758 3608 | 9.99999 99997 9766 | 


0050 6122 É 


9-99007 93970 4598 | 


9-99997 16735 3393 | 


9-99999 
0.00494 


19997 6905 | 
1301 25993 


(s 


6. 


SES 
1129 


3.0 


aie 


9-98991 48219 »154 [13.4 
9:99997 07299 3143 | 


9:99999 99997 2334 ! 


SRE SRE) 


“9.980974 88609 6812 
k 99996 97545 6278 | 


102 ! 


ne — 


113.5 


4 


9:99999 99997 3670 ! 


0.00011 511 04466 6668 | 


9: 9.098958 358 15131 2607 |1 
9-99996 87590 2453 } 


9:99999 99997 1909 | 
0.009019 302238 0877 | 


9-98941 27773 2624 Ni 
9. 99996 77389 os 
9-99999 99997 00 
D POPATUTÉ 74806 06 4189 | 


9.098924 24 26824 8058 | 


9-99996 66938 o68r À 


:99999 99996 8072 | 
“ 00036 36, 20204 9897 ! 


9-98907 113 

9: DEC 56233 0154 
9:99909 99996 ne 
0.000444 12427 1096 


F 
È 
(4 
& 


3.6 


—— mn 


13.8 


o ao 


HoBe ses CC 


.34879 16932 3968 
.10665 42177 6052 
.61108 39104 9361 
.62010 AE 2145 


.35208 80330 125. 
.11331 89507 4122 
.62461 45049 7851 


© O1 TO 


.64716 90190 1492 


35535 


9: 02286 2733 
8.12003 
5 

o 


27354 o150 
32234 9026 
.67402 64560 6261 


35860 26707 8664 
.12669 63535 8648 
.65137 16361 4597 
.70068 32814 0399 


36182 
.13331 05694 4122 
.66460 12716 7692 
72714 25504 8929 


.63804 


© Où Oo 


© Or OO 


36501 58139 9219 


-13987 61299 4394 
67773 86244 7097 
_0.79340 72581 0627 


n .36818 52534 1441 
0.14639 37654 1454 
5.690717 01556 1148 


© Cr OO 


0.797948 03204 1979 |. 


9-37133 04166 6293 
0.152086 {1900 0698 
5.703791 22038 5208 
0.800536 536 45969 3 3105 


9. 37445 1 16528 2 2063 
8.15928 81021 8330 
5.716656 14365 6639 


0.031006 28823 9849 


9.379754 93033 8730 
8.160566 61851 6920 
5.720931 89506 5933 
0.850657 79106 1501 1501 


11375 2747 13.9. 9 | 938062 37024 1024 102/ 


d 17199 91073 9592 
9.741098 1734 or 


0.881091 23562 3532 


17414 6723 


Log , b°, b® KR} 


9-98889 82313 al 
9: “2990 4526 D | 


999009 :902 | 
0.000903 31476 36 si] 


9. 98872 30328 28 


9-99996 en. ob 


9-99999 99990 | 
0.005061 973 355. GO 


9-98854 82408 551 


9.999096 22551 66} 
9-99009 90996 80] 
0.009570 °_ 70000 4g| 
9: 08837 11543 of 


0:99996 10788 of 
9-99999 99995 6ë) 


0.009279 49020 kel 


9-98819 26720 4€) 
9:99995 98749 20) 


9.990999 99992 4] 
0.00588 36012 20) 


9.908001 27029 2) 


9-99995 86431 o/} 
9: 99999 9999 nl 


0.009597 29248 4° 


9-98783 15157 9 1) 


9-99998 73826 | 
9-99299 29994 Th 


e.0000 deu 953%] 


9.98:64 64 88304 Be 3c| 
0. 0909 60937 Al] 


9:99009 99094 #2) 
0, PORTE DS Ge! 


9-08746 47627 8 &) 
9:99995 47792 4 


9-99999 2009 € 
0. _0.00624 50059 841! 


90-9872 92844 : 


9:99999 34271 02 


9:99999 99093 À) 
0.000033 70709 si 


9-98709 24034 72) 
9.999099 20486 âcl! 


9-99099 99993 4] 
O. 0.000f2 08222 7 i 


k 
| 


he L s , 
came nn 7 2. 2° on 


l14° 0 


(9) 00 000 
OBS 0e, Co, 


Dhs 51567 8594 
Ne 75229 284 
5.709456 44135 2093 
0.090706 88364 1517 


piste ge 40464 1969 


.18453 20718 4738 
5.176705 49515 3004 


0.93204 99124 7490 
9.380971 06244 3103 


0.19073 33806 9930 


5.770945 90410 0699 
0.059085 80914 7247 


.19689 20628 2224 


9.791797 79091 1259 
0.008149 58277 2959 


9.309565 81252 8683 


8.20300 87187 4086 
5.80o401 25573 7357 
1.005096 55242 9978 
9:39899 06421 27091 
8.20908 39365 1594 
5.81616 47623 9298 


1.03026 95343 8929 
00556 9340 


9.40152 
0.219011 
5.82823 
1.059441 
9.40441 90479 0759 
8.22111 23400 0242 
5.8/022 48255 8753 
1.078638 96068 8551 


82920 8684 
50565 3520 
01627 2697 


9-40729 86949 5970 


.227006 66617 4124 
5.85213 51244 0080 
1.10221 02585 7203 


9.410165 74674 5557 


8.232098 179700 2035 
5.86396 70475 0719 


1.125007 41048 4704 


41209 62305 6937 
8. 23609 82050 9366 
5.875792 16597 1624 

1.14938 33293 2909 


9-39 52173 4906 


a —  —— 


TABLE VI. 


Log b, b°, b®, K. 


9:98690 41185 0959 
9-99999 99992 9873 


0.000952 32601 0170 | 


9.986171 44283 6642 


0-99094 91903 5119 | 
9:990099 99992 5721 | 
0.00001 73001 2099 | 


9.980652 33318 1809 
9:99994 77274 9074 
9-99999 99992 1355 


0.000171 21974 4310 | 
9.980633 08276 2634 


9.999094 62235 3021 
9:09999:9999!1 


-99999 99991 1940 | 
.00690 30097 9779 
9.98594 15913 0865 
9-99994 31174 4836 | 
9-99999 99990 6871 | 
O 


[e) 21 À 


.00700 0762 


© © © O 


08554 67003 0239 
:99993 98772 0854 | 
9-09999 99989 5959 ! 
0.00719 00034 3287 ! 


9.98534 71479 6125 | 
9-09998 82005 5563 | 


9 © 


£ 


9:99999 99989 0093 


0.001729 


9.098514 61713 3155 À 


9-09993 64088 8435 
9:99099 99088 3938 
0.007939 51031 9610 


9-98494 37781 0267 


9:99993 ES 9275 
9-99999 99097 74 
0.00749 54886 8247 


[1505 
9-99995 06395 9/26 | 


6764 ! 
0.006080 70975 4026 ! 
9.986013 69145 4281 | 
9-99994 46870 1606 | 
9 
0 


.08574 48566 5495 
.99994 15143 4147 | 


-09999 09990 1548 ! 
.00709 03293 6100 | 


55282, 4700 | 


116.0 


fi 


! 
4 


20.) 


(18.5 |'O.5o147 64453 6202 | 9.097605 65838 37x11 
8.423603 06837 9836 | 9.990004 71841 1880} 


Donges cc 


942089 88240 2170 
.26767 81304 6256 
5.93337 07713 4354 
1.260468 15529 5682 


9.44033 80750 8540 


8.299260 60571 5532 
5.938923 49511 8188 
1.379040 97131 0220 


9.45334 18046 2526 


5.32269 46675 8700 
6.04342 53315 5539 


1.48479 06744 100 


9-46593 53399 7743 
8.34899 76584 7566 
6 
I 


.09604 36761 1722 
.59002 73642 6590 


.47814 18041 1781 


.37486 03191 8598 
.14718 25365 6510 
.69230 50860 7904 


me. ©) OXO 


.48998 23640 8607 9.97820 63255 
.39942 50285 8386 | 9.999860 33086 4 


Où OO 


.196002 65464 4173 
1.79179 35069 3335 


6.24535 41787 0707 


_1.88864 83728 0763 | 0.01144 52907 8012|} 
9.51264 19176 5476. 3311 


8.44721 30717 9708 
6.29253 64589 6026 
.00301 29949 4527 


Li 


.b2349 52565 3965 


.{zo20 51926 8922 
.33853 97021 0B78 
07501 95432 1326 


D OOXO 


53405 16846 4555 


.49263 75420 6350 
.30342 5o771 6go8 


D © Oo 


.16479 01757 0438 


a 


9.54432 52953 09244 
8.51453 83585 0648 
6.427324 90023 2652 
2.250243 80288 5797 


9.098173 69643 


9.098050 63156 45861) 


0.000904 76618 


Logrp,b° 4h; C Ra 


9-98391 05163 60931|} 
9-99992 54950 582118 
9:99999 99984 0230|} 
0.00000 74085 4560|f 
7 PAR AUDE 
9.989284 16370 . 
9-99991 52676 


9-99999 99979 
0.008093 00142 


9:99990 40069 
9:99999 99975 


0.009089 39200 


9-99989 16427 
9:99999 99966 


9.97941 au 
9:99987 81019 
9:99999 99997 


O0,01022 929 O 


9:99999 99946 : 
0.01002 84080 5975|à 


9:99999 99932 7899|f 


9.097434 65516 50861] 
9.099981 06112 9437|h 


9-99999 90696 76348 
0.012793 20246 5992|! 


9-97298 58164 {290| 
9-99978 99902 81671|| 


9-99999 99873 0582 
0.01340 20805 7227|| 


9-97158 76257 7063) 
9:99976 76924 5270 
9:99999 99844 67111) 
0.01409 00299 7199 


21.5 


23.0 


26.0 


+ 


Logo. 02,00, c00 


.55432 91618 2157 
B.53603 38414 6634 
6.47006 40303 4811 
2.33806 80882 8657 


). 56407 54326 1623 
B.55684 83427 0370 
6.51191 89627 6480 
2.421797 79971 4158 


0.57357 541 0 8330 
8.907730 453 2 6282 
6.552865 92490 9995 
2,90365 5361 re 


EE 


99732 35724 6080 


eos 96605 8310 
6.509292 712926 9663 


2.598379 46273 7793 


9.59187 80116 6658 
8.61692 52052 5140 
6.63216 27113 7887 
2.66226 54713 3960 


9-60069 06819 9343 
| à 63612 porto 954 


79190 7038 
6.675060 73832 3879 
2.730914 52267 8829 


| Q-6eos: 32999 4026 


5494 90325 6164 
6.70828 16671 9041 


2.01450 33997 1823 
9.61772 69586 7965 
54 1330 


B.67540 479 
6.74523 25562 1098 
2.800840 52282 ToB£ 


ee 


9-625 4 82594 0315 
ÉquDr 04749 7406 
6.750148 59703 6354 
2.06091 20287 8193 


ee 


2:30 43502 6242 
-710928 04338 2640 
6.81707 07026 973 

3.032080 15075 840 


9-64184 19615 2863 


.72672 82004 3570 
6.865201 39620 2804 
3.10196 80425 6904 


TABLE VI. 


Log b, b°, b°,K. 


9.970195 17376 8881 


9-99974 36234 1999 
9-99999 99810 1831 


0.01479 59334 0644 | 


9.96867 
9:99971 
9:99999 99770 6000 


0.019091 98002 1225 


79020 7033 


_9.96716 58604 7322 
97772 9861 


9:99968 


SRE NS gui 


9.969561 53459 2094 


9-99965 97942 7175 | 


9-99999 99666 8737 


0.01702 


9-99962 
9-99999 99600 9018 


0.011700 


9-99999 99523 
0:01009 666 3807 


a — 


9-96073 01625 3927 


9-99995 62932 7418 
9-99999 99433 3463 


0.010941 30370 3477 


9.995902 20085 8202 


9-99951 68889 9799 


130.0 
0.02024 69566 1957 | 
9.957279 57114 8638 | 
9-99947 48294 9105 | 


9:99999 99328 2317 


9:99999. 99206 1716 
0.02109 99193 1092 


9.095548 82485 5286 
9-99942 99865 9119 
9:99999 99064 8187 
0.02197 08222 Goro 
9.95366 01869 4693 
9:99938 22278 260) 
9-99999 DFE 5448 
09 


0,022 55 1711 


19445 6292 


mn 


22075 1909 | 
9.096402 60827 0645 
"6279 7632 | 
07526 8003 | 


9.096239 77861 8189 
9.99959 31662 9669 | 
134 


127.0 


70854 3477 | 


28.0 


120.9 


29.0 


29.9 


30.5 


31.0 


9.64952 74374 030 
8.174386 65326 5308 


6.88634 14003 1534 
3.179062 29379 6085 


9.665704 6648 5299 
8.760070 74752 Sd 
6.92007 72481 8060 
3.238009 46553 1593 


9.606440 55998 0202 
8.777926 24127 6060 


6.959324 44198 0627 
3.30442 90233 6732 
9.67160 92909 5961 
B 19354 21165 5270 
6.0B586 46084 2298 
3.36966 94289 8020 


9.67866 29015 4139 


8.809955 67887 3302. 


7.01700 83733 7122 
3.433605 Gogr2 8369 


9-68557 12201 0054 


ce 


8.82531 61016 3852 
7.049954 52195 9269 
3.497038 ue, 5779 
6.39200 14499 8764 


Log c, c°, c%, 6%, | Log b, b°, LOS 


05179 11834 282| 
9. Jo 14162 865 
9-99999 98713 418} 


0.023877 00921 000 
9.94988 08840 690! 
9:99927 74104 sa] 


À 8 3| 
on 287 0 


04503 49268 o84| 
ARE 92264 a 

-99999 97965 378] 
à 0 20480 346| 
9:94389 85050 785 
9-99909 47410 2831 
9-99999 g70fx 307] 
0.027959 80000 402 
“9-94181 92587 459] 
9.90902 4467 558 | 
9:99999 97271 905] 
9-99999 99909 9) 
0.02860 34576 o47| 


——_—__——à 


DUR 


84082 92341 5132 
7.086064 36703 6Go49 
3.55922 76641 9822 
6.516390 53370 6851 


.69897 00043 3602 
b.6) 


Giro 49049 3328 
7.11127 13339 1388 
3.620438 30389 9082 


6.638090 60866 5372 


B Bnr15 Are 1484 


7-14144 40646 0865 
3.668083 03544 1768 


6,75960 07175 0745 


.71183 93362 54 
8: 88507 66153 428 


10546 88745 bon 


9-99999 99999 999] 
0.020962 85431 720! 
9.937953 06316 9981] 
9:90887 77596 4291 
9-90999 90375 089! 
9:99999 99999 999! 
0.03067 33827 2711] 


9:99909 99999 999!| 
0.03173° 81058 8831 
"0.093306 55951 70 

ES enbts 1748 (e 


7.179118 06191 1716 | 9.099999 05223 433!} 
3.74030 15245 6288 | 9.909990 99999 999} 


6.879854 30577 9787 


0.03282 28460 o74|| 


TABLE VI. pa 


Log C, c, ce, cooo, c°00, Log b, 27; DS VALLE K. 8. Log C, c®, EPS er ç2900 Log b, bo, po, pooo, K. 


pure 51017 9397 
.90098 80533 5926 


7.20049 32081 5502 
3.79892 69716 7210 
6.99579 39520 1633 


2" 72420 97077 7271 
01499 28761 2414 
.22039 79441 6128 
89673 57215 1967 
11141 14517 1148 

.73021 65239 9902 
92919 79123 3468 
.29790 73853 0202 
91375 54914 2453 
.22045 09915 2185 


.73610 87645 9135 
.94320 96806 4630 
.28603 59761 5044 
97001 27716 1077 
.33706 55518 9377 


5 | 9.74188 94971 2528 


.95703 44083 4368 
.31379 59893 1878 
.02553 29004 9495 
.44900 58096 6198 


.94756 16512 8727 
.97067 80486 6314 
.34119 05403 4545 
.08034 01344 Bit 

.55862 02775 8057 


.79312 80268 9774 
.08414 62968 5620 
.36825 82600 6098 
.13445 77125 7599 
.66685 54338 2442 


.75859 13013 5406. 
.99744 46050 9108 
59496 32846 4596 
.10790 79167 8305 

7.717375 58422 3866 

.16305 40365 476 
RCE 81963 0É0b 
7.42138 53036 0206 
4.24on1 21277 8656 


7.87936 42642 4582 


ia OO [sites 000 lea | Oo GoO [sui over XO | <a 1 Goes 


oo lis 00 


ESS 


9.93076 57866 1105 
9.998062 19138 5517 


9:99999 94533 o981 


9: 00999: 9999919901 


0.033092 77402 70692 


9 99802 69677 0846 | 


999999 93794 7471 
9-99999 99999 9989 


0.030505 29298 3641 Æ 
9.92602 91918 2338 À 


9:99842 70237 439 
9-99999 92878 527 


9:99999 99999 9989 | 
0.03619 85598 8661 | 


9 92359 14022 8394 | 
9:99832 17725 3779 | 
9-99999 91893 6177 | 
9-99999 99999 9981 À 


0.03736 47798 0770 


1719 
Go13 | 


9:99009 90786 1426 | 


9.92110 6589 
9-99821 0997 


9-99099 99999 9976 


0.038565 17432 8298 | 


9.918567 42135 2197 
9-99809 44754 ai] 
és 


» 
9-99999 99999 9969 } 


9-09999 89949 0 


0.030975 96084 2759 


9.91599 37151 2709 À 
9:99797 19747 5789 | 


162 1721 


9-99999 85 


9 99999 99999 9960 | 
0.040098 85379 2380 À 


9.091336 45104 2486 


9:09784 32565 6799 
9-:99999 86611 7988 
9-99999 99999 9948 


0.04223 86091 6125 


.91068 60331 7566 [40.0 980806 
AS RUE 5665 | 


9.009999 84880 8828 
9-99999 99999 9934 
0.043351 02643 8431 


136° o 


se 


130.5 


Raw | œimstoto | coiato © | ciao | coimtoto | oo CIS © tO 


9.769021 86852 go 


9.02355 20770 8212 


7-44747 45817 8406 
4 29289 08771 6312 


7:98372 17629 q912 


.77438 75973 2607 
.03637 10496 4880 
.47326 09836 8310 
.34446 33959 3432 
.08686 78005 4174 


.77946 30248 64ot 


.04903 97230 5162 
49875 39060 8423 
.39545 01598 9660 
.10884 03284 6658 


.78444 71279 3059 


.06156 25235 8606 


.52306 27492 4317 
.44586 79319 9024 


.28967 58726 5/21 


.78934 19787 0607 
.07394 37045 3486 
.54889 60366 9460 
.49573 48019 3301 


.38940 96125 4019 


.79414 95670 7095 
.00618 73552 7174 
.55356 23338 o8o1 


54506 77233 4991 


.A8807 54553 7453 


18038 5449 


74097 7795 
098151 8471 
30485 8706 


79887 
RE 
-2979 
. 59358 


.58550 61058 4951 


05253 1226 
76546 1556 
63709 900 

65613 one 
31314 7114 
74967 5243 
17364 ‘0530 
96223 0162 
35076 5990 


70239 9705 


.80351 
.11027 
.62212 


.64219 
8.68233 


9.122138 
7.64603 
4.69002 


8.77798 


9:90795 76445 859 
56 Gir2 mt 

9-99999 82950 7537 

9-99999 99999 991 


0.04480 34108 4577 


9-99709 74569 3047 
9:99999 79791 6474 
9:99999 99999 9831 


0.04881 41887 4271 


0.035302 60949 5151 


9.88740 60554 92 
568 


9-99636 13254 o 
9-99999 61892 4641 
9-:99999 99999 9982 


0.059447 57295 7767 


9.88425 39665 5351 
9-99615 53503 9099 
9:99999 57456 049 

9-99999 99999 9479 
0.05594 85647 1860 


278 


TABLE VE. 


/ 


8: «Log cç, 0%, c%, 6994, 62002, IKop & 9, BR, BPPOUUK. 


40° 5 


42.0 


9.812594 44160 3118 
9-13386 31688 3276 
7.669171 69355 4924 
4.731737 80242 8465 


8.87269 72572 4782 
9.81694 29168 3228. 


3322 
2032 


5009 


.14547 53392 
RH 5436 


4.780427 61064 


8.066409 23415 8026 


9.82126 45717 
9.156097 15147 
7.171639 20211 
4.830172 99332 


4779 
7310 


8164 
7971 


9.065939 98752 3342 


9.825501 08001 7436 
9.16835 48482 6552 
7.730940 33718 1465 
4.876075 32921 2387 


9+15144 65929 3209 


9:82968 33460 3618 
9:17062 83836 3888 
7.760220 50644 2119 
4.92235 92014 4540 


.9.24265 84115 7803 


9.88104 55153 6992 


9.099993 99217 3414 
9-99999 22554 7291 
9-99099 99999 9392 
0.05744 48309 19533 


9.987777 98629 2565 


9-99971 467099 1117 
9:99999 47144 4650 
9-99999 99999 9196 


0.005896 47657 1199 À. 


9-87445 61424 1850 
9:99947 92525 1199 
9:99999 41177 3970 
9-99099 99909 9004 
0.06050 86139 1161 


9-87107 34581 4% 
9.995923 32536 garA 
9:99999 34601 5285 
.9:99999 99999 8769 


_0.06207 66278 4559 


9.867963 08843 1734 
9.099497 62836 0591 
9-99999 27360 3865 
9-99999 99999 8481 
_0.06366 90676 5601 


6. 


43° 0 


43.5 


9.83378 33303 5054 
9-19079 50610 9180 
7.78480 60816 1055 
4.96756 02325 8876 


9-33306 04732 6826 


9 83781 22036 4207 
9.20185 77219 4458 


7.80720 00224 3844 
5.01236 85903 2056 


9-42267 71893 3615 


9.841797 12732 2059 
-9-21281 91132 2034 


.82942 31121 6924 
F 05bno 61323 6982 


9.51153 22734 7089 


9.84566 18003 2841 
. 9.223638 18919 


6442 
.85145 1711 3354 
.10085 43880 9060 


9:59964 87848 8779 


9:84948 50021 6801 


923444 c629 2427 
7.87330 12255 4180 


:5.14455 45759 3947 
.9:.68704. 91605 9324 


Log C, é, cv, Le, ç°200, Log b, bo, be b°°0,K 


me moe. 


9.86412 74638 393 
9-99470 79277 790 
9-99999 19392 609 
9-99999 99999 8xài 
0.06528 62015: 939! 


9.86056 22060 866 
9-99442 77564 878 
9:99999 10631 823} 
9-99999 99999 770) 
0.06692 83063 301 


9.856093 40900 370 
9.099413 4072 
9:99999 01005 648 
9-:99999 99999; 7178 
0.06859 56672 855 


9.85324 20538 168 
9.099383 01682: 262 
9:99998 90435 & 
9:99999: 99999! 02%, 
0.07028 85789 771 
9-84948 5oo21 680 
9.993091 18092 421 
_9-99998 78837 316 
9:99999. 99999: 977! 
0.07200 73453 815] 


cs D 2 US Ent 


5097 


! g. 
Pol g 0° 0”00000 00 
h1| 9. 0. 0.02/27 02 
j:2| g. 0. 0.09708 08 
1.3! 9. 0. 0.218043 26 
W4| 9. 0. 0.386832 65 
1.5} g. o. 0.60676 39 
Là g. ©. ENT 66| 
Mn| 9. o. 1.1892 
‘8 4 0, 15533 7 
9! 9. o. 1.096599 09 
Lo! g. o. 2.42718 10| 
Lil 9. 0. 2.093603 15| 
MIS © 5. ro524 65 
3] 9. o. 4.10213 08 
M4! 9. o. 4.750758 93 
5] 9. 0. 5.46162 76| 
6! 9. o. G.21425 12 
Mn| 9. o. 7.01546 65 
: 9. 0. 7.86528 o1 
Lo| 9. 0. 8.76369 go 
*0| 9. 0. 9.710793 07 
b1| 9. 0.10.70638 30 
h2| 9. o.11.75066 42 
L3| 9. 0.12.04358 29 
14 9. 0.13.98514 8r 
M5! 9. 0.15.17536 93 
46! 9. 0.16.41425 64 
| 9. 0.17.70181 99 
‘à 9. 0.19.03806 94 
Pig] 9. 0.20.4230r 71 
.0| 9. 0.21.85667 41 
.1| 9. 0.23.33905 22 
2] 9. 0.24.87016 38 
.8| 9. 0.26.45002 16 
[4 9. 0.28.07863 86 
:9| 9. 0.29.76602 83 
6! 9. 0.31.48220 47 
 . 9. 0.33.25718 20 
«8! 9. pe 5o 
#9] ©. 0.36.95359 87 
0! 9. 0.38.87506 85 
Pia] 9. 0.40.84540 11 
L:2) 9. 0.42.86/461 21 
:3| 9. ee TELE 86 
4 9. 0.47.04973 76 
‘| 9: 0.49.21968 67 


DR ; co > 


Diff. I. 


.04428 


TABLE VII. 


Pr 


2427 0214854 04 
7281 06/4854 12 
1213d 1814854 21 
16989 3914854 35 
ME # 4854 53 


26608 2714854 76 


31553 0314855 o1 
36408 0414855 32 
41263 3614855 65 
46119 0114856 04 
05|4856 45 


55831 5014856 93 
60688 4314857 42 
65545 8514857 97 
70403 8214858 55 
76262 3714859 16 


5314859 83 
3614860 53 
6914861 28 
1714862 06 
23|4862 


1214863 75 


80121 
84981 
89841 
94703 
99965 


«00291 87/4864 65 
.14156 5214865 60 
-19022 12/4866 59 


.23886 7114867 Go 


16/4874 62 
7814875 92 
704877 27 
9714878 67 
6414880 09 
7314881 57 
3014883 07 
37/4884 64 
01/4886 22 
2314887 87 


01021 


(ep! 


67| 


SO 
LR 


| 


© 


OO si 


II SJIe] 
QE © D 


o 


9 
1 
ï, 
9 
9. 
9. 
| 
L 
9 
9 
9 


CD © © © | D D D bb N 


ef Det bei Dei be ei ed De ei De Be Del OO bed bed 


Det Del Pad bed bai 


D D D D D 


mm, ©: ©: ©+ © © 


D ND DD D 


es 


7 49" 21568 67 


.51.43058 40 
:53.60444 79 
.0072Q 71 
.58.36915 09 

0.783002 89 


2300 12 
‘ 5.714898 82 
.« 8.30701 09 
.10.91419 06 
.13.57049 88 
.16.27595 78 
.19:03029 O1 
21.803441 86 
.24.68746 68 
.27.58975 83 


QUE 


9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9: 1.30.54131 74 
O. 
9: 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 


.33.54216 88 
.36.59233 95 
.-39.69184 90 
.42.84{072 91 


.46.03900 42 


.49.28670 10 
82. 58384 65 


.55.03046 84 


.59.32659 47 


fe 38 


6.260747 45 
9.81228 62 


.13.40671 86 
17.095080 17 


.20. 14456 Gr 


.24.48804 28 
.28.28126 32 
.32.12425 91 
.36.01706 28 


.39:99970 70 


Diff. I. IL. 


2.214809 7314896 66 

‘26380 39/4898 53 
.31284 92/4900 46 
.36185 38/4902 42 
.41067 80/4904 43 


B D D D 


2.45992 2314906 47 


.50898 70/4908 57 
55807 27/4910 70 
.-6o717 97[4912 95 
.65630 81 4915 08 


D D D D D 


-70245 90|4917 33 


.72463 23/4919 62 
«00382 85/4921 07 
85304 82/4924 33 
2.090220 15|4926 76 


N D D 


2.051565 91/4929 23 
3.00085 14 4931 73 


3.05016 8714934 28 
AERRE 15/4936 86 
3.140888 01/4939 50 


3.109827 51/4942 17 


3.24769 68/4944 87 
3.290714 55/4947 64 
3.340662 19/4950 44 
3.309612 6314953 28 


3.44565 9114956 16 


. 49522 07 4959. 10 
«54481 1714962 07 
«59443 2414965 07 


3 
3 
3 
3.64408 3114968 13 


3.609376 4414971 23] 


3.74347 67/4974 ÿ 
3:79822 0414977 S$ 
3.804209 59/4900 78 
3.892600 3714984 05 


3.094264 4214087 36 


3.992951 78|4990 73 


| 196! 
| 204|L 


Il 
Il 


| 212 


Qu 


29718 
300! 
300 
310 
31 


: 310 
3231 
327|h 
331 
337|: 


339 


.43.95222 48| 4.04242 5114004 12] 344h 


4799464 


92.001701 


FE 


4.069236 63|4997 56 
4.142384 1 Por 06 


350 
352 


.56.22935 81| 4.19235 2515004 58| 357 


. 0.421171 06! 4.242309. 83 5008 15 364 


. 466410 89| 4.292/7 98|5o11 79| 364 


39275 20|5o19 19 


. 3. 8°05658 87] 4.342059 7715015 43] 372lf 
; e oded 64 ke HY. 1 
. 3.17.69193 84! 4.44294 35/5022 89| 3 ‘ 


280 TABLE VIT. 

b. Dif, I. IT. III. N 0. P. Diff. L IT I, 

ol @® 3/1760103 84| 4.442094 35/5022 89) 380/13°5)] 9 7 27"095676 60| 6.74725 3415239 02] bg 
à 1| O. 3.22.13400 19 4.49317 24 5026 69 385113.6 9. 7.34.70o401 94 6.790904 36 5244 92 59 
9.2| 9. 3.26.62805 43| 4.54343 93/5030 54 387113.7| 9. 7.41.60366 30| 6.685209 28/5250 85| 60 
9-3| 9-+ 3.31.17149 36| 4.509374 4715034 41 393113.8| 9. 7.48.35575 58] 6.90460 1315256 87| 60 
0.4| 9. 3.35.76023 83| 4.644068 88/5038 34 397/13.9| 9. 7.65.26035 71| 6.095717 00/5262 90 6x 
0.5| 9. 3.40.40932 71| 4.69447 22/6042 31 403114.0| 9. 8. 2.217952 71| 7.009709 90/5269 o2| 6» 

.6| 9. 3.45.10379 93| 4.74489 5315046 34 4o5 14.1 9. 8. 9.22732 61| 7.06248 9215275 15 6 
ae “ 3.49.84809 46 4.799385 87/5050 39 froir4.2 9. 8.106.28081 53| 7.11524 07|d281 36| 62 
9.8| 9- 3.54.64405 33| 4.84586 2515054 51 A14114.3| 9. 8.23.40505 60! 7.16805 4310287 Gr| 62 
9.0] 9: 3.59.48091 58| 4.809640 76 5058 65| 410114.4| 9. 8.30.57311 03| 7.220093 04 5293 90! 68 
10.0] 9. 4. 4.386032 34| 4.094699 4115062 84 425114.5| 9. 8.37.79404 07| 727386 9415300 26| 64 
10.1| 9. 4. 0.33331 75| 4.909762 25/5067 00! 429/14.6| 9. 8.45.06791 o1| 7.32687 20/5306 G6| 64 
10.2 À 4,14.33094 00! 5.04829 34/5071 38 433114.7| 9. 8.52.39478 21| 7.370903 8615313 12| 6/ 
10.3| 9. 4.19.37923 34| 5.090900 72/5075 71| 437114.8) 9. 8.59.77472 07| 7.43306 98 ne 61] 65 
10.4| 9. 4.24.47824 o6| 5.14976 4315000 08 444149 9. 9. 7.201779 0ô| 7.48626 59|5320 18| 66 
10.5! 9. 4.29.602800 49| 5.200566 6115084 52 _446 19.0] 9. 9.14.69405 64| 7.53952 7715332 79| 66 
10.6! 9. 4.34.82857 0o| 5.25141 03|5088 98 45115.1| 9. 9.22.23358 41] 7.590285 56/5339 45| 67 
10.7| 9. 4./40.07998 03| 5.30230 01/0093 49 457/15.2| 9. 9.29.82643 07| 7.64625 o1|5346 16| 67 
10.8| 9. 4.45.38228 04| 5.35323 50|5098 06 460!15.3| 9. 9.37.47208 08| 7.609971 1715352 93| 68 
10.0] 9. 4.50.73551 54] 5.4o421 56/5102 66) 466!15.4| 9. 9.46.17240 15| 7.79324 10 ns 75| 68 
11.0] 9. 4.56.13973 10| 5.456524 22/5107 32] 470/15.6) 9. 9.52.92564 25) 7.80683 8515360 61| 69 
TT 0 0 1.594097 32| 5.50631 54/5112 02! 4794115.6| 9.10. 0.973248 10| 7.86050 46 5373 56| 6 
11.2] 9. 5. 7.10128 86) 5.55743 6016116 76 480115.7| 9.10. 8.592098 56| 7.091424 02/5380 51 F: 
11.3| 0. 5.12.65872 42] 5.608600 32/5121 66] 483/15.6| 9.10.16 50722 58| 7.096804 5315387 55| 0 
11.4| 9. 5,18.26532 94| 5.656981 88/5126 39| 489/19.9| 9.10.24.47027 11| 8.021092 0815394 64| qi 
11.6] 9. 5.23.092714 62| 5.971108 27/6131 28 494116.0! 9.10.32.49719 19| 8.07586 72|54or 77| 92 
11,6) 9. 5.20.63822 80! 5.762309 55[5136 22| 497/16.1| 9.10.40.57305 91| 8.120988 40/5408 97| m2 
11.7| 9. 5.30.40062 44| 5.813795 97|5141 19| 208 16.2| 9.10.48.70294 40| 8.183097 4015416 % Le 
11.8] 0. 5.41.21438 21| 5.865616 06[5146 22| 507k16.3| 9 10.56.88691 86] 8.23813 6715423 51| 73 
11.9) 9. 9.47.07955 17] 5.091663 18/5151 29| 514/16.4| 9.11. 5.12608 53] 8.209237 1815430 87| 9 
12,0| 9. 5.52.09018 36] 5.096814 4715156 43 514/16.5] 9-11.13.41742 71| 8.34668 06515438 27| 94 
12.11 9. 5.58.06432 82] G.o1970 g0l5161 57| 524/16.6| 9.11.21.76410 76| 8 {0106 32/5445 74| ME 
12.2| 9. 6. 4.098403 72] 6.017132 4715166 81| 520/16.7| 9.11.30.16517 08| 8.455562 0615453 dr: 7 Ë 
12.3| 9. 6.11.06536 19] 6.r12299 28/5172 o7| 531 16.8] 9.11.38.62069 14| 8.51005 3115460 83 7€ 
12,4| 9. 6.17.17830 47] 6.174791 356197 38] 53516.9| 9.11.47.13074 45| 8.56466 1415468 46| %6 
12.95| 9. 6.23.35306 62 6.226048 7315182 73 _S43]17-0 9-11.99 69540 59| 8.61934 6o 5476 15| # 
12,6| 9. 6.29.57055 55! 6.217831 4615188 16! 544l17.1| 9.12. 4.314795 19] 8.65410 7515483 8ol 
12.7| 9. 6.30.85787 o1| 6.33019 62|5193 60! 50117.2{ 9.12.12.98805 94] 8.728094 6415497 68 à 
12.8| 9. 6.42.18806 63| 6.38213 22|5109 11] 566|17.3| 9.12.21.71780 08| 8.783860 32/5490 54| mc 
12.0| 9. 6.48.57019 85| 6.43412 33/5204 67| 559l17.4| 9.12.30.50166 90! 8.83885 8615507 45|"70 
13.0| 9: 6.65.00432 18| 6.48617 00/5210 26! 5617.56! 9.12.39.34052 76! 8.809393 31/5515 41 & 
1921150 7: 6.53827 26 5215 93 568l 17.6 9:12.48.23446 07] 8.9/4908 7215523 | 8 
132210. 7. 8.02870 44| 6.59043 19/5221 61| 676{17.7 9.12.97.18354 79 9.00432 16/5531 FA 81 
13.3| 9. 7.14.61919 63| 6.64264 80/5227 37| 530!17.8| 9.13. 6.138786 9b| 9.056963 68 5539 65| 62 
13.4] 9. 7.21.26184 43| 6.609492 1715233 17| 585k17.0| 9.13.15.24750 63] 9.115603 3315547 85|M82 
13,5| 9. 7.27-99076 60! .6.74725 3415239 o2| 590k18.0| 9.13.24.30263 96! 9.17051 18/5556 11/86 


TABLE VII. 


281 


( pe Dif, I IF PATIS ES 66 @: Dif. 1 ITU 
1 ENS DRE AU LÉRIPAEES A PORTER CRE CS DE MORE ERA SAME EL LE 
o| 9° 13°24"36253 06| 9.17051 1815556 11] 83022° 5| o°21° 13" 31011 14|11.76167 08|5991 33|1119 
b1| 9.13.33.53305 14| 0.22607 29/5564 41| 838/22.6| 9.21.25.07178 22|11.82158 41|6002 b2|1125 
122! 9 13.42.70912 43| 9.281971 70/5572 70| 84222.7| 9.21.36.89336 63|11.88166 93/6013 77|113/| 
1:8| 9.13.52.04084 13| 9.33744 4915581 21| 861/22.8| 9.21.48.77407 56|11.94174 706025 11/1140 
4] 9.14. 1.378286 62| 9 39325 7015589 70] 855Ï22.9| 9.22. 0.710672. 26|12.00199 8116036 51|1148 
19) 9.14.10.77154 32| 9.44915 4015598 25| 860l23.0 9.22.12.71872 07/12.06236 32/6047 00|1153 
16! 9.14.20.22069 72| 9.650513 65/5606 85| 86623 1| 9.22.24.78108 39|12.12284 3116059 5211163 
7 9.14.29.72583 37| 9.56120 50/5615 51] 873l23.2| 9.22.36.90392 70|12.18343 83|6Go71 16|1160k 
1:0| 9.14.39.28703 87| 9.61736 0115624 24| 870/23.3| 0.22./09.08736 53l12.24414 98/6082 84/1170 
1.9 D 14:49 -90439 86| 9.67360 2515633 03] 883123.4| 9.23. 1.33151 51112.304097 82|6094 6o|1184|. 
lo! 9.14.58.57800 13] 9.720993 28/5641 86| 891/23.5| 9.23.13.63640 33|12.36592 42|6106 44/1192 
11] 9.19. 8.30703 41| 9.798635 141565 896123.6| 9.23.26.00241 75|12.42698 8616118 36/1197 
Le RARES 55 à 84285 ME 73 003 23.7 D de Gr on fBe te 22|6130 33|1207 
13| 9.19.27.03714 46| 9.809945 ê, 5668 76| 90923.8| 9.23.50.01707 83|12.54947 55|6142 4o|1213 
1:41 9.15.37.83060 10 SRG rE 40|5677 85] 914123.9| 9.24. 3.467905 38|12.61089 0516154 53|1222 
5! 9.15.47.79274 5ol1o.012g2 25|5686 99| 922/24.0| 9 24.16.07705 33|12.67244 4816166 75|1228 
16! 9.15.57.80566 75|10.06979 2415606 21| 927124. 1| 0.24.28.75030 81|12.73411 236170 03|1236 
17 9.16. 7.87545 09 tee 45 5105 48 033 24.2 : TE BG, 04|12.79590 26 A 39|124/|| 
16] 9.16.10.00221 44|10.18380 93|5714 81| 94024.3| 9.24.64. 28041 30/|12.80781 65/6203 83/1251 
19! 9.16.28.18602 37|10.24090 7415724 21| 94524.4| 9.25. 7.13822 95|12.91985 48/6216 34 
20] 9.16.38./42608 r1|10.29819 92|5733 66| 95324.5| 9.25.20.05808 43|12.98201 82/6228 96 
f.1| 9.16.48.72518 06|10.35553 6115743 10] 958124.6| a.25.33.0o4o10 25|13.04430 7716241 60 
{:2| 9.16.59.08071 67|10.41296 80 Ke 965 57 7 D 46 ot 02|13.10072 3) 6254 36 
CS| 9.17. 9-49968 47l10.47049 5715762 42| 971h24.8| 9 25.59.19113 39|13.16926 736267 18 
c.4 9:17-19.90418 o4|10.62811 09|5772 13| 978 24.9) 9 26:13 30040 12113.23193 91/6280 09 
2:5| 9.17.30 49230 03|10.58584 1215781 91| 985k25.0| 0.26.25.59234 03|13.#0474 00|6293 07 
6! 9.17.41.07814 15|10.64366 035791 76| 99025. 1| 9.26.38.88708 03|13.35767 07/6306 13 
7 9-17.91.792180 18|10.50157 79 Sr 66 Fe 26,2 BRU S 10113.42073 20/6319 29 
f46| 9.18. 2.42337 97|10.75959 45|5811 62|1004125.3| 0.27. 5.666548 30|13.48302 49/6332 49 
L.9 MONS 00 42/10.81771 07/5821 G6|1011h25.4| 9.27.19.14940 99|13.54724 08|6345 82 
f.0| 9.18.24.00008 49|10.87502 7315831 77l1015/25.5 9.27-32:690605 97113.61070 80/6359 19 
PRET Tr So |18.67i0 aol 66 
Per] 9.19.34.87661 22/10 93424 50|5841 92\1024/25.6| 0.27.46.30736 57|13.67429 9916372 66 
[22] 9.18.45.81085 72 ae 266 4215852 6 cu 25.7 927 20 8766 5 13. 13007 6516386 20 
F5] 9.18.56.80352 14111.05118 5815862 46|1036125.8| 0.28.13.71069 21113.80188 85/6399 85 
l.4 9-19. 7.85470 72|11.100981 0415872 82|1044125.9| 9.28.27.62158 06|13.86588 70|6413 56| 
15) 9.19.18.06451 76|11.16853 8615883 26|1050126.0 9-28 41.387946 6[13.03002 26/6427 36 
= | — CHER DAS ROMA MRC ES PAS TUNER ART re 
16! 9.19.30.13305 62|11.22737 1215803 7611056126. 1| 0.28.55.31740 02|13.99429 62|6441 24 
Lin 9.19.41.36042 74 11 .28030 88 nu 4 1063126. 2 Lans 9.311798 64|14.05870 8616455 20| 
1:0| 9.19.92.64673 É 11.345365 2015914 05|1072h26.3l 9.29.23.37049 50|14.12526 06/6469 26 
19} 9.20. 3.099208 82|11.40450 1515925 67|1076k26.4| 9.29.37.40375 56|14.18705 3216483 39|r 
0! 9.20.15.30658 97|11.46375 8215936 4311084126.5| 9.29.51.68170 88]14.25278 7116497 62 
21! 9.20 26.86034 79|11.52312 25/5947 2711092h26.6| 9.30. 5.03449 59|14.31776 3316511 92 
2.2 9.20.38.383/47 o4|11.58259 5215958 19|1097h26.7| 9.30.20.25225 92|14.38288 25|6526 32|144 
2.3 D Li 06606 56|11.64217 7115969 10|1106126.8| 9.30.34.63514 19|14.44814 5716540 79|145 
2.4| 9.21. 1.600824 27 ne 8 5980 21|1112h26.9| 9.30.49.08328 74|114.51355 36/6555 37|146 
2:9| 9.21.13.31011 14|11.76167 085091 33l1119/27.0| 9.31. 3.509684 10|14.57010 73/6570 02|147 
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282 TABLE VI: 


D g. Di. I. IT. |IIL 


| 0 q. Dif. I. IL |} 

RQ APETETEVE RON RE M ST | À RP PS RE Ra à | 
27°0| 9°31° 3" 59684 10|14.57910 73/6570 02/1476/31.5| 9°43° 6093087 70|17.69497 7617829: 05| 10h 
27.1| 9.31.18.17504 83|14.64480 7516584 78/1482131.6| 9.43.24:602585 Â6|17.70826 81 7348 35/16 
27:2| 9:31.32.82075 58|14.71065 53|6599 6o 1492131 .7| 9.43.42.30f12 27/17.84175 16/7307: 74] 10h 
29:31 9:31.47.53141 11/14 77665 1316614 52|1502k3r.8| 9.44. 0.235987 43|17.91542 90 7387 26|10| 
27.4] 9.32. 2.30806 24|14.84279 66/6629 54|1510!31.0| 9.44.18.15130 33|17.08030 16|7406 Q. 1C 
27.5] 9:32.17.15085 89|14.90909 19/6644 64 1520/32.0| 9.44.36.14060 49|18.06337 07|7426 G7|10ù 
127-0) 9.32.32.05095 08|14.97553 8316659 84 1528/32,1| 9.44:54.20397 56/18. 1363 74 7446: 5a|20 
27.7] 9:32.47.03548 91/15.04213 6716675 1211537/32.2| 9.40.12.341d1 30l18.21210 26/7406 53/20 
27.0! 9.33. 2.079762 58|15.10888 706690 49|1548132.3| 9:45.30.55371 56 18,28676 70917486 6226) 
27:09] 9:33.17.18061 37/15.17579 28/6705 97/1526132.4| 9.45.48.84048 36|18.36163 4117506 87/26 
28.0! 9.33:32.36230 65115.24285 25|6721 53 1566/32.5| 9.46. 7.20211 76|18.43670 28|7527 21/24 
28.1| 9.33.47.60515 00 15.31006 78 6737 19 1574132.6 .46.25.63882 04 18.51 197 49 7947 70 21} 
28:2| 9.34. 2.91522 08hH15.37743 9716752 93|1585}32.7 D A6 15010 53118.58545 19|79608 27|26} 
28:3| 9.34.18.209266 65 2e 016768 78]1593/32.8] 9.47. 2.738824 72118.66313 40|7589 o1|2t} 
28: 4 9:34.33.73703 55|15.51205 6816784 71 1606!/32.9 9.47.21.40138 18/[18.73902 47|7009 85 20 
28.5 19:34: f9 26029 28 15:56080 39 6500 77 1611|33.0 9.47.40.14040 65 18 G131 32 7630 82 2} 
28.6| 9.35. 4.83079 62/15.64861 16|6816 88/1623|33.1| 0.47 58.055 43 1417651 98/2)! 
9 4 79 15.64 I 1 16023133 ,1| 9.47.58.095552 18.009143 14/7 99121! 

28.7 9.35.20.87930 78/15.71668 0416833 11/1633133 .2 9.48. 17.846096 Fe 1600506 0717673 13/21 
28.8] g:35.36.19598 82115.78501 15 0849 4411642133.3| 9.48.36.81401 18|r9.04408 20/7694 49l21l 
28:9 ue avr 97h18:85350 59/6865 86|1651/33.4| 9.48.55.85950 38|10.12162 Go|7719 97|21 
29:01 9:36. 7.83/450 56115.92216 4516882: 37|1664133.5 9:49.14.08122 07|19.19878 66 7737 98/21! 
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:78539 81633 07 2 17336 56 


0 4 34594 14 237 195 199 11 1 44 59 
0.798941 98970 53 6 51930 70 | 4 34356 99 390 26 | 160 55 | 2 03 69 
0.78548 bogo1 23 10 86287 69 | 4 33960 73 556 81. | 162 58 | 2 72 45 
0.780559 37188 92 19 20248 42 | 4 33403 92 719 39 165 30 | 3 15 75 
0.718574 57437 34 19 53652 34 | 4 32684 53 884 69 | 168 45 | 3 88 99 
0.789504 11089 68 23 86336 87 | 4 31799 84 1083 14 | 172 33 | 4 47 53 
0.786017 07426 55 28 18136 71 30746 no 1225 176 80 | 5 00 68 
0.780406 14863 26 32 48883 fx j 2 gi 73 1402 181 80 | 5 68 60 
0.786078 64446 67 36 58404 64 |4 >B118 96 1584 07 187 48 | 6 28 63 
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TABLE IX. 


P. E(59,3: E (6°). E(n): E (8°), 
Lx 8485 586 846 83 8433 723 8401 408 8324 16 
5 | o. 19| 0. 1 7OI 0. 2302| 0.798401 40979 0.708324 162] 
1e arte 53000 DA 1686 RE Fe 0.830138 11700! 0.5 0.080096 053] 
47 | 0.810969 37777| 0.81942 56873| 0.8r1910 94337] 0.818754 53068 0.817867 481: 
48 | o.83711 10001| 0.830682 70732| 0.836/9 21310] 0.830610 64767 0.835158 447 
4a | 0.854652 70695! 0.85/422 67992) 0.85387 25694| 0.85346 46973 0.85248 953 
bo | 0.87194 19908| 0.897162 48723] 0.87125 07505| 0.87081 99009 0.686979 oo1! 
5r | 0.88935 57703] 0.88902 13013| 0.88862 67103| 0.588817 23421 0.838708 5gi! 
bo SR 84157| 0.900641 60974| 0.90600 04396! 0.90552 18013 Q:00482 720! 
53 | 0.92417 99359| 0.92380 92734| 0.092337 19640! 0.922686 83811 0.921606 447 
54 | 0.094159 03414! 0.094120 08443| 0.094074 13038| 0.094021 21076 0.093894 650! 
55 | o.95899 96439| 0.925859 08269! 0.905810 84820] 0.095755 30108 0.095622 460 
56 | 0.97640 78506! 0.097597 92402| 0.97547 35240| 0.97489 11238 0.097349 825] 
57 Sie 49939 0.003306 Gro47 0! dunbs 64580 on 64835 d 0000 790) 
11 58 | 1.071122 10719] 1.010795 14433] 1.01019 73149| 1.000955 91299 1.009803 20 
5a | 1.02862 61065! 1.02813 52804| 1.027055 G1278| 1.020688 91003 1.025209 303! 
60 | 1.04603 o1172|] 1.045651 76423) 1.04491 29325| 1.04421 64596 1.04255 off 
Gr | 1.06343 31232] 1.06289 85571] 1.06226 77674| 1.06154 12394] 1. 1.05980 328| 
G2 | 1.080583 51453] 1.08027 80550! 1.070962 06732] 1.078860 34089læ1. 1.07705 210} 
63 | 1.09823 62055) 1.09765 61674) 1.090097 16929| 1.09618 32943| 1. 1.094209 717 
64 | 1.11563 632609| 1.11503 29278) 1.11432 08717| 1.11350 06847| 1.112579 29737] 1.11153 842! 
65 | 1.13303 55340] 1.13240 83711) 1.13166 82574] 1.13081 57322] 1.120985 14181] 1.128977 602 
66 | 1.15043 38520] 1.14978 25340] 1.140901 38908| 1.14812 85018] 1.14712 69784| 1.146017 o0ù 
67 | 1.160783 13070! 1.160715 54547] 1.166035 78507! 1.160543 90614| 1.16439 97403] 1.16324 06»; 
68 | 1.18522 79284! 1.198452 71727| 1.183750 o1642| 1.182974 74815| 1.18166 97930! 1.180460 785 
69 | 1.202602 37420] 1.20189 77294| 1.20104 08904| 1.20000 38353| 1.109893 72292| 1.197069 18h) 
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74 1220900 17902] 1.208873 46304| 1.258772 29290| 1.280655 73418] 1.285623 86204| 1.28376 702 
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0.00000 00000! 0.00000 06000! 0.00000 00000| 0.00000 00000| 0.00000 00000! 0.00000 00€! 
0.01749 32658] 0.01745 32602| 0.01745 32542] 0.01745 32477| 0.017485 32406| 0.01745 32il 
0.083490 63713] 0.03490 63270| 0.03490 62787| 0.03490 62264| 0.03490 61703] 0.03490 Gil 
0.052395 91905] 0.05235 goo7o| 0.056235 88439| 0.0b235 86675| 0.05235 84781] 0.056235 82r| 
0.069081 14617] 0.060981 11074] 0.06981 07209| 0.06981 03031| 0.06980 98542] 0.06980 93%! 
0.087260 31277] 0.08726 24360! 0.087926 16818] 0.08726 08659] 0.08725 99896| 0.08725 oo} 

6 | o.10471 39901! o.r0471 28016| o.10471 14992] 0.10471 00903| 0.10470 85770| 0.10470 Gof/ 
7 RME te Mr 20142 pee pee GE RS 0.12215 53106! 0.12215 274} 
8 | 0.130901 27120] 0.139600 98851] 0.13960 68026! 0.13960 34685| 0.130959 98869] 0.13959 Got} 
9 | 0.156706 02482| 0.15705 62271] 0.157058 18425| 0.157964 70998| 0.159704 20060! 0.165703 65€} 
10 | 0.174650 63648| 0.17450 08549] 0.17449 48460| 0.17448 83483| 0.17448 13668| 0.179447 391} 
11 | 0.191099 og1o1| 0.19194 35852| o.19193 53983| o.19192 69589! o.19191 76775| o.19190 7; 
12 > 20930 37341 ae 42371 0.200387 38816 PRET REA S' 20088 06456 at Le 77€ 
13 | 0.22083 406891] 0.22082 26320| 0.226080 94847] 0.226079 52629| 0.220677 29539 0.226076 3 
14 | 0.24427 30295] 0.24425 85940! 0.24424 21988| 0.24422 44633] 0.24420 5og1| 0.24418 Boë! 
15 | 0.206171 04120] o 26169 19502| 0.260167 18183| 0.26165 00404! 0.26162 66426| 0.26160 165) 
16 | 0.270914 48001] 0.270912 25306| 0.270909 81415] 0.270907 17577| 0.270904 34107| 0.270901 316! 
17 oi ont 0.209055 01686 SRE 09703 Dadbne 03834 ne 45 54451 BE 41 or 
19 | 0.31400 64205| 0.313097 47o12| 0.31394 o1109| 0.313900 26901| 0.31386 un 0.313801 Où 
19 | 0.33143 31989 0.33139 59691! 0,33135 53740! 0.33131 14561| 0.33126 42666| 0.33121 38! 
20 | 0.34885 71300! 0.34881 36107| 0.34876 65748] 0.34871 54648| 0.34866 05459 0.34860 18€] 
21 | 0.360627 81202| 0.36622 80926| 0.36617 35332] 0.36611 45050! 0.36605 10762| 0.36598 33! 
22 | 0.38369 Go261| 0.38363 86497] 0.38357 6o743| 0.38350 83717| 0.38343 56199| 0.38335 ol 
23 | o.{orit 07351| 0.40104 53452| 0.40097 40283| 0.40089 68660! 0.40081 39404| 0.40072 53} 
24 | 0.418562 21332] 0.41844 8o410| 0,41836 72311| 0.418279 97951| 0.41818 58325| o.41808 541 
25 | 0.43593 o1101| 0,43584 66039) 0.436575 65240| 0.43565 69731| 0.43555 10625] 0.43543 rail 
26 | 0.453335 45597] 0.45324 09054| 0.465313 87542| 0.465302 82206| 0.452090 94286| 0.45278 25 
27 | 0.470793 53700] 0.470683 08223| 0.497051 67701| 0.47039 33655] 0.47026 07312| 0.47o11 oo! 
28 | 0.459813 24734] 0.488o1 62364| 0.487388 94461| 0.48775 22430| 0.48760 47790! 0.489744 ail 
29 | 0.505562 57471] 0.508539 70352| 0.569525 66333| 0.505109 46956| 0.504094 13894| 0.50476 68 
30 | 0.52291 51125! 0.522779 31116! 0.652261 82090| 0.52245 05735| 0.652227 03884| 0.522079 781) 
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0.03490 1946 | 0.03/490 1829 
0.05234 4223 | 0.05234 3828 + 
0.06977 6o71 | 0.06 51300 
4208519 4024 d: 68749 2106 à 
0.10459 4624 | 0.104b9 1466, 
0.12197 4429 SAGE 9409 | 
0.130932 9992 | 0.130932 04 
0.152665 7907 | 0.165664 7247 
0.173099 4769 | 0.17394 01474 
0.19121 7106 | 6.191109 7739 

Sn SBLA 158 PEU 6363 

0.225662 6331 | 0.225509 3209 
0.242796 4394 | 0.242172 ee | 
0.250995 5736 | 0.259080 6391! 
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209308 2289 
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-34448 4087 
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-87789 0407 
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42744 7798 
.44380 8120 
.46008 4476 
.47627 4128 
«10237 4447 
.bo838 28068 
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.54ort 4102 
.55583 2142 
57144 8741 
-50696 1707 


-60236 8930 
.61766 8386 
.63285 8143 
.-64793 6361. 
-66290 1296 


.67776 1303 
60248 841 
.70710 0476 
.72159 6884 
.73597 2855 
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0.276083 6222) 
0.209381 0462 | 
0.310172 5642 | 
0.32707 O131| 
0.344380 7138 | 
0.36108 6519 
0.377973 4708! 
0.304306 9212 
0,/41080 4071 | 
0.42721 0393 
0.44355 12491 
0.45979 6830! 
0.475098 3345 
-49201 8079} 
.50798 83814 


.52386 1650 | 
.53063 5435 
.55530 72421 
.br087 47331 
.00633 5631 

0.60168 77431 
o.61692 A 
0.632056 737 
0.641707 0754 
66108 7580 | 
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TABLE IX. 333 
® F(50o°) EC Or"): F (52°). 20030 PAU OAN): F15999: 
0°| 0.00000 0000 | 0.00000 0000 | 0.00000 0000 | 0.00000 0000 | 0.00000 0000 | 0.00000 0000 
LE | 0.017459 3812 | 0.01745 3828 | 0.01745 3843 | 0.01745 3858 | 0.01745 3872 | 0.017345 3887 
ho | 0.03491 0745 | o.0349t 0867 | 0.03/91 0987 | 0.03491 1107 | 0.034071 1225 0.03{91 1342 
13 | 0.095237 3919 | 0.05237 4330 | 0.035237 4737 | 0.05237 Bi41 | 0.05237 5540 0.005237 5936 
4 | 0.060984 6459 | 0.060984 7432 | 0.06984 8398 | 0.06984 9357 | 0.069085 0304 0.060985 1243 
© | 0.068733 1492 | 0.08733 3394 | 0.08733 5283 | 0.08733 7156 | 0.08733 9009 | 0.08734 0843 
6 | 0.10483 2150 | 0.10483 5441 0.104983 8708 | 0.10484 1948 | 0.10484 5155 | 0.10484 8328 
l 0.122395 1971 | 0.12235 6804 | 0.12236 2000 | 0.12236 7152 | 0.12237 2253 | 0.192237 7209 
LG | 0.13989 2902 | 0.130990 072 | 0.130900 8493 | 0.130901 61 0.13992 3024 | 0.130903 1370 
| TR 99 n. 99 97 99 99 7 
Mo | 0.157495 9206 | 0.157479 0454 | 0.159748 1534 | 0.15749 2523 | 0.157650 3405 | 0.159531 4172 
mo | 0.170905 3916 | 0.175006 9251 | 0.179508 4481 | 0.179009 0587 | 0.179611 4548 | 0.197512 9350 
a2 | 0.19267 9935 | o.19270 0391 | 0.109272 0708 | 0.192794 0861 | 0.192796 0823 | 6.190278 0573 
72 FÉEE 0940 021046 ve 00 Go SA 9833 | 0.21044 5819 ER 1531 
18 | 0.226003 6928 | 0.22807 2859 | 0.22810 6568 | 0.22814 oo11 | 0.22817 3146 | 0.22820 5936 
m4 | 0.24577 8310 | 0.24582 0807 | 0.246586 3030 | 0.24590 4925 | 0.245094 6440 | 0.245098 7528 
19 | 0.263656 1913 | 0.203561 4337 | 0.260366 6430 | 0.260371 8127 | 0.263756 9361 | 0.263B2 0074 
16 | 0.28139 2977 | 0.28145 6801 | 0.28152 0233 | 0.28158 3191 | 0.28164 5506 | 0.281790 7373 
7 | 0.209927 4759 | 0.209935 1572 | 0.290942 7924 | 0.299650 3719 | 0.209957 8859 | 0.290905 3255 
18 | 0.31721 0934 | 0.31730 2040 | 0.31739 3014 | 0.31748 3338 | 0.317957 2808 | 0.317606 1585 
Mg | 0.339520 3592 | 0.336531 1618 | 0.336541 9035 | 0.336552 5704 | 0.33563 1490 | 0.33573 6264 
120 0.359325 7243-| 0.353386 3740 | 0.356350 9547 | 0.35363 4503 | 0.35375 8448 | 0.35388 1230 
Br | 0.37137 4814,| 0.37152 1861 | 0.37166 8136 | o.37181 3450 | 0.371099 7619 | o.37210 0463 
2 | 0.386995 9651 | 0.380972 9460 | 0.380989 8414 | 0.39006 6294 | 0.39023 2887 | 0.39039 7983 
28 | 0.407861 5120 | o.408o1 0040 | 0.40820 {021 | 0.408309 6815 | 0.40858 8173 | 0.40877 7855 
24 | 0.426014 4604 | 0.42636 7125 | 0.42658 8628 | 0.42680 8827 | 0.42702 7439 | 0.427124 4186 
26 | 0.44455 1506 | 0.44480 4266 | 0.44505 5932 | 0.44530 6179 | 0.44555 4680 | 0.44580 1132 
26 | 0.46303 9247 | 0.46332 5035 | 0.46360 9660 | 0./46389 2755 | 0.46417 3954 | 0.46445 2806 || 
27 | 0.481061 1267 | 0.481093 3028 | 0.482250 3568 | 0.48257 2474 | 0.482838 0330 | 0.48320 3728 
28 0.650027 1022 0. É00b3 1865 | 0.600909 1443 | 0.50134 9289 | 0.650170 4940 | 6.50205 7Qÿ 
29 | 0.510902 1987 | 0.510942 5189 | 0.510982 7098 | 0.562022 7192 | 0.562062 1923 0.652101 0696 
Bo | 0.537860 7650 | 0.536831 6663 | 0.53876 4377 | o 53921 0209 | 0.530965 3581 | 0.54009 3909 
Br | o.55681 1515 | 0.557530 9973 | 0.557980 7150 | 0.55830 2401 | 0.655879 5081 Rte 4534 
82 | 0.57585 7098 | 0.570640 BB»2 | 0.556095 9315 | 0.577950 7863 | 0.5780d 3751 | 0.578509 6248 
53 | 0.59500 7926 | 0.595601 6931 | 0.560622 4703 | 0.596083 0724 | 0.509743 3930 | 0.590803 3606 
34 | 0.61426 5535 | 0.61493 8038 | 0.616560 7931 | 0.61627 5144 | 0.61694 0002 | 0.619760 1216 
35 | 0.63363 9465 | 0.63435 5894 | 0.636511 1495 | 0.63584 5314 | 0.63657 6388 | 0.63730 3736 
86 | o.65312 7261 | 0.653903 4259 | 0.654794 0672 | 0.65554 5453 | 0:65634 5547 | o.65714 5874 
37 | 0.67273 4467 | 0.673601 6902 | 0.67449 9062 | 0.67537 9805 | 0.67625 7973 | 0.67713 2384 
38 | 0.69246 4022 | 0.69342 759 | 0.609439 0681 | 0.690535 2636 | 0.609631 2195 | 0.697526 8066 
89 | o.71232 1258 | 0.791337 o110 | o.71441 9551 | 0.971546 8231 | 0.971651 4770 | 0.717955 7759 
ré 0.173230 7891 | 0.793344 8212 | 0.793458 0699 | 0.173573 0889 | o 73687 0282 | 0.73800 6344 
fr | 0.752/2 8021 | 0.795366 5657 | 0.975490 5150 | 0.75614 4o17 | 0.795738 3334 | 0.715861 8733 
TRE 5122 | o Lee 6184 T6 0923 | 0.770671 1028 0.778005 6546 0: 77930 08 
43 | 0.79308 2636 | 0.709453 3511 | 0.709598 8022 | 0.79744 4332 | 0.709890 0548 | o.80035 471 
15 0.836 3967 RAGE 1320 | 0.816796 3431 | 0.81833 8327 | 0.810991 3971 | 0.82148 8258 
| 0.83431 2473 | 0.83600 3260 | 0.83770 o104 | 0.830940 0803 | o.84110 3441 | 0.84280 5484 
T'T 97 
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TABLE IX. 335 
e.- 6 1, (50° ). F C5r° ), F CNT. F (53%). F COAST F C557Y 
45°| 0.83431 2473 | 0.83600 3260 | 0.83770 o104 0.83940 0893 | 0.84110 3441 | 0.8/4280 5484 
46 0.859515 1455 | 0.85697 2929 0.85880 1958 | 0.860603 6284 | 0.860247 3570 | 0.8643r 1385 
à 4n | 0.87614 4150 | 0.87810 3870 | 0.88007 2860 | 0.88204 8717 | 0.88402 8944 | 0.880601 o941 
18 0.809729 371 AG RAES 9595 | 0.90151 6618 | 0.903064 2357 | 0.909577 {112 | 0.90790 9110 
19 | 0.91860 3238 | 0.920806 3379 0.902313 6969 | 0.92542 1309 | 0.92771 3596 | 0.93001 0817 
bo | 0.94007 5683 0.094249 8641 0.094493 7964 0.947388 9603 | 0.940905 1772 | 0.95232 0935 
D, | 0.096171 3920 | 0.906430 8537 | 0.966902 1955 | 0.969655 1180 | 0.97219 3058 | 0.97484 4273 
52 0.983952 0087 | 0.986209 6139 | 0.98909 3580 | 0.99190 9871 | 0.099474 1696 | 0.99758 5559 
"53 | 1.005409 8582 | 1.008460 4382 1.01140 5742 | 1.01446 9383 | 1.017090 1833 | 1.02054 941 
| 54 1.027605 0048 | 1.03081 6048 | 1.034o1 1594 | 1.03723 3279 1.04047 7478 | 1.043574 0340 
"55 | 1.040097 7352 | 1.05335 3743 | 1.056076 4120 | 1.06020 4955 | 1.006367 2482 | 1.060716 2684 
#56 | 1.07248 2572 | 1.07607 0883 | 1.070971 6110 | 1.08338 761 1.008709 oô1 1.009082 062 
» 57 LoTaG one Hu Cboe 1.10207 O141 | 1.100678 1263 1 LS pes AVES FRE 
| 58 1.11803 3999 | 1.12210 Got 1.12622 8592 | 1.13039 7648 | 1.134060 dase 1.138809 8944 
59 | 1.14108 3221 | 1-14540 9794 | 1.140979 3417 | 1.15423 0255 | 1.158971 6137 1.160324 6534 
66 | 1.16431 6365 | 1.106890 9207 | 1.173506 6520 | 1.17828 4270 | 1.18305 8326 1.107088 4o7i 
“Or | 1.198773 42 1.109260 5610 | 1.19704 9327 | 1.202066 1574 | 1.207563 8136 | 1.21277 4382 
À 6 Re ie A 0610 | 1.22174 2955 | 1.22706 3650 | 1.23245 7509 1.23701 9914 
… 63 | 1.23512 5898 | 1.24009 16097 1.24614 8153 | 1.251709 10611 | 1.257951 797 1.260332 2600 
… 64 | 1.25909 9630 | 1.264858 1915 1.270706 5248 | 1.256754 6135 | 1.28282 0623 | 1.258898 4203 
65 Me 7079 | 1.289036 9894 | 1.295099 4137 | 1.30192 7435 1.308336 6036 | 1.31490 5671 
66 | 1.30759 9950 | 1.31405 4826 | 1.320063 4246 | 1.32733 5222 | 1.33415 4255 | 1.34108 5389 
167 | 1.33212 4115 | 1.338093 5437 1.34588 4497 | 1.352096 8668 | 1.360018 4821 1.306752 9275 
… 68 | 1:35682 8590 | 1.36400 99959 1.379134 3202 | 1.376802 6372 | 1.380645 6539 | 1.39423 0535 
169 | 1.38171 1018 | 1.38927 0108 1.39700 8428 | 1.40490 6322 | 1.412096 7632 | 1.42118 9645 
jo | 1.400676 8546 | 1.41473 1057 1.42287 7172 | 1.43120 5859 | 1.430971 5600 | 1.44840 4330 
Dr | 1.431 810 | r.44037 1418 | 1.44804 6131 | 1.467972 1647 | 1.46669 7201 | 1.47587 1498 
“4 WE Late née 3217 | 1.475621 1280 | 1.48444 09641 | 1.493090 8412 | 1.503538 FR 
m3 | 1.482099 5431 | 1.49219 1853 1.001606 7929 | 1.651138 6002 | 1.562134 4395 | 1.53154 6596 
n4 | 1.508607 4369 | 1.518306 2230 | 1.862831 0704 1.53852 2368 | 1.548099 9479 | 1.55974 380 
1-000191 5097 I 


Lu | 
Qt 


1.534354 6184 


1.54469 8448 


.58212 9651 


1.566585 5239 


1.976086 7094 


.08017 2530 


61682 4156 


16 | 1.56086 4783 | 1.57119 4099 | 1 1.509337 6565 | 1.60493 9812 | 1 

n7 | 1.58672 3492 | 1.509784 2114 re 1961 | 1.62107 8432 | 1.63320 9287 ES 0594 

78 | 1.61301 5006 | 1.62463 4709 | 1.63661 1073 | 1.64895 2129 1.66166 6268 | 1.674760 1843 
M5 G3o43 1854 1.665156 3842 1.066407 9293 1.676098 8148 | 1.69030 0603 | 1.70402 5074 
| 80 1.665096 5416 | 1.67862 0331 1.691658 6645 | 1.70517 6202 | 1.71910 1249 | 1.793347 4440 
La °1.6a260. 7042 | 1.705709 4772 | 1.791942 2889 | 1.793350 5247 | 1.794805 6297 | 1.76309 1101 
82 Noé 130 8e ji21 | 1.794727 71538.| 1.761096 3514 | 1.779715 3003 | 1.709286 3259 
… 83 | 1.794017 6844 | 1.76045 6815 | 1.779025 7969 | 1.79053 8550 | 1.806037 7835 | 1.682277 6202 
_& 1.797308 5132 | 1.798792 2810 | 1.560329 3519 1.810921 7264 | 1.863571 G527 | 1.085281 4370 
8 1.80006 1764 | 1 81546 3629 | 1.831453 0683 | 1.847098 5987 | 1.86515 4143 | 1.882096 1423 
Fa 1.827100 5878 | 1.84206 1413 | 1.850963 7099 | 1.87683 0539 | 1.89467 5150 | 1.91320 0331 
….g 185417 6328 Ds De 1.88789 0227 | 1.905793 6301 | 1.924260 3507 | 1.94351 3466 
Fr 1.881209 1737 | 1.809841 4855 | 1.910620 3415 | 1.93408 8292 1.905390 2753 | 1.97388 2711 
| 89 1.900843 0550 | 1.092613 3399 1.094453 5977 | 1.963607 1257 1.983957 6105 | 2,00428 9575 
… 90 | 1.935258 1096 1.909386 4809 | 1.972805 2260 | 1.099266 9756 | 2.013260 6565 | 2.03471 5312 
D c 
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| ®. E (70°). LACS dit AA 
45°! 0.71514 7672 | o.71621 7407 
46 pe Den que 1358 
47 | 0.742873 0939 | 0.794180 5687 
48 | 0.795545 Ggor | 0.706431 8987 
49 | 0.767385 5608 | 0.766064 1977 
50 | 0.78006 5617 | 0.757877 2509 
| 51 | 0.709208 482 0.709070 8555 
É| 52 RES peu e) dore 8253 
1, 53 | 0.815954 3977 | o 81308 98:56 
H| 54 | 0.82698 0873 | 0.82533 1868 
55 | 0.836822 0896 | 0.83647 2798 
56 | 0.84926 20952 | 0.847941 1471 
97 | 0.806010 6134 | 0.85814 6834 
96 | 0.87074 97395 | o.86867 8o41 
59 | 0.88119 3256 | 0.870900 4450 
60 | 0.89143 6420 | 0.88912 5638 
Gr | 0.090147 9185 | 0.890904 1413 
62 AGE 7158 S Dob ne 1830 
63 | 0.92006 4611 | 0.91825 5205 
64 | 0.93040 6497 | 0.92755 8134 
É1.05 | 0.093965 4467 | o 93665 5510 
66 | o 94870 3890 | 0.94555 0543 
67 | 0.90705 8474 | o.95424 4784 
65 | 0.960622 0288 | 0.96274 o147 
69 | 0.97469 1585 | 0.97103 8033 
70 | 0.098297 5826 | 0.970914 3861 
7: | 0.99107 5708 | 0.98705 8004 
72 | o 99899 5189 | 0.99478 5200 
1173 | 1.006073 8516 | 1.00232 0530 
Ë1 74 | 1.01431 0462 | 1.000969 5562 
H) 70 | 1.021971 6335 | 1.010858 8622 
H| 76 | 1.028006 2025 | 1.023091 4574 
[| 77 | 1:03605 4022 | 1.03077 0921 
É| 79 | 1.042099 9438 | 1.037490 1835 
ll 79 | 1.040980 6030 1,04405 8185 
4, 00 | 1.056/8 2213 | 1.05048 5556 
h) 81 | 1.006303 5067 | 1.05678 9265 
1 92 | 1.060948 0326 | 1.062097 3367 
1 83.1 1.075682 2418 1.060909 06/47 
1) 84 | 1.089207 4341 | 1.076503 2601 
|| 85 | 1:08824 7730 1.089093 1400 
h) 86 | 1.009435 4553 | 1.0865 08/40 
| 87 | 1.100/40 8o6r 1.092903 1271 
H| 58 | 1.106042 o711 | 1.009825 9511 
89 | 1.11240 Go74 | 1.103095 8746 
90 | 1.119837 7738 | 1.10904 3414 
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352 TABLE IX. 

E (75°). E (76°). E (77°). E (78°). E (79°). E (80°). 
0.00000 0000 | 6.00000 0000 | 6.00000 0000 | 0.000006 0000 | 0.00000 6000 | 6 00000 0000 
0.01745 2465 | 0.01745 2458 | 0.01745 2451 | 0.01745 2445 | o 01745 3439 | 0:01745 2488 
0.034689 d970 | 0.0348 12 | 0.034809 09855 | 0.034509 9808 | 0.03489 9759 | 0.034689 97 

409..9979 109 90e. Qi ? à 9 27 7 
0.00233 7558 | 0.05233 7357 | 0.056233 7167 | 0.065233 G99L | 0.052335 6528 | 0.05233 6078 
0.06976 0273 | 0.069075 9794 | 6.06975 9345 0.060975 8926 | 0.06975 8539 | 0.060975 8185 
0.08716 3166 | 0 08716 2230 | 0.087106 1352 0.087106 0534.| 0.08715 9778 | 0.08715 gu8ë 
0.10454 1205 | 0.10453 9676 | 0.10453 8158 | 0.10453 6745 | 0.10453 5439 | 0.106453 42 
0.12188 9728 |:0.12188 7156 | 0 12188 4745 | 0.121868 2500 | 6.121988 0420 | 0.12187 8521 
6.130920 3543 | 0.13919 9701 | 0.130919 6100 | 0.13919 2748 | 0.13918 9649 | 0.13918 68 
0.150473 7831 | 0.15b47 2357 | 0.166406 7228 | 0.150460 2493 | 0.156458 6039 | 0.156045 3900 
0.17370 7607 | 0.197370 0183 | 0.173369 3144 | 0.173608 6591 | 0.173608 0533 | 0.173607 4975 
0.190088 8263 | 0.19087 8256 | 0.19086 8882 | 0.19086 0195 | 0,19085 2087 | 0.196084 4685 

| 0.208o1 4569 | 0.208060 1668 | 0.207958 9492 | 0.207907 8195 | 0.207096 7673 | 0.507095 8058 
0.22508 2075 | 0.225606 5535 | 0.225065 0043 0.225903 50620 | 0.225902 2203 | 0.22501 006 
0.24208 5663 | 0.24206 4990 | 0.24204 5627 | 0.24202 9600 | 0.24201 0930 | 5.354109 56 
0.259002 0638 | 0.258099 5193 | o 25897 1359 | 0.256894 9169 | 0.25892 8049 | 0.268090 982 
0.271088 2233 | o 27585 1356 | 0.23582 2377 | 0.27579 5424 | 0.297577 0499 | 0.279574 768! 
0.209266 5706 | 0.29262 8602 | o 29259 3848 | 0.292066 1469 | 0.29253 1565 | ‘0.359260 41Ë 
0.30036 6345 | 0.300932 2260 | 0.30928 0906 | 0.30924 2516 | o 30920 6960 | 0.30917 434 
0.325697 9409 | 0.326592 7550 | 0.326587 8956 | 0.32583 3689 | 0.325799 15027 | 0.325795 3424 
0.342350 0431 | 0.34243 9836 | 0.34238 3074 | 0.354233 0219 | 0.342268 1339 | 0.34223 6408 
0.358092 4610 | 0.35885 4395 | 0.356878 8613 | 0.395872 7355 | 0.35867 0703 | 0.35861 8724 
0.371524 7450 | 0.397516 6622 | 0.376509 0897 | 0.37502 0379 | 0.374995 5160 | 0.37480 53! 
0.309146 4406 | 0.391379 1928 | 0.39128 5ay2 | 0.39120 4611 | 0.39112 9989 6 39108 159€ 
, 0.40757 0974 | 0.407946 5767 | 0.40736 5202 | 0.401727 5408 | 0.40719 0506 | o.4o711 260f| 
5 | 0.42356 2706 | 0.42344 3632 | 0.42333 2072 | 0.42322 6170 | 0.42313 2066 | 0.425804 3881] 
0.430943 5103 | 0.430930 1063 | 0.430917 5389 | 0.43905 8339 | 0.438095 0068 | 0.43885 o72l 
515818 Fo 0.45503 3644 | 0.45489 2689 | 0.45476 1401 | 0.454063 9954 | 0.45452 Bt 
0.47080 bo39 | 0.47063 7007 | 0.47047 9552 | 0.47033 2887 | o.47019 7211 | 0.476007 2901 
0.48629 3825 | 0.48610 6836 | 0.468593 1607 | 0.408576 8379 | 0.480561 7373 | 0.48547 870 
0 50164 6223 | 0.560143 8864 | o 50124 4536 | 0.50106 3500 | 0.50089 6o24 | 0.560074 2310 
0.51685 8080 | 0.51662 8881 | 0.51641 4072 | 0.51621 3952 | 0.516032 8709 | 0.51585 8866 
0.531092 5301 | 0.231679 2731 | 0.53143 6oo4 | 0.53121 5453 | o.53101 5354 | 0.53082 408! 
60.54684 3850 | o 54656 6319 | 0.564630 6180 | 0.54606 38or | 0.545683 9523 | 0.556838 306: 
0.56160 9752 | 0.560130 5608 | 0.56102 0503 | 0.56075 4846 | 0.56050 9014 | 0.56028 336! 
0.657621 9098 | 0.573588 6625 | 0.579557 4942 | 0.579528 4500 | 6 57501 5714 | 0.574796 8o7< 
0.59066 8046 | 0.59030 5463 | 0.589096 5527 | 0.580964 8734 | 0.58935 5542 | 0.580908 6381 
0.60495 2822 | 0.60455 8281 | 0.60418 8354 | 0.60384 3585 | 0.605562 4480 | 0.603238 150 
0.61906 9724 | 0.61864 1309 | 0.616823 0588 | 0.617986 5157 | 0.615751 8572 | 0.617420 080€! 
0.63301 5125 | 0.63255 0851 | 0.63211 5465 | 0.63170 9622 | 0.63133 3932 | 0.63098 8961 
0.646758 5416 | 0.64628 3283 | o.6458r 2293 | 0.64537 3224 | 0.644096 6742 | 0.641450 346€ 
0.66037 7308 | 0.65983 5062 | 0.650932 6458 | 0.65885 2279 | 0.656841 3255 | 0.65801 006! 
0.67378 7235 | o 67320 2725 | 0.675265 4422 | 0.679214 3182 | 0.671606 9800 | 0.671238 5oï 
0.68701 1957 | 0.658638 2892 | 0.665559 2530 | 0.68524 2403 | 0.638473 2770 | 0.608426 46% 
0.70004 8265 | 0.609037 2272 | 0.609873 8611 | 0.609814 6406 | 0.609759 86:5 | 0.607009 5/81 
0.71289 3043 | 0.712106 663 0.71148 6981 | 0.791085 2100 | o. | 
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.00402 3643 


.54584 1498 
.90030 4005 
.63455 6945 
68177 3421 
.73113 8340 


.78287 
.03722 
.89450 
99903. 


.01922 


8864 
o801 
2209 
9377 
5:56 
3460 
0470 
0397 


4230 


3469 
2401 


51722 


.23014 6200 
.45644 5r72 
.71310 7620 


4. 


01090 98063 


4.33805 3976 


2509 


et Det ét Dai Pet 


DD et Dei 9 bd ef Det Dei Pi ed 
. L2 L1 . L . - L1 - 
e 


D D D D à 
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.18460 4745 
.216018 4984 
.24802 2122 
:20197 4257 
.31630 6100 


.39168 4737 
38819 o911 
.42590 8069 
.46493 2605 
.bo537 


0333 


7 6372 
3 0158 
3910 


9070 
0894 
3603 
1190 


1209 


0269 


are 


1 19493 9079 


1,21655 2208 | 


1.240902 5615 
1.20241 8475 
1.310679 4402 


1.35222 4519 
1.306878 6777 
1.426956 7515 
1.46566 3941 
1.060618 2712 


| 


1.549824 4773 
1.591985 6o73 
1.603756 0582 
1 
1 


.68514 3631 

.73493 Go63 
1.798716 94/46 
1.804211 2678 
1.090008 0472 
1.060144 4389 
2.026064 7305 


2.009622 3403 
2.170982 3020 
2.201256 6276 
2.336853 1710 
2.433095 3341 


53922 4111 


2 
2.650663 7327 
2.780938 0362 
2.094206 3224 
.12169 7678 


3 

3.330964 3841 
3.61613 2184 
$; 
À 


.99109 6314 
.55346 9119 
5.43490 9530 


0°. 
0. 
0. 
0, 
098380 
.01068 


.03812 
.06616 
.09/83 
.12417 
.19423 4554 

.18505 0691 


Hot 


.2/491 
.28256 6819 


«310995 7897 


«35240 4817 
386898 5969 


O 
Le 


1 
I 


1. 
.46590 8333 
.80645 4237 


.54854 7153 
.59232 3702 
.63793 8083 
.68556 8456 

.73941 6163 
.78771 2017 
.04273 0035 
-90078 6690 
.96225 7194 
.02756 9422 


.09732 3997 


I 
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88137 3587 
90627 5485 
93163 1615 
95746 6865 
7873 
3109 
3471 
1711 


3479 


721 


4818 
0615 


42678 8247 


17212 1030 


.25200 2704 
.34040 0693 
.43624 6o5/4 


.54209 0436 
.66030 6128 
.79421 9058 
94870 0239 
.13130 1332: 


.385467 35r2 
.64253 3357 
4. 
A 


In 


04812 5419 
74134 8760 
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TRAITÉE 


DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 


voique le nom d’Euler soit attaché à presque toutes les théories impor- 
tantes du Calcul intégral, cependant j'ai cru qu'il me serait permis de 
donner plus spécialement ‘1 nom d’/ntégrales Eulériennes , à..deux sortes 
de transcendantes dont les propriétés ont fait le sujet ‘de plusieurs beaux 
Mémoires d’Euler , et forment la théorie la plus RARE que l’on connaisse 
jusqu’à présent sur les sn définies: W9s & 


_ PT dx ‘ 
La FA est l'intégrale qu on jus ds entré les 
I 


ape) És) } 5h esvalesss 


limites x —=0, X—1. Nous, À, représenterons , comme Euler par le Ca 


ractère abrégé CE). SAR Hot 


La seconde est l'intégrale Sax, (log ) is , prise d dé même entre Îes limites 


SL RTS MAS LE 


X=0, LX—=1, que nous représentérons par Fa, et dans laquelle Euler 


suppose que a est égal 2 à une fraction rationnelle quelconque 


Nous considérerons ces deux sortes. d’intégrales, d’abord sous le même 
point de vue qu’Euler; ensuite sous un point de vue plus étendu, afi n d en 
perfectionner la théorie. 
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CHAPITRE PREMIER. 


Propriétés générales des Intégrales Eulériennes de la première 
espèce. 


+.P—1 
. L EXPRESSION (er par Jaquelle nous Et liitégr ale [= A , 
V2) 
prise dope eu jusqu'à x = 1, est.en général une fonction des deux 
exposans p et g; et de l’exposant 7, qu'on regarde comme des: nombres 
entiers, Mais nous supposons 7 constant, et notre but est de comparer entre 


à 


elles les diverses valeurs de ( ) qui répondent à une même valeur de x, 


afin de réduire au moindre one possible les HAnscEndANEES que cette 
expression renferme. 

Nous observerons d’abord que les. deux exposans p et q peuvent être 
échangés entre eux. En effet, si on fait 4" = 1 —7", on aura 


aid | 317'dy 
FLE DISTANT M PET RS 2 
AS Nor Mer"Tr 


ét la transformée en y devra être intégrée depuis 7 —=1 jusqu’à y= 0. En 
changeant son signe, elle devra être intégrée depuis y = 0 jusqu'à 1; 
et comme alors on peut mettre x à la place de y, on aura 


| MN TIRE MT 'dx 
VO lee VO 


ou suivant notre notalon , 
2) — (2) | a 
()=(2), () 


ce qui est la propriété énoncée. 


2. Il faut faire voir maintenant que si dans Ja formule (£ E); : un dé deux 


nombres p et q est plus grand que », la.formule se ramène aisément au 
cas où p et g sont compris l’un et late dans les limites 1 et 7. Pour 
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cela soit Z=x*(1— x"), on aura la différentielle 
d2 = ka* dx (1 — a") (kæ+rn)x* +" dx (1 _ x"), 
d’où l’on tire en intégrant, 
Z=Ef x "dx (1 2x") —(k rn) fardx (1 — x"), 
Donc si on prend les intégrales entre les limites x=0, æ=1,et quen 


même temps on suppose À 0, etr>0, afin que Zs pif à dans les 
deux limites, on aura 


men | n\r==1 FE =) nm ai 
Jade (1 —x") bi Pres [x dx (1 — x") 
d’où il suit qu’en faisant kHn=pet rs?) il viendra 
HiMèa PTE x CPECT b). 
(2) p+rq—n q ) ®) 


Au moyen de cette formule, toute fonction( E ), dans MA onap>n, 


se réduira successivement aux fonctions pate 7), (= ,) etc., jusqu’à 


un terme C7) où (©), dans lequel p’.sera le _. de la division de p 


par 7. 


Arrivé à ce terme, si _de son ebté q.est plus grand que z, la fonction 


(£ ) ui est la même que (Z 2), se réduira successivement aux fonctions 


(T ), ——), etc. > jusqu’à un terme (7 s)o ou (£ dE dans lequel 9’ 


sera le reste de la division de g par 7. 


De là on voit qu’on peut toujours supposer. la fonction C ) réduite à une 
forme où p et g soient compris tous deux dans la suite 1,2, 5....7n. 

3, Cela posé, il y a deux cas principaux où on peut. trouver Immé- 
diatement la valeur de GG): ; C’est lorsque » est égal à lun des deux nombres 

pet q, ou lorsqu'il est égal à leur Stan À “” RATS 

Soit, 1°. g—n, on aura immédiatement (£ J=s faPT\dx= HG, in-- 
tégrale qui, étant prise depuis = 0 jusqu’ à x = 1, se séduit à t3 d’où 
résulte ï 


RER TON TS 
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Soit , 2° » PF, HN LE —4 {= — à, on aura (= dat —2) ; 


faisant 1 oi pre k on aura la transformée rationnelle 


p ga 1dz | 
nDafs)= Mecs À 


intégrale qui doit être prise depuis z—=0 jusqu” à 3—@; or, par les formules 


FT e. 
-, Donc si 
« AFF 
72 Sin — 
142 


connues (Eul., Calc. intég., 1. 1, p.252), celte intégrale 


sol à OU à DNS \ 


x T Le RL: ms 
on fait =—&, On aura 


(d) 


| dei us à La P 
Excepté ces deux cas généraux, “toutes. les quantités désignées par (E) 


1 — Æ=)= sin © 


sont des transcendantes plus ou moins composées, selon la valeur de, 
et ne sont point susceptibles d’une évaluation exacte. Mais, pour chaque 
valeur de #7, on yeut exprimer toutes ces transcendantes au moyen d’un 
pAuL AonNHte d’entre elles, et c’est l’objet des recherches suivantes. 


‘4. Observons d’abord qu'en mettant p+- 7 à la place de p, l'équation (b) 
donne 
QE Pt à sd È LT re. 


Où aurait semblablement | 


q Pa q 
(PE p+qg+on (HS) : 
| q 2 SA ar SCORE 
Nec: et oltna nf eteic dl 


Done, en ‘général, £ étant un nombre entier positif à volonté, on aura 


Le D =rte. pHgtn _pP+g+on p+g—+in s(ERRES 7 ; 
p+n _p+2n F9 p+in 4 
mettant-p er ui tieù de p ; On'aura semblablement.… =, 


( ui prhgr. patate, pardon : p#otrtin Jénrenr 2 
TT PET PERL «Pre IN PETER) dettes 


Divisons ces deux formules l’une par l’autre, et faisons, pour abréger, 


+ \ 
: LA 
Lt 
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— +9 p+r) 


P.(p+g+r) 
MERE) CREET nf 2) 
(p+n)(p+g+r+an) 
M' — (p+g+2n) (p+r+2n) 
aidant (p+g—+r+ on)? 
etc. , 


nous aurons 
WE p +i E 1.7 


+5 \ —= M° M'M".. "MES = TR DEN 


SUppoions r positif et <<; alors il est clair que la re (Eu Cyr ro) 
+: ee Ra) 


sera plus petite que (Pr si 


et plus g grande que e+iter Car 


on considère diverses LM (£) qui ne diffèrent que par l’exposant p; 
| q | 
comme ces formules désignent chacune l'intégrale, prise depuis x= 0 


; s se è pd. 
jusqu'à x— 1, d’une différentielle x * 
même pour toutes, il est évident que l'intégrale sera d’autant plus petite 
que p sera plus grand. 


Mais la formule (b) donne 
mL) V2 mm UT ut Pa 
( )= : ( q ) 


dont le dénominateur est le 


7 p+i+in 
Donc on a d’une part le rapport 
(+ a r: =) 


(EE re ) 


7 1.7 n 
run AR 1 HR 1 
p+itin 
rapport soit compris entre les limites 1 et 1 + e , il faudra prendre... 


et de l’autre, ce même état . Si l’on veut donc que ce 


À k — 
ii > 1 et alors on aura 


CG) = MM M"....MO(1+7) 
me CO ae æ) 


k! étant plus grand que #. 
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On sait par cette équation combién on approche du rapport de 
GE ) à ee ant +), en prolongeant le produit M°M'M".... jusqu’à un terme 


MO, et ilest clair qu’en continuant ce pr oduit à l'infini, on aura la vraie 
valeur de ce rapport, laquelle sera 


| (2 } 
@+5 
Maintenant si dans cette équation on échange entre’ elles les lettres g 


et r, les quantités M°, M’, M", etc., resteront les mêmes, de sorte qu'on 
aura encore 1 


— M° M' M" M, 


E 1 — — M° M' M" M”, e 


Donc par la comparaison de ces équations, on obtient la formule générale 


Cette formule dont la découverte appartient à Euler, est une sorte 
d’équation aux différences finies, qui renferme presque toute la théorie 


des transcendantes (2) Et d’abord, nous allons en déduire l’expression 


générale des quantités E VE 

5. Les formules (c) et (d) donnent les valeurs exactes de la fonction 
fe }, toutes les fois que l’un des deux nombres p et g ou leur somme est 
égale à 2. Supposons maintenant qu’on connaisse de plus toutes les valeurs 


de (), lorsque pg—n—1, et désignons en général par A, la fonction 


R—A— 1 , . 
pe en sorte qu'on ait 


= As. sesseseseseesesesese (D). 


2 )=A (= — *}=A és (= += etc.; 


et parce que C)= ); on aura aussi (-—=—)= A;, (—=)= Hors iet0. 1 


donc en général 


On aura donc suctessivement 
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AU se dt bd vid Au sado dune .(g). 
D'où lon voit que le nombre des auxiliaires A,, À,, A3, etc., se réduit 
toujours à —— ou >, selon que z est pair ou impair, 


Par exemple, sir —=7, il y aüra trois auxiliaires A, — (G F, JUNE" (i ) , 


PME } Prequ nant A4=(7)=A SUB AZ (3 Ji) 


Si n—8, il n’y aura encore que trois auxiliaires A,, A,, A3; car on 
auroit, en vertu de l’équation (g), A,= A:, A5,—=A,,A=A,. 

Cela posé, au moyen des équations (c), (d), (e) et des auxiliaires don- 
nées par l’équation (f), nous pourrons trouver lexpression générale, de 
( =) dans deux.cas généraux : 1°. lorsque p - 7 7 n ;,2°. lorsque p+g 
est => ». Voici comment-on y parvient. 

6. L’équation (e) donne immédiatement C RO —).. DES 


(— ——). (— £); substituant dans celle-ci les Ar connues par les 


a 


équations (d) et () on aura 


LE pme bn RE STE Th) 


sine 
Ainsi on connaît out fonction (2) dans laquelle Pun des deux nom- 


bres p et q est égal à l'unité; si, pour plus de simplicité, on met a à à la 
place de ñ— a—1, on aura pour le même objet la formule 


( Ÿ= Rene PS TON MEET À 


sin &@ 


La même équation (e) donne (— 2?) ()= (=). (se), 
et substituant les valeurs connüés, il en résulte 


(— — sin(a+ 1)e 


A, À sin &@ 
Ainsi on a la valeur de toute fonction @) dâns laquelle p + q =n— 2. 
De l'équation (e)'on déduit encore immédiatement 


SES Cr EC) 


ce qui donne 
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etes) PE _ AcÂagr Aata sin (e + 1) © sin (a+ … 


A,A: sin & Sin 24 


Ainsi on conuaît la valeur de toute fonction É e), dans ss p+q=n— 3- 


En général, l'équation (e) donne 


LS CP) eee 


eten mettant les valeurs tirées de l'équation (h), il en résulte 


2 


a” i Â%_\ sin (& me 1 © 


n— a—\  Asyrsin{(a+k—i1)e (== ” 


«a 


Donc on aura, en général, ro A) SOUS 


«a 


Eu DRM et eu D ne de AT 


ue TT AA Are sin æsin2®... sin (£— 1)« 
Cest la valeur de toute fonction e) dans laquelle p+g est moindre que 7. 


7: Pour avoir lexpression générale de G P) lorsque p+q est plus £ grand 


que 2, observons que l'équation (e) donne aussi 
GE (Et) = es) 
Or par l’équation (b) on a | 
| (est 5) = E Li L I ( 15 
(° = As sin (E. 4 (6 + -1)® 


sin & 


par l’équation (i) on a 

RTE 

et par l'équation (h) ona 

| Eh (or a + "= Ar asin (a— & — 1)o 

I | sin © ut? 

substituant toutes ces valeurs, il viendra | 
Er vs AE 5 | (= l | 
UN Ne MES Ac-rsin(e—#—1)e ? a ce(l) 

— a + sr) | 

3 | 


Tout se lune PARUS à Rs la valeur de Er 


Or ÉTAT (e) DRRRE 


CHOSE) es 
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substituant les valeurs connues, il viendra 


CE I & sin © 


| PR RRTAONN TU Nan (a r)an ego tt (m). 
De là et de l'équation (1) on déduit successivement 


(=) D 21 A; © Sin ® sin 24 
2 


LI PAAVE LAe E 0e Éasce ÉS E PIMIAUL TRS 
a *A DA; Sinawsin(a—1)æsin(a—2)? 

(° —a+3\ 1 AA, © sin © sin 24 Sin 34 
a — 3° A, A aÂas  Sindewsin(a—-1)0« sin (a— 2) o sin (a — 3) «? 


et en général, 


n—aH+Æ\ 1 AA IRE TS © sin « sin 26...Ssin Lo 


re rs cmt 


— 7 ee PR AT TS me e rm DNS CCI RU VUS JEUN INC NUE TOUS ee © ‘ 
a. BLASS AE NE Abu sindasin (a —- 1) ®,..sin(a— £) © (n) 


Cette formule donne la valeur de la fonction (°) lorsque p + q surpasse 7; 
ainsi en la réunissant à la formule (k), on a généralement l'expression de 
toute fonction (E); en supposant seulement connues les fonctions semblables 
pour lesquelles p+qg—n2r—1,eton a déjà remarqué que le nombre de 


n + 2 n— I 
ou 


ces auxiliaires est , selon que > est pair ou impair. 


8. La formule (n) pourrait être regardée comme une suite de la formule 
(k); et on n'aurait ainsi qu'une seule et même formule pour toutes les valeurs 
dep et g;maisalors on aurait besoin de nouvellesauxiliaires À, À_,, À _,,etc., 


: : ; : P) j F. > : à 
et il faudrait en fixer les valeurs ainsi A, = ao OÙ plutôt z étant infini- 


&@ 


‘ I 
ment petit, A=-—=-;, À _,—=—A A_.—=— A,, etc. Cest pour 

Ï ser sin 14 5 1 19 % 29 Î 
éviter l'embarras de ces substitutions, surtout dans le cas de A., que nous 
avons donné les deux formules séparément. 


Il est assez étonnant que l'expression générale des fonctions “à ait échappé 


à Euler; on voit cependant qu'il s'était occupé spécialement de cette recher- 
che, par le passage du tome V des Nova Acta Petropol., pag. 125 , où il dit: 
Neque tamen hinc adhuc elucet quânam lege omnes determinationes progre- 
diantur , quandoquidem valores certarum formularum continuo magis eva- 
dunt complicatt. 
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AMAR AAA ANA ANAAAAANAANNAN AAA AAA NA AP A A RAA PR A AAA 
F ë 


CHAPITRE IT. 


Formule pour la comparaison et la réduction des Transcen- 


dantes ( qui répondent à une méme valeur de n. 


9. Nous allons maintenant démontrer diverses formules, qui serviront à 
comparer entre elles et à réduire à la forme la plus simple les transcendantes 


(E) ,; Qui répondent à une même valeur de ». Ces formules devront être con- 
q 


sidérées comme autant de théorèmes fort remarquables sur les intégrales défi- 
nies dont nous nous occupons. | | 
De l'équation (e) on déduit les deux suivantes : 


QG) =) EE. 


DA re pr BE 2 9 
i\i=p=g/ * \np LA D NS Or Pre AN 


multipliant ces deux équations entre elles, et mettant dans le produit les 
valeurs connues par les formules (c) et (d), on aura 


P\ fn=p\__ __ vsm(p+ge 
() 4 ec. 7 (n—p—g)sinpesinge (p); 


DR =—— 


d’où il suit que la valeur de ( 


JL = 


5 se déduit immédiatement de celle de 


(# , Qui est en quelque sorte son complément. On a en particulier, 
(5) —<)— 2 © COt a & ) 
a (= TT. if en 2.4 (q). 


. . . a « 
Aïnsi connaissant les valeurs de (5), lorsque a est plus petit que ? 7, on en 
a 


déduit les valeurs de (©) lorsque a est plus grand que 2 7. 


° . 1 . (44 
_10. Pour examiner plus particulièrement les fonctions de la forme C), re- : 


prenons la valeur primitive de ces fonctions , laquelle est 
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OR: 


n 


1 DER HEiy(i—2), 


si l’on fnt 


la transformée sera 


A PUEETIEE 
C )— F2 "Jyess 
Quant aux limites de cette nouvelle intégrale, il faut observer que les valeurs 
x"—= 0, x'=+}, x" — 1 donnent respectivement :=0,2—=1,2— 0. 
D'où l’on voit qu'il faut prendre deux fois l'intégrale en z, depuis 2—0 jusqu’à 
z= 1. Et comme alors rien Rene de mettre x à la place de z, on aura 


à au x dx 
"D trier | 
( = 2 4€ VIA (Gi — x") (r); 
cette intécrale est ainsi réduite à la pri la plus simple dont elle soit sus- 
5 P P 


ceptible , puisque le radical n’est plus que du second degré. 
11. Si dans cette formule on met z — a à la place de a, on aura 


(= Rens D CU 
na) V1 — x°) ? 


de là et de l’équation (q) résulte celte formule remarquable qui donne le 
produit de deux intégrales : 


xt dx ax787 dx 26 cot aw ( 
vüa— 2x) * Vi) n — 24 s). 


t . * | 
12. Puisque les fonctions (=) sont les plus simples entre les fonctions a) 


non comprises dans les formules (c) et (1), il semblerait convenable de les 
substituer aux auxiliaires désignées par A,, pour exprimer par leur moyen 


toutes les fonctions (E) 


Dans cette vue, désignons en général la fonction (E)parM.;comme on peut 


supposer 4 < +72, On aura par la formule (k), 


M — __ AA age - “Anar sin (a+ 1) © sin (a + cel & ,... Sin (7—a— 1) « 
: 1.47: 9 REN4. WLÉOAEN sin © sin 2w...Sin ta — 24 — 1) © 4 


valeur qui, au moyen des équations À,_;_;— 1e sin (7 — À) © = sin £w, 
se réduit à cette forme 


M AA gsirAuanx Sin (a.-+ 1)» sin (a À 2) w..,Ssin 24w (t) 
À ts Eee oo G 
fe ‘pb vi CU sin © Sin 20, ..SInl Aw (7 


66.. 
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de où l’on tire successivement 


: sin 2@ 
Mt Tera A, 2 


sin © 
À,A3 sin 3 sin 4« 
A, ‘ sin © sin 26 

Nr A3A,A3 sin {o sin 6» sin 6» 

3 AA, ‘ sine sin 20 sin 36 


etc. | 


M 


Ces équations, qu’on peut mettre aussi sous la forme 


À,A3 __ M, sin? 2 
AA, M, °sin3sinfo 
À;A5 M3 sin° 3w 
M, * sin 50 sin 6w 


L (u), 


serviront à déterminer les auxiliaires A,, A,, À:, etc., au moyen d’un égal 
nombre de quantités M, , M, , M;, etc., prises dans l’ordre convenable. On 


pourra donc exprimer paripes der nières quantités toutes les fontions C 2) 


qui répondent à une même valeur de 2. 

Mais il faut observer que ces substitutions ne peuvent s'effectuer que pour 
des valeurs paricubéres de 7, et qu'ainsi par l'emploi des auxiliaires M,, 
on ne peut parvenir à des formules aussi DCE que le sont les formules 


(k) et (n). 


13. Considérons mainterant la formule 


(=) = fee Dr de À 
— x") 


sion fat x=+$i +, y (1 +2"), on aura la transformée 


n — 24 es PL de | , 
Fe) a ht | NE 
dans laquelle il faudra prendre l'intégrale depuis 3 — 0 jusqu’à 2 , et 
qua d’ailleurs suppose a  ? n. Mais en vertu des équations (e) et (p), on a 


rente D = 240 ? 
Q)=): G)= ze: 
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[#1 1 — 24 
donc (2) — 2 COS ab. ( 


2 + 4 ‘ 4 
) ou , en substituant la valeur donnée par l’é- 
quation (v), 


(£ S)= 2 27% cos 40. RTS (x). 


Cette formule n’a lieu que lorsque & est 1 n: si à est 1 n, on com- 
q 2 2 a y] « 


TD — €@ 
mencera par prendre la valeur de (==) , laquelle sera 


ras, 2m! cos (2— a) © jee ie 

A fase Va + x)? 
et on en déduira celle de (£)au moyen de Péquation (q). On aura ainsi, a 
étant > 57, 


a CRE 2 d2 | 
Cuire VG + 2") (y): 


14. Si l’on compare maintenant les équations (r), (x) et (y), on en tirera 
les formules 
TT CR 247! dz 
se D ETES | 
x"!dx 221 dz (2), 
PTE 2 ma LP AC 
la HCAHErE ayant lieu Em a est << in, et la seconde lorsque « est 
a 
Lorsque » est impair, si on fait dans la première équation, x = 1 — y" et 
2— y" —1, les formules intégrales comprises dans les deux membres se rédui- 
ront l’une et l’autre à la forme 


DRRMBALE mit à ae 6 Mir | re 
— n.N—1.n—2 3 
y° BUT. LAN vo 2 GPU" Da EU. 
mess ns LAON TT VE UN | ete. ) 


on voit donc que la partie de cette dernière intégrale, prise depuis y=0 
jusqu'à y —1, et la partie prise depuis ÿ = 1 jusqu'à ÿ=% , sont entre 


elles :: cos  : 1. 
n 
15. Considérons de nouveau la formule 
(2 P — [<< xP'dx 
Va = sy” 


- 


si l’on fait 
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pe y 


on obtient d’abord ù 
( ) Se 29 facp+a—ant da æ z" "2 1, 


Soit p— 24 etg—72—a, on aura 


(= 2 fa. | | : 


et en achevant les substitutions, 1l viendra 


CG EN ns 24 TS ont 7 TE jé 
“ua He) Rare 
cela posé, il faut distinguer deux cas, Lire que a est << 57 Où > 57. 
Soit, 1°. a ot on aura par les formules du n° 13, 


& (= LA & STI 
à at) = 0m f——— , 
asin2ao  J V(1+z") 


ee 
a  ——— 


na) — asin2do | 


donc 
za 30e Jz 


fs 71C nr VG+ 3") = ins | sk 


Soit, 2°. a>>2n, on aura par l'équation (b), 
 Æ = 20 — 1 (Æ — 2) } 
n— a) "Xn—a j? 
mais en faisant a—œ 7 —c,ona 
es cr 7 ti, NE me =), 
* BR — € ut 
et par léquation (v), on a 
1 —= 20 26 z371dz 
ga va+z), 


Donc au lieu de l’équation (a'), on aura 


gx za +3 FT ds D 24 2-0 1 FES 
[CG dz — VG+2) 24 | VG+z") (b ) 


Au reste, cette dernière équation se vérifie immédiatement au moyen de la 
fonction P= 34-27 4/(1 + jrs, qui s’évanouit dans les deux limites, 
lorsque 2=— 0 et lorsque z— ; car si on prend la différentielle de cette 
fonction , et qu’ensuite on Potesb on trouvera 


a N a—n mr bn 
(LR lo. 


Vi +2) 24 VG + 2) ? 
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à : M » is 1 . 
formule qui ne diffère pas de la précédente, parce qu’en mettant = au lieu 


FE a— in —1dz n—a—1 Cd 
de z, l'intégrale Pt La 25 5 change en EXD) les limites étant 


toujours Z—=0,2Z—= ©. 
16. CRU enfin, dans la supposition de 7 pair, la LE 


( SN — RE RE 
» 


(Gi — HAT 


si on fait x" = 1 +2", on aura par la substitution, 


Grp TE Go 


et l’intégrale du second membre devra être prise entre les limites 2=— 0, 
Dee 


Maintenant, par la combinaison des PAUSE (x) et (cd ), on obtient 


(©) = 2" 7 co 
[44 


et par conséquent aussi, 


} 


ae “eh. VE 
—— = 2" sin 40 
a7t—da 


De ces deux-ci on conclura 


( )= de cotang aw. É— Ce 


d’où l’on voit que » étant pair, il suflit d’avoir les valeurs de (= !) pour tous 


les cas où a ne surpasse pas +, et qu’ainsi le nombre des auxiliaires néces- 


saires pour déterminer toutes Jes fonctions (&) qui répondent à une même 


’ . s 7 1 = 7, 
valeur de », se réduit à HO re selon que z est de la forme 4m ou 4m + 2. 


_17. A l’aide de l'équation (d’), on trouvera des relations entre les auxi- 
liaires A,, À,, À;, etc., qui réduiront leur nombre comme il vient d’être dit. 
Pour cela reprenons la formule (t), 
 (£ Je à _—— Aa 1 Sin(a#1i)osin(a+2)e... sin 200 
us LEA TT TER Léa SUN : Cie TT M LE NOT UP TETE PSE 3 


AA) sin sin 2%. .,Sin aw 


elle donne, en faisant n = 2m, 


— — ? 


RAR 


m—Q\ _Aun_a. Amar. Asmse ns SiN(m—a-Hi)asin(m—a+#+2)e...sin(27—24)4 
(—= Ass: : sinw sin 24, ..Sin (7—a@)® 
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substituant ces valeurs dans l'équation (d'), et faisant les réductions dans 
lVhypothèse aim, on aura généralement 


AAA PAT —< sin (m—1)o sin(m—2)e...sin(m—a+1 (e!) 


ne a — ——— 


À LAN TU NN À sinaowsin(a+1)®...sin(2a—1 )« 


De là résultent, en faisant successivement a = 1 , 2, 3, etc., des équations 
particulières qui peuvent être mises sous cette forme 


K 
\ 


À,.2" sin © 


AA ré 
228 91m sin 36 
À, | $ Ÿ " 


A,A A NAN ET 
5 9 Ton sin 5 
A; 


Kat 
ROUE 


(F). 
ASE jm e 
EN Te . 
A = 21,9 Tr sin © 
etc. 


4 


F LA 2 \ . Joe 
Elles devront être continuées jusqu’à ce que Le nombre en soit REA ou 


Rai 
18. Par exemple, lorsque 2 = 12, il y a cinq auxiliaires A=(=), A,—(2), 
A,=(Ë), A,=(2), As = (), entre lesquelles on a ces deux équations 
1 
A5 = À,. 26 sin ©, 


A,A TT 
a .26 sin 3. 


1 


AGREE 


De sorte que le nombre d’auxiliaires nécessaires se réduit à trois, pour 
lesquelles on peut prendre A;, AÀ,, A. : 
Si on préférait de prendre pour auxiliaires trois des quantités M, , ül 
faudrait avoir recours aux équations (u), lesquelles donnent 
sin © 
sin 24 
A,ÂA3 M, sin?.26 
AU M, ‘ sin 3o sin{a ? 
A,A5 au M; sin? 3w 
AA, M,  sinbosinG» 


Au moyen de ces équations et des précédentes, observant d’ailleurs qu’on 


F 
aw—;,0n trouve 


- 
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A, = 2sinw. M,, 
e1 M 
À, = 26 snow .M VG) 
: = M; cos 20/ ? 


4 M, 
A, = 23 sin © . M; GE): 


L)VE € I 
ARE A0 PRO NT DE es à 
4 COS 24 
FU 
A5 —= 26 sin . M. 
Aïnsi, par les trois seules données M,, M, , M:, on peut déterminer exac- 
tement toutes les transcendantes é ) qui répondent à la valeur 7= 12 ; 


mais nous ferons voir ci-a près que ces trois données peuvent se réduire à 
deux, ce qui rend encore plus simple la solution de ce problème. 


AAA AAA AA RAA A VA AAA NY AAA AE MANVS AAA NV AAA AMV VV ANVY 


L 
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Des cas où les Intégrales () peuvent étre exprimées par les 
fonctions elliptiques. 


La 


Css cas sont ceux où l’exposant z est égal à l’un des nombres 8, 4, 
8 et 12: nous allons les examiner successivement. | 


Premier cas. n=3. 


19. La seule transcendante à déterminer est 


==? 15 TE TS 


Or en da x=1—rcot5@,rT—= hé C— re, ou c= sin 75°, 
» “® 5 
on a [rx ve 5 — APR ST =E(c, o) + const. Cette intégrale 


doit être prise depuis tang 19=r, jusqu'à Q=T; mais par les formules 


connues (fonct. ell. art. 24) on trouve que la valeur tang59=r= 3, 3 
T. IL. 67 
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Y 
-,$F'e; donc 
r 


répond à la fonction Fo = + F'; de là résulte roses % re _ 


l'intégrale cherchée 
()= 25. dE y 5 PRET F'(sm 15°); 
I | 2 
car on sait que F'(sin 75°) =. 3 F'(sin 15°). 
Second cas n—=4. 


20. Il suffit encore dans ce cas de déterminer la transcendante 
= à fe dx sf dz 
G TJ ver) VOTES 
$ | à dz 
A ar x Dm 1 mines TRS LU 0 US | motntadee 
Soit Zz==tang;@, et «=; ou € —sin 45°, on aura f Pr ti 


(a — c? sin n°@) — 
jusqu’à 9 = 7; donc on aura 


(= Fe F'(sin 45°). 


Troisième cas n—=6. 


re 7 : d9 = 5 Fc, ®); cette intégrale doit être prise depuis = 0 


21. On sait d’après le n° 16 que toutes les intégrales représentées par 


(2) seront déterminées au moyen de la seule transcendante 
q 


C)= Sfr cos € fs 0 


s e L 1 I L 1 Le ? 
or par la substitution mn 1+#2, la première forme conduit au résultat 


(=> . 3 *F'(sin 15°), et par la substitution == J°— 1, la seconde 


2: 


forme conduirait au résultat = os #2 pu (sin 75°), qui s'accorde 


avec le précédent, puisqu'on à F* (sin75°) = y/3.F'(sim 15°). 
Quatrième cas n=8. 


22. La détermination de toutes les intégrales É ) exige dans ce cas qu’on 


connaisse les deux transcendantes | 
CERTES 

Re on ES = 2 EE va + 

G)=2° RE * cos MR 

Deal posa et VO +" 
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Mettant dans la seconde x* à la place de x, ce qui ne change pas les himi- 
Lt, (ARNO 3 dx D MEXTESENrE- o 
tes, on aura ()=2 le pe art (sin 45°). 

Ainsi tout se réduit à trouver l’intégrale (); ce.qui se fera au moyen de 

AA, dz : FX ; é 

l'intéorale T — A Pour: Se depuis 3=0 jusqu'à 3= ©. 

On peut supposer d’abord qu’elle soit prise depuis 2= 0 jusqu’à 3 = 1; 


. À D e à L I LI 
ensuite pour la trouver depuis z2= 1 jusqu'à z = © , il faudra mettre ra la 


2116 te °d. 
place de z, ce qui donnera l'intégrale Do ba Le 55 à prendre encore depuis 
2= 0 jusqu’à 3— 1. Donc l'intégrale dont ïl s’agit est la même que l’inté- 


grale ET _ . prise depuis 2=—= 0 jusqu’à 3 — 1 Le 
d . | 
Soit 1—7— gz, on aura = —3— q; + de = — dy, (1 Hz) — 
à ÿ[(g-+2Ÿ— 2]; done 
= Eee 
VL(g+ 2) —2] 
_ Cette intégrale devant être prise depuis g9=0o jusqu'à g = , nous fe- 
rons mM=92 + V2, g—= mtang®, b=2/2— 2, ce qui donnera l’inté- 
AA AL d@ 
grale indéfinie E Nr me o) 
T'=— = F1; donc enfin la valeur de la transcendante cherchée sera () = 
TIt : 


— = F(E, ®),et l'intégrale complète 


E°) ee 7 
2 + F0, parce que d'ailleurs m= 2 cos +. 


Nous remarquerons que le module = y/(2y/2— 2) est le complément 
du module ce = y/2— 1; or par la propriété de ces modules démontrée 
art. 85 des fonct. ell., on a F'b — y/2F'e, donc on aura plus simplement 


(5) ot pios or F(tang à) 


Cinquième cas n= 12. 


23. 11 suffit dans ce cas de connaître les trois transcendantes 


dz 
ae Irc = * Pa VG+z) 


D fred fr 


rs PS = cn sp me 
67. . 
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La seconde et la troisième se ramènent immédiatement aux formules dejà 
s 1 
intégrées. En effet, si dans la seconde on met x* à la place de x, on aura 


= fn OS Mr 374 F'(sin 1503 


1- 


x? au lieu de æ, on aura 


(5 \=7 0 = 3 L' (sin 45°); 


il ne reste donc plus qu’à trouver la première (=). Considérons, pour cet 


et si dans la troisième on met 


effet, l’intégrale 2= fr T5 prise depuis z =0 jusqu'à 2=% , on 


trouve, comme ci-dessus, qu’elle est égale à l'intégrale ra =: prise 
depuis = 0 jusqu'à 2= 1. 
à ; 14 V’p pe 
Soit 1-3— pz", on aura la transformée Z — Cou PROMIS eee 
a f VO p +2) 1 


faut prendre depuis p= 2 jusqu’à p—. Soit encore #f= 12, et p°+n* 
== pu, On aura 
pi—7p+32= pv — an + 7) 
pi = — HAS on) + y/(u—2n) 
- dv 
dp = BR AE 
d'A res VC + = an) VR V(v—2n)? 
etenfn, # 
du de. 


Le = PR 
| Aron SL fes VC — an 7) 
Nouvelle formule dont Îles deux parues doivent être intégrées depuis 


== (277) 2 V3, jusqu’à u=— 0. Soit Or et uon—X, 


la première partie deviendra 


+ dx 
VC — 27 + 2). (x — 27 — 2) 
4. 
: 27 + x À— 90 Lire V3 
Soit encore x? = Lt or is Vi 
cos’ @ PR ON EME la transformée 


sera s eur dans I Pr 
vo] rs ro)? et sa valeur dans les limites requises sera 


Fr 


2V/ ed 


Si l’on fait semblablement b — 


ve + V3 | 


+8 valeur qui sera le complé- 


‘ment du module c; Pautre intégrale sera —— F6. 
AE (22)° 
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Donc l’intégrale cherchée Lens (E'ce + F0). Mais on a trouvé 


4 


(Fonot. ell., n° 156), que F=3F'e— 2 F' (sin 45°); d’ailleurs 
#7 


v(2)= y (4+2V3) = 22 cos 15°, donc Z'— Sr F'(sin 45°). Donc, 


enfin, la transcendañte cherchée | 
Apt : 
(=) — 25 3 + cos 15°.F'(sin 45°). 


24. Maintenant, si on fait F’(sin 45°) =B, F'(sin 15°)=C, on pourra 
exprimer les trois auxiliaires M,, M,, M;, de l’art. 18, comme il suit : 


arts 1 
M, = 2° 3 4 cos w . B, 
Vue 
Mie 8 4iC, 
REA SP 


ce qui fait voir que les trois auxiliaires se réduisent à deux, puisque le rap- 
port de M; à M, est connu. Au moyen de ces valeurs et des formules de 
l’art. 18, on trouvera 
Er 
. A; 20 PAND, 
PONT derR 
— (3 *sino) C, 
1 1 { 
À LE B ? 


> > 
Lo » 
Il | 
ns 
kr D 
© 
B 
a 
= 
S; 


> 
E 
I 
o 

l 

Pl! 
ou 
D 
È 

1e 


USE 
A, = 2° 5 À sin ©.B. 
Ainsi, par les deux seules données B et C, on pourra déterminer toutes 
les transcendantes désignées par (A , dans le cas de n= 12. Ces trans- 


cendantes, en excluant celles qui sont déterminables par arcs de cercle, sont 
au nombre de 60, toutes différentes lesunes des autres ; car on compte pour 


une seule les deux (E) et (2) et on suppose les deux nombres p et q 


moindres que 12. On voit de plus qu’elles se détermineront rationnelle- 
ment en fonctions des trois quantités B, C, 7, puisqu'elles s'expriment ra- 
tionnellement par les auxiliaires A;, À,, etc. 

Si on veut, par exemple, avoir la valeur de la transcendante (à), on 
cherchera d’abord par l’équation (7) sa valeur en fonction de À , laquelle est 


+ . Ü 
À, sin © sin 2 
(=>: 


3 * AA, ‘ sin 3e sin {o sin 50 
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Faisant ensuite les substitutions et les ÉOuoEn Te, il viendra 


One /(Ees 


” 


ANA ARAAN AAA AU A AAA MU AU LA RAA UE VUE EU EU UE UV VAR VU AU VU UD AA AU UV UV AU AAA UE VUU 
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2 


Formules pour évaluer par approximation les Intégrales E: 


25. Ave réduit au moindre nombre possible les transcendanies ( ); il 


ne reste plus qu a faire voir comment on peut trouver par approximation, 
et d’une manière facile, la valeur de chacune de ces quantités. 
Pour cet effet, AE pa d’abord la formule : 


GC le Dana one 
PE VQG — 2) ? 
et soit W(I—X")=1—Y, où x 27 — y, on aura pour transformée , 


CNE ES 


cétte différentielle étant Ac labpée et intégrée depuis y — o jusqu’à Ar 
on obtient 


“u n—a a D—G@.2n— a a 
Loi EH M 2n .An on + 4 
(5) ab DR JL n—a.2n—a.8n—a Es si (g') ’ 
a a 2n.An.6n ® 3n+a 
À + etc., J 


formule dont chaque terme est moindre que la moitié du précédent. 


26. En général, si on veut avoir la valeur approchée de la quantité ( 2) — de 


f- BEL , il faut partager cette intégrale en deux parties, lune depuis 
va — DA 

x" = 0 jusqu'à «= ;, l’autre depuis x"= ? jusqu’à "= 1. * 
La première partie étant nommée P, on trouve par les développemens 
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ordinaires, 
\ 
— o—Èft n— q I n—q.2n0—q j: 
star À e a US VD on in 1° re ec 


Pour avoir la seconde partie que nous nommerons Q, il faut faire x"— 
1— y", alors on aura 


ef PT dæ ji J17'dy 


> 

VÉT a En 9 HE 
et la transformée en y devra être intégrée depuis y"= ? jusqu’à y"= 0. Si 
on change son signe, elle devra être intégrée depuis "= 0 jusqu’à "= 2; 
on aura donc 

12/3 , n—p 1 D—p.2n—p 
— 2, Ph, Re ML ANS FEU Etc. 
Q PALE 27 HAUT on.{n ee 

Il ne s’agit plus que de réunir’ces deux parties, et on obtient 


2n n+g +  2n.4n ‘2n-q 


j Le I n—q.2n—q I D q «21==q « Sn—q I ) 
(£ LE Aire. du ARE à MED 2n.4n.6n ; FRE (h!) 
MT q — I ND—p.27n— I ND, 2N=—=p . BD — I Î 
Lo  — + P P P =— etc. 


on.{n.6n  ‘3n+q 


Les deux séries comprises dans cette formule sont toujours convergentes, 
puisque chaque terme est moindre que la moitié du précédent: on obvie 
ainsi à linconvénient que présenterait la méthode ordinaire, si on voulait 
intégrer tout d’un coup la valeur de ) depuis x=—=0o jusqu'à x=—1, ce 
qui donnerait la suite très peu convergente 
Ji I Tee OA Te ‘ 
D=it TL ES, ete. :  (’}. 
72 n + p D. 21 27 : P 


Au reste, lorsqu'on suppose p=g=—=a, la formule (h') se réduit et 
ment à N formule (2') trouvée par une autre voie. 
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+ 


AAA AN AV A AAA AN AAA ANA AA UV VV UE VA AAA MANIA A MU AE UV RE 


CHAPITRE V. 


: 
e 


De L'Intégrale 16 x? T'dx log =(1 — x") 7" et autres semblables, 


prises depuis x = 0 Jusqu'à x =1. 


27. O pourrait, sans rien diminuer de la généralité de la formule, faire 
n—1;mais pour l'application que nous voulons en faire, nous désigne- 
rons par 2, un entier quelconque , ce qui n’empêchera pas que p ne soit 
un nombre à volonté entier ou fractionnaire , et que l'intégrale ne soit une 
fonction continue de p. Soit donc l'intégrale connue fx'dx(1—x")}"=Z, 


. e r 2 A : dZ per 1 FREE 
si on la différentie parrapport à p,on au re DU Ze ‘dx L(1—x je 


. qe , e e d 0 , 
celle-ci donnera de même par la difflérentiation = ou. . 


1\° x) ME 4 14%: 
À (£ =) (1 — x"ÿ"; ainsi de suite, ces nouvelles intégrales 
étant prises comme l'intégrale Z, entre les limites x=0, x = 1. 


Comme on a généralement par la formule (4) 


NL potage Le gg le pee big ONG | AN 1 Le 
ACER n SCAN n.2n dem à n.2n.3n an 1 CC 


on trouvera, par des différentiations successives, 


7! — 4 n—q | Le n—q .20—Q Î I AT 
pe I (n+-p} n.2n (22 + p)° mir k 
LAN, RE rm | Ra alta ire 
2 5 Fm ni Pr der n.2n (an +p} rois 
HAN 2 PRE À au OR pr lie LUE OR 
M) £ VE nm (n+p}t n.2n  (2n+p}t (an tee 


Mais ces suites ont l'inconvénient de n'être pas suflisamment conver- 
gentes. 


28. Pour avoir ces mêmes valeurs exprimées en suites plus conver- 
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gentes, il faudrait déris de la formule (4), et. la différencier par rapport 


à p, autant de fois qu'il est nécessaire. En la différenciant une fois, .on 
aura 


P 
AU Hegel D g I du n—Q +20=—q 
P AN te on 4n 2n+p 


arf n=—Q Dig 29e Q00D : } 
ue p° et on TE +" on. An A Faye } 


— etc. l 


honda LT" er sde" AU Lara 
“D cl n+-q qu on./{n.(2n+4+q) n—p RL 20—p. 
AT R pen p ED LIN, 
(+E .{n.On.(3n +9) \n—p ju 21—p +) yh'eic. 
Ces suites sont conY ergentes , puisque chaque terme est moindre que la? 
moitié du précédent; mais leur forme est compliquée, et elle le deviendrait 
davantage dans la différentielle du second ordre ou d’un ordre plus let, 
c’est pourquoi il convient de recourir à d’autres moyens, si on veut éva- 
luer facilement les intégrales dont il s'agit. 


29. Par la formule de Part. 4, on a cette expression de Z, 


pets bte, rite, qe) 
P p+n. pHn ir A ur 

où les facteurs successifs dont le nombre est infinx, sabprochent conti 

nuellement de lunité qui est leur limite. Si on. diepetes par rapport 

à p, les logarithmes des deux membres, il viendra 


ds 


Zdp re D — Ex HER ra) + 


Soit ® ou ®(v) une fonction de u, telle qu’on ait 


& uP yP+9 pP+n QP-g tr yPp+on sien 
Œ — etc. 
D p+g Cp+tn  phgtn  phon. p+atan 
Z 
La fonction ® (v) devenant D (1 1 4 lorsque Un ts ON aura — Le F= a ) 


Zap © 
Or, en différenciant par rapport à u la valeur de ®, on à 


D 


pP—1 PR yP+2n—1 À 
do = du | < +» FF a 5 


À A NP a Se 
ou en sommant ces suites d® = do( je donc 


DPI mp P FAT 
® = ((— TT )dv 
B Erarolh 
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Cette intégrale doit être prise de manière qu’elle s’évanouisse lorsque 
y —0; on fera ensuite u —1, el on aura la valeur cherchée de ®(x). 
Mettant x à la place de v et faisant 


T [EE 


on aura Z/= ZT ; donc si on Prends depuis Ve o jusqu’ ALES à trois 


intégrales 
I 
xP dx log — 
MR N* AN | ÉMARL rent ES 1x7 4 
(1x7) T7 (1x) 


la première sera égale au produit de deux autres, ce qui est un théorème 
fort remarquable. 

30. Pour étendre encore davantage cette théorie, considérons ces deux 
suites d’intégrales en Z et T, prises depuis x= 0 jusqu’à x = 1. 


dx , 


xP— dx 


L= | ——— , T — 
VOTE TS 


xPT x log = 


XP — xP+g—1 


1 — x" 


2 = D PE ar log! 
Gr) | de 
x? dx log? = 
LP he X USE f° Lens te log* = 
ir) n , ee he TT PTT En. BK 
OV) SET 
etc. , | elc. 


Il résulte d’abord du théorème précédent qu’on a 
‘à | | ZT, 
y’ . , ° « ‘ 9 dZ 
Différenciant cette équation par rapport à p, et observant qu’on a — = 


dp 
, AZÉ aT | 
— 2, pa =œ— 72", = = —"T", on aura Z'=ZT<EZT, ou 


ap 
L'= (T° + 7). 
Celle-ci étant différenciée de nouveau par rapport à p, donne 
AL Se ATH 3STT' + T") 3 


et ainsi de suite, la loi de ces expressions étant analogue à celle des diffé- 
rentielles successives de la formule ue/udp, 
e 2 e . 14 e . 
Si l’on veut donc avoir les valeurs des quantités Z’, Z/, Z/", etc., ou sim- 
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plement leur rapport à la fonction primitive Z, il faudra connaitre les quan- 
tités T, T’, T”, etc., eu pareil nombre. Mais, comme celles-ci sont ration- 
nelles, et contiennent des puissances moins HA de log - , on voit qu'au 
moins la difficulté est diminuée. 

31, Sil’on intègre la différentielle x#++—1dæ, depuis x=0 jusqu'à x = 1, 
on aura 


ALTER dx = 


EE 
m + TT mt k 
Si on met la même différentielle sous la forme x" dx X*, ou 


M Ra + alog x + log x + — 


= log” x + etc.), 


son intégrale prise entre les mêmes limites , sera 
fx" dx + «à fx" "dx log x + fa dx log? x etc. 
L'identité de ces deux formules exige donc qu’on ait 
I 
RTE A , 
m=—) 12 EE 
Sad log (À) = 
f'aw-tdx log(=) — DEA 
X 
| 42238 
SR ECT= 


et en général 
fatda og() = EE. (k') 


32, À l’aide de cette formule on peut exprimer les quantités MLMD PE, 
par des séries régulières, composées des.puissances réciproques de nombres 
pris à des intervalles égaux dans la suite des nombres naturels. 


Ainsi en, développant d’abord la différentielle qu’il faut mtégrer, pour 
avoir T’,on a 


T'= fdx log = À A ITA Et il 


ns XP TITI xp+gtnr gpl etc. 


et effectuant RUE entre les limites x =0,x—=1,ilvient 


tés tort etc. 
— CIC. 


68. . 


— p+3 . FORT GT 
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Désignons en général par (a, 2)", la somme de la suite 


apr i m r 2 L 
a Tape Tata TG GE F3n)" ete. (1) 


laquelle deviendra (1,2}", (2, n}", (3, n}", etc., selon qu’on fera 4a=1, 2, 
3, etc., 2 étant constant : on aura suivant cette notation, 


T'= (p,n)— (p+g,n) 
Te (p,n)— (p + qu) 
TT (p, 2 — (p+ qu) 


etc: 


(m') 


33. {1 faut observer que z et m restant les mêmes, on n’aura besoin de 
considérer les valeurs de (a, n)”, que depuis a= 1 jusqu’à a= n; car il 
est visible, par exemple, que (7 + 1) n)" se réduit à à (1,n2)"— 71, et qu'en 
général on a 

Ï 
(a+ n,n)= (a, n}°— 2. (n° 
Par suite de cette formule, on aurait de même 
I 
a-+2n,n) =(a,;n D ar one 
( me ) = (a, pres AE (a + nr)" ? 
et en général on réduira toute quantité (a, 2)", où a est plus grand que 2, 
à une quantité semblable où a n’excédera pas 7. 
On voit encore que (7, n)" dar la suite 


+ 
cette quantité est la même chose que . 
me (Hat tete). 


Si donc on désigne par S,, la somme des puissances de degré — "7, des nom- 
bres naturels, en sorte qu’on ait 


1 


Es By PC Retcr 


I x I I 
Sn LR ge ntm + etc. (p°) 
on aura (7, n}" = _ Sn. Enfin il est visible qu’on aura aussi l’équation 


Sn—= (1,2) + (2, n)"....L(n, n}", (q') 


laquelle, en substituant la valeur de (x, n}", devient 
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(: — 5) = (1 ,n)M (a, 2) (5, n°4... Hi, 2). 


. ’ ° PE 
34. Considérons particulièrement leteasier a #00, 9 —r, alors 
on aura 


Le AU 2 2 4 à 

L'= (1,9) — (2,2) — (: — à) Se = Si, 
T'= (1,2) — (2,2) —= (: vert à) Ss — 7 S3 ; 
De Go} — Qu = — 5) 8 = à Se 


etc. 


On sait que les quantités S,, S,, 5, etc., sont connues en fonctions de 7, 
et qu'ona SE, S—5s7", S— 5357, etc. À l'égard des quantités 
S:, Ss, etc., ce sont des transcendantes particulières qui ne se rattachent 
point aux autres transcendantes connues; il est facile néanmoins d'en trou- 
ver les valeurs avec une grande approximation, par les belles méthodes 
qu'Euler a données pour cet objet (Calc. diff., pag. 451 et suiv.). 

Au moyen de ces diverses quantités, on connaîtra donc les intégrales sui- 
vantes, déduites des équations de l'art. 30. 


D PR 
les ar EN 
I 
LES — 7 log 2 
VG—xx) 2 5 ? 
fee su à" 
VU — xx) Eu (log ae) 


dx logÿ - 
7? 3 
x ———" Le O9 O — — 
Ve 2à = (log 245 log 2. +28), 


et on pourra prolonger indéfiniment cette suite où tout est connu, excepté 
S,, S:, etc., dont on connaît au moins les valeurs très approchées, jusqu’à 


S,s(Calc. diff., pag. 450.) 
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AAA AN AAA AAA AAA A ANA AAA ANA AAA VA UV 


CHAPITRE VE - 


De la réduction des Transcendantes désignées par (a, Of dans 
le chapitre précédent. 


35. Occuroxs-vous maintenant de réduire au plus petit nombre possihle 
les quantités (1, 2)", (2, 2)", (3, »)", etc., qui répondent à une même va- 
leur de ». Pour cet effet, nous supposerons connue la formule suivante dans 
GT 
laquelle w = > C5), 
pme LENS à dei 
ee — y" -) dy = w cot ao. (r’) 


Cette formule étant différenciée successivement par rapport à &, donne les 
résultats suivans : 
a=—1 om: D |: 
ee ro AE us me ATEN dy log 
1 — y" ù 
El VÉTETE 3 
= dy log® 5 == Gras 2 4 


sin° ao F (s’) 


Han A nt 3 d : " 
ME 5 PT ue dy log Per _—. (+ 2 cos ao) 


etc. 


&@? 


I 
J sin? Go 


ai nya — 1 
(*) Soit V — de ra dy, on aura en réduisant en série et intégrant les diffé- 


rens termes de y—=0 à y 1, 


Rérrre He ne ——) + = ——) + GG 2) + ete. 


ou 
I 24 2a 24 
Vas = 25 — > m'étc ; 
a na n° — à On — a 


or par une ra qui se trouve page 143 de {’Introd. in An. , le second FOMUE se ré- 


duit à À HA ;: donc V = cot a. 
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Mettant au lieu des premiers membres les valeurs qu'ils obtiennent par le 
développement en série et RP ve de la formule (k”), on aura 


(a,n) +(n—a,n) — 


sin? aw 


3 
3 SL Ir e 
a,n n—a,;nŸ = 5 COS 40 
a,n) +(n—a,nÿf = fé 
ne Drap te 3+3 DM 
etc. 
Ces formules serviront à établir entre les diverses quantités (a, 7)", qui ré- 
pondent à une même valeur de #, toutes les relations qu’on peut obtenir 
par d’autres voies, et qui sont données sous diverses formes dans les ouvrages 
d’Euler. C’est ce que nous allons développer dans deux exemples. 


36. Soit z = 6 etm— 2, on aura M ee de re 


(a,n)°+(6—a,6) — 


d’où l’on déduit successivement 


(1,6) + (5,6) = 
(2,6) +(4,6} = 
(3,6 +(3,6) = 


| 2 
ou en substituant la valeur © — % 


sin? @6 ? 


sin? 2 {? (u’) 


sin? 2 


(1,6) +6, 6 =" 


5? 
6) + (4, DE, 
(3, ÿ=T. 


La somme de ces équations est 
I 35 
(: mr 3) S — 216 7° 2 


d’où l’on déduit $, = + æ*°, ce qui est un résultat connu; mais la démons- 
tration qu’on en donne ici n’en est pas moins remarquable. 

Outre cette valeur deS, , on connaît(3,6) =; 7°, (60) = 35 S=-3 7: 
mais les quatre autres quantités (1,6), (2,6)°, (4,6). (5,6)° ne peuvent être 
déterminées par les équations précédentes, 
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Observons cependant que puisqu'on a 


moe + + NU gi 


20 


Fe + etc., 
il en résulte | | 
Se & s, M Fra s *\a À Se 

(2,6) — 7 (0 17 7 “F7 AT 10° K elc.)= 7 (1,6) +; ÿ 3 


donc les quatre quantités dont il s’agit peuvent être déterminées au moyen 
de l'une d’entre elles, par exemple, au moyen de (1,6), de la manière 


suivante : 
| (1,6)* | 4 
(2,6) — 56 m HEC 
HU 
GG = À mt — 5e M 
(5,6)° er : T° — C 


35. Quant à la valeur absolue de €, elle n’est déterminable exactement par 
aucune formule connue; mais on peut en trouver une valeur aussi ap- 
prochée qu'on voudra par la méthode qu'Euler a donnée (Calc. diff. ; 
pag. 451.) 


Pour cela ayant fait 
| Has I Craft os 
Sa a (eau) re Gr 


on trouve en général 
I I ï I An B'n° 
s=C— ep 5 Ge) 7 Ge) À Gp 
Cr D | 
(a + nx)7 (a+ nx) 
A', B', C!, D’, etc. étant la suite des nombres Bernoulliens. 
Il résulte de cette formule que la somme de la suite prolongée à lin- 
fini étant désignée par (a, 2), on a (a, n)*—=CG; donc réciproquement 
ona 


rer MNT us Lo Mg MAR de 0 ARE 

(a, nn =s + n° a+nx 2° (a+ nx) Se ques: 
di Dm rue t 
mm ie él y 


On sait que la suite A’, B', C, D’ est divergente à compter du troisième 
terme, et le devient plus que toute progression géométrique donnée’, d’où 
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il suit que la suite contenue dans la formule (x') deviendra nécessaire- 
ment divergente après un certain nombre de termes. Mais ce qui est fort 
remarquable, c’est que cette formule n’en est pas moins propre à donner 
la valeur de (a, n)° avec tout le degré d’approximation qu’ou peut désirer. 

Pour cela il faut donner à æ une valeur arbitraire d'autant plus grande 
qu'on voudra obtenir une plus grande approximation (la valeur x = 10 
suflit pour donner 18 ou 20 décimales exactes). Au moyen de cette va- 
leur, on commencera par prendre la somme effective de la suite 

1 I I J 
S —= ë ANT + CE LUE NE AT (a+ xn) ? 
substituant cette valeur de s ainsi que celle de x dans l'équation (x), 
on aura pour la valeur de (a, 7) une suite d’abord très convergente, 
mais dont la convergence diminuera de plus en plus, jusqu’à un certain 
terme où elle deviendra divergente, et cette divergence augmenterait de 
plus en plus à l'infini. 

Par le calcul des termes successifs, on obtiendra des résultats alterna- 
tivement plus grands et plus petits que la valeur cherchée, et on devra 
s'arrêter aux termes où cesse la convergence. 

Ces termes indiqueront deux limites fort rapprochées, entre lesquelles se 
trouve nécessairement la valeur de (a, n)°. | 

Si ces deux limites ne donnaient pas encore une approximation sufi- 
sante, il ne resterait d'autre parti, à prendre que de recommencer un nou- 
veau calcul en donnant à x une valeur plus grande. Mais, pour l'ordinaire, 
une valeur médiocrement grande de x donnera une très grande approxi- 
mation. 

Nous donnerons ci-après un exemple du calcul de ces sortes de suites 
qu’on peut appeler suites demi-convergentes. 


38. Soit maintenant m—3 et 2—6, nous aurons l’équation générale 


sin® ao 


? 


(16) — (G— 4, 6j = 


d’où l’on déduit les deux suivantes : 


(6) — (56) = LUE — jai/3 


sin° & - ; 
GO (UE) = RE = 30 ne 
D'ailleurs on a (6,6)? — = Ss, et a 
COMMODE ONE RCONMEERES 
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Ces équations sont insuffisantes pour déterminer toutes les inconnues ; 
mais les diviseurs de 6 qui sont 2 ei 5, en fournissent de nouvelles. 
On a en effet, 


CDs (Hit rortete.)es (6,0) (4,6), 
GO CHibe ts ete.) = ECO) + GO H 0 
de Jà on voit que les cinq quantités (1,6), (2,6), (5,6), (4,6), (5,6) se 


détermineront en supposant connue l’une d’entre elles. Ainsi en faisant 


(1,6Ÿ =£, on aura 


[ 


(1,6) 
Le pli Ba? 
(2,6)° Fr - (E 31/3/? 
(8,6) = — (£—'204/8), 
320 
(4,6) = ZE 779573 


(G6} = £ — 40 V3. 


La somme de ces quantités doit être égale à 5 $,, ainsi on. aura 


215 215 _ 
DS Ag oasis, 
OÙ 


aps mg —  y3. 


Réciproquement on peut ni toutes je quantités (r, dE (SOT SECTE 


_ 


au moyen de S, et de © = a et on trouve | 
CAEN ni Ss + 20° V3 
Phi 
(2,6) — Ss + ce V3 


(3,6 — TL S, Eh 
; 

(4,6) = — Ss — ce v3 

(G6Y = 2 5 — 20 3 

(6,6) = — S. 


_ 39. On déduirait aisément des équations (q"”) les autres propriétés 
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connues des quantités (a, n)", c’est-à-dire des suites qui résultent de la 
décomposition de la suite générale : 
a J I I L'r 
Dm LP De au TT Zn Ent CLCE) 
2 3 A 
en prenant les termes de trois en trois, de quatre en quatre, ou en général 
de 7 en #. On trouverait, par exemple, que la suite 


1 1 1 
est sommable lorsque #2 est impair, et qu’elle ne l’est pas lorsque "2 est 
pair. 


On trouverait au contraire que la suite 
x ms — _ + etc 
I + 3m —+ bn qi \ 


est sommable lorsque m est pair, et qu’elle ne l’est pas lorsque 72 est 1m- 

pair. Le mot sommable est ici entendu non dans un sens absolu, mais 
k 4 Q | , 

relativement aux méthodes connues jusqu'à présent. 


Ces choses n’ayant point de difficulté, et ayant d’ailleurs été démontrées 
par d’autres voies, nous ne nous y arréterons pas davantage. Nous ferons 
voir seulement comment on peut trouver, par des suites qui soient conver- 
gentes dans toute leur étendue, les valeurs des quantités € et Ss qui sont 
restées inconnues dans les art. 36 et 38; recherche plus diflicile qu’elle ne 
paraît au premier coup d'œil, parce qu’en suivant les méthodes qui se 
présentent naturellement, on retombe sur la même difficulté qu’on voulait 
résoudre. ù 


Lo. Pour obtenir d’abord la valeur de S,, j’observe qu'on peut sup- 


poser E | > | 
1 4 8 

(1,6)° der log y 

d e 

6) = : [TE slor 


à 


I 


1 — y 
QUE: PA AS OPA 
POINT sf pe | (a') 
1 #dy ? 


(4,6) D gs D or 1 * À log y 


| Te 
(GG =) prgelogr 
EU 1 fyd u 
(6,6 = > f: Ke. log° y | 


69.. 
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car les seconds membres étant intégrés depuis y =0 jusqu'à ÿY =1, 
au moyen de la formule (4), ces équations deviennent identiques. 
Or, d’après les équations (7'), on a | 
1 — y P 
: ne dos y = 4013, 
40° 


3 
(2,6) — (4,6) = LE = ps 9 PT 37 


Ces deux équations ajoutées ensemble, puis soustraites Pune de lautre 


(67 — = ! 


donnent les deux suivantes : 
Le dy logy 3 Aa SU MOA TES 
rt 6 FER 
dy log”y ” 320% 4/3 
TT  — < ES Éd De lee 
rer a A 7 3 Qi 
de sorte qu’on a entre ces intégrales le rapport très simple 
EE = —S.f dYlogy . 
EP RS ne LR EN 
mais cette formule est susceptible d’être généralisée ainsi | 
[< dy log” y. ES hé I dylog"y | (b") 
I—y+ om 1+y + y" \ 
e 


mb de A 
on aura 
dy log” 
2 ( — 0) 1 + y 1+9 + y? 


mettant dans cette dernière JE au lieu de y, il viendra 
1 pas (NIQ7X eh dy log 4 m1 
P—0=Q EEE 


2H y 
om Q. 


En effet, soit 
Pp= [be dy log” y et Q Eh dy log" y. 
y? 2 nt A 


et par conséquent P — 
Par la combinaison des équations (a"), et la substitution des valeurs don- 


nées par les équations (z/), on obtient 
dy 1 6 
GO + GO = JET = MS + 0/8, 
3 s'RCer L Lay Ley— JO : 
_ (6,6) + (6,6) = : pe Cr nt DS 


Soustrayant la seconde de la première, on aura 
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G +») dlogy__4 s | 
se Sara EEE Ti Am ge V5: 
d’ailleurs on a déjà trouvé 


1 dy log” y A2 type 
M hs Te Mmes ee Le) 3 : 
= + y + 7° 9 V 2 


donc en éliminant @, on aura 
dy lo 
ss = fLHDE *e s)dy log c!! 
VA RP (e°) 
C’est de cette formule que nous allons tirer la valeur de S;. 


41. Je remarque d’abord qu’on peut faire 


(y + 5) dy log'y G—»d en 
1+Y +9 =f 5 sr; G+NnG+y+r) 


La première partie 


f< log* y = 2 (: — + 7 — her) =28(1— 5) = 2s, 


donc on aura 


IL — fu  Qy)dylogy . 
18 Q + Q y +99 
soit y = ce et la transformée sera 


zdz e 9Ù 
BSs= | 5 Log"; | ? ses | 


formule qui doit toujours être intégrée depuis 2 = 0 jusqu'à 3 = 1. 
On voit part que comme z" est toujours. plus [pers que 1, on 


pourra réduire -—— en une série convergente, de sorte que l’intégrale ne 


3 + . 
dépendra plus que de termes de la forme Jet da log* y. Mais, pour rendre 
la série encore plus convergente, je fais 2° = 1 — ü*, et j'ai 


.f\ud 
RS fers 


intégrale qui doit être encore, prise, dépuis UE 0 Jusqu'à A asilqiilus 


Cette intégrale étant prise LES parties, dexient 


— log (os hs 7). logs + [à le - (= 2): 


Mot 2 où 
la première partie s’évanouit aux sde tes de, l'intégrale; ainsi on à sim- 


: mn 
C2 us | 


plement En CARE gras V1 LUE 
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11Q 2 dy à ppol UN 
as /+ log log (1 —%). 
dz 
Développant log C — =). et substituant la valeur # Æ  ) où aura 
IT 1 EL M UD go 
RS=;/ de log = à (i- rÈ = Ê+3 « Lo + F re ete.). 
Soit donc 
| PF, 


a 

res 
1 , LP mr 
= fade loire se 
1 f! 
AVR 


[F 


elc., 


ces intégrales État GES EbBus 3—= 0 Eh à 4— 1, et on aura 


; I p” 
Bs=P+; be re AU 


A2. Pour avoir ‘maintenant 2 HE P°, *P4. P"”. etc.. observe qu’on 
L q ; ; j q 


a en général 
fa 2m dz log + = log = fire _ f? = - fe u"dz. 


Dans cette formule, nous supposerohs que lintégrale ffu"dz est prise de 
manière qu'elle & s’évanouisse lorsque z—=1 ou u=0, alors la partie 


I 
log 7 f u°"dz s’évanouit aux de eux limites de PTategrales et on a simple- 


— Lei 


ment “EPP eu 
CU /eLU CG ALU I dy dz 
; fu*dslog = = : fé pui pin 


où l’on aus que les Jogarithmes ont entièrement disparu , et qu'on ne 
doit plus tenir compte que. de da Feetion = I— 7, 
. On a d’ailleurs | | 


multipliant de” part et RARE: FE 8 'et intébrant, ‘on tit ID 91619934 
Pr) — Ta 10 Per LS PS zx? 
ge. 119 is Er À — Er | { 


Or, = : _ ee ét par conséueie 


FA TOP LE = ji) um C: | 91900 1 
27 277 CET r I Gare Dar 1)27 ct, JS 
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cette intégrale devant être prise depuis 2= 0 jusqu’à 2= 1, elle se réduit 


\ Le 


à Tnt donc on aura 
Cm) — D AU 
P jte ? om(2m+1) 
La première ht 
dz.- 
po — [E fd=— de (a, TE Lis) = 0; 


donc on aura successivement 
PF opt 2 


7h hr porte à br 
Pr 3 P 2.3? 
ÿ f mL LS D? N# Cu \ i 
6 I 
in 4 Dir, 
uk vs, 6.7” 
etc. 


Au moyen de cette loi très simple, on calculera aisément les différens termes 
de la suite décroissante P°, P’,P", P/', etc. Ensuite on aura S, par la formule 


= (P +: Re F4 E + etc); 


ce qui donne une approximation très rapide, puisque chaque terme est 


moindre que le quart du PSE 
En calculant cette suite jusqu’au terme P"* inclusivement, on trouve 
Ss= 1.2020563;; Euler a trouvé par la méthode dont nous avons parlé , 


et en RER ie co apte beaucoup plus loin, 


st "Se 1. “5020569031 50594281: 
(Voyez Calc. diff., page 455.) 


:434 Pour trouver par des procédés semblables la valeur de la trans- 


cendante £; demeurée inconnue dans des équations ), j observe qu’on a 


i dy Ko 
(F0 En] ee Tee 
à dy I I À I 
s (2 6) Fe à ee log 6 5357 + & &, 
HN dy | LUE tn ELA 
- (4; 6) —Ji-y log == 135 7 5 C 


4 
60e fs pie om: 
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de là je tire 


. dy log > PAPE 
(1,6) + (2, 6} — (4,6) ma rs DE ET a ce | 
donc | | 
I 
dy log - 
CR RE AN AR aan ta 
= gi 12a/ 1—y + y, 
tout se réduit donc à trouver la valeur de cette intégrale. 
Si on fait successivement y = 3 (1 —u),Y =}? Ne — u), et qu’on ajoute 
les deux transformées prises PO RES on aura 
À dy og = FREE 
36 Sy sis 2 di ] (= 
1—y+y J3 +4 % 1%)" 


nouvelle intégrale qui doit encore être \Gréede puits U—=0 jusqu'au = 1. 
La première partie de cette intégrale 


2 du log 4 ; 
MERS = 73 log 4: arc lang. 3. 
et en faisant u= 1, elle se HrePhe à | 
CU lab fé 2e 

V3 ‘56 31/3 

L'autre partie | Me OP 
2 du sut nf 1 FD 91 QI 
[— 3 + u° og (1 — ui) si él; [£a : 


étant appelée L', on aura par le développement de la fr action , COR, 1* 


p d g 
1— — + (: sega ae + cte.)loe Gi a, 


or, en intégrant par parties, on a Ni in Oo 


: W 
EE Ti 9 


[— 2" duos (x - Se) = a eh pes Su at 


2m +1 2m 1 mnt? 


et puisque la quantité (1 — u#"*") log (1 — u*) s’évanouit aux deux limites 
de l’intégrale, on a simplement 


[= digérecre soif ET | 3 ad 


2 Mn du 
— £ Ds Cr) — : 
es nmer T I — u? 1+u 


Développant la quantité sous le signe et intégrant depuis u=—6 jusqu'a u=r, 
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on aura | 

am 2 \ mms a L È 

f—2 dudog( == (is 082): 
donc enfin 
T =. (1—log 2) | 

—%$.3(1 +3 — lo 2) 
+acsG+sts—le2) 
4. GQ+5+s+s 02) 
+= elc., 


série convergente, puisque chaque terme est moindre que le tiers du précé- 
dent. T étant connu, on aura € par. la valeur | 


RE Se Se 


Kilt 5r log 2 5 
Sd CAUMNTAVE FM 


AA Vars AAA Y AAA AAA AA AAA AAA AA A A AAA AAA ANA UN VV y 


CHAPITRE VIL 
Des Intégrales Eulériennes de la seconde espèce. 


44. Coxsménons maintenant l’intégrale fx"? dx (tog=) , que nous suppo- 
serons toujours prise, entre les limites x=0,x=— 1. On a d’abord, PM 
tégrant par parties, | 

fav" de (=) = MCE) +2 fa dx (2 D; 
et comme la partie hors du signe s’'évanouit aux deux limites, pourvu qu’on 
suppose 2 > 0, on aura alors 


VIA SAR (log =) _— = Jar (loge) : ; (a) 


et en général, si» est un nombre entier positif, 
T. IL 70 
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Jav-1dx (log = (Ë) 


mer! 
‘ 3 : "TR . x A =S Es + - n ; ; u LR * - 1 n 
à : R ! as * 6 . L y Be < 
Lorsque 7 né sera pas un nombre entiéÿ l'intégrale fx"—"'dx (log =) 


a = 


sera en général une transcendante dont il convient d’examinéef les pro- 
priétés. | = 

Et d’abord, au moyen de la formule (æ), on pourra toujours rame- 
ner cette transcendante au câs où Pexposant 7° est compris entre o et 


—— ], 
De plus, jobserve que sans rien diminuér de la généralité du calcul ; 


. , ; : = lt EUR 0 Ke 

on peut faire mr; cär la formulé fx" dx (log =) étant proposée, si 
e F. I I 
l’on fait x" =, cetle formule deviendra Le f'dz (log =) 


45. Cela posé, il suflira de considérer Pintégrale f'dx (log ÿr , dans 
laquelle nous supposerons que a est positif et plus petit que l'unité. Cette 


quantité étant simplement fonction de a, nous la désignerons par T' (a) et 
nous ferons 


ne Fo fde (logs). () 


L'objet des recherches suivantes est d’évaluer la fonction T'(a), lorsque a 
est une fraction rationnelle donnée, telle que £, 4, #, etc., et nous nous 
proposons particulhèremént de comparer entre elles les fonctions qui 


Ff ? e e I > 
répondent à des valeurs de a de même dénomination , telles que F (), 
r (); etc. Enfin noùs chercherons aussi à détérminér par approximation 
la transcendante T'(a) pour toute valeur de a rationnelle ou irrationnelle. 


46. En prenant les intégrales: depuis æ = 0: jusqu'à x = +1, et suppo- 
sant 3 > 1, on a cette formule de réduction, 


ie PR ER a men EE A 0 JE 24 
Ja dx(i x) CRE De Je dx (x æ) ) 
d’où il suit que si # est un entier, oh aura exactement 
| “i gi Agnes a 1.2,3....(m-= Tr)": 
Jx* dx (x «) 7 a.aHG.æ + 200,..4 (mm 1)6 
Désignons par D (x, m)\’intégrale : Jet dx (sx )"—*, prise depuis 
% = 0 jusqu'à & = 1, et dâns l'hypothèse que »” est un entier positif, on 
aura donc | 


} 
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2%, (m1) 
a+ C.a+ 26. a+) = ju Ÿ hit 8 
Dans cette équation, mettons successivement Am et Q+ 1)m à la place 
ges m, NOUS aurons OX 


IL. + rh + À | 
DE LATE ES PENEUE NOTE) LRU Dan -,( A): 
1.2.3... AM MI D(a, 2m) 


a +C.aæ+26.. ce (ame + m — Pi1)é = 


Divisant la seconde par la jRgruere: et faisant pour ’abréger, œ Les De, 


il vient 
d'u HC.e +26... d'HMm— TE bp, (æ, am) 
Am. Xm hr. Am 2... AM MeæI D(æ, am + m) 


mais en mettant æ&' à la place de & dans l'équation primitive, on a 


12:37. M A | 
u'+C.u'+ 26... a+ mt. Ter = D (a+amé, m) 


et mulupliant ces deux équations entre les , On a pour produit 


1:209442 MI CPAS AT D(a,am).Dd(a—+ am, m) 
a PRE AI fe TND = I D(x, mm) 


Le premier membre, en vertu de l’équation primitive, peut être repré- 
senté par fx"—1dx(1—x)" T4 et parce qu’on peut mettre x” à la place 
de æ, sans changer les limites de l'intégrale, il peut être aussi représenté 
par n fx — "dx (1 — x"); donc on a | 
ni — € Per} (ertramesim) ‘(4) 
D (2,am + m) 
Cette équation ainsi exprimée par un nombre fini de termes, acquiert une 
plus grande généralité, et ne suppose plus que 72 est un nombre entier. 

En effet, les deux membres devant se réduire à une même fonction de 7» 
et de Am, laquelle est 


es fee ER (Ca — LC 7) 


I Im ] I M == 1 . M 


je 


——— « ——— = LLC, 
142 2m + 2 “4 


dm 1 ‘ÂmHi 
on est maître de Het à m et À des Lions positives quelconques, et à plus 


forte raison aux quantités «, 6, n, qui disparaissent dans les deux membres. 
47. Soit donc æ=1 et e— — à un infiniment petit,onaura 


1— at Elog”, et O(e, m)= 6 Ya ( 1), 


70.. 
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de sorte qu’on aura en général 
Da )enBiT OT (4). 
Au moyen de cette formule, l’équation (d') devient 
n farm id (1 — x") De 
Soit maintenant "1 = À ÿ 1m=*, on aura donc 


ÿ ; 
un TO 
D'ér 77 nm 
fx?='dx (1 Less x") = PR en MPEG , 
rm 
Le premier membre n’est autre chose que la transcendante désignée ci-des- 
sus par ®); ainsi On aura Cette équation remarquable 
= O7) 
q TL (= E =) 
D'où l’on voit que la transcendante e serait connue, si On Connaissait, 
pour la même valeur de #, les fonctions de la forme T (©), a étant entier. 
8. Il résulte d’abord de cette valeur de < , qu’on peut échanger entre 
> P 5 


eux les nombres p et 4, et qu'ainsi on a Ê ») (2), ce qui est une des prin- 


cipales propriétés de ces fonctions. 
De plus, on tire de cette formule 


27 ()r () 
USA TCENT (CE 
(® (=) — OO 
q 4 | nr (ERIE) 
| n | 
. Dans le second membre, il est visible que deux des nombres p, g, r, peu- 
vent être échangés à volonté, ce Lu donne le théorème fondamental contenu 


dans l’équation (e)> + 
D)-0.) 


dont on a ainsi une nouvelle démonstration très simple. 
49. Faisons voir maintenant comment les fonctions T se déterminent au 


= 


moyen des fonctions (£ =)s supposées connues pour une même valeur de >. 


Observons d’abord qu’au moyen de l'équation (&), on a en général 
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T(a+1)=aT (a), &) 
ce qui permettra de réduire les cas où a est plus grand que l’unité à ceux où 
il est plus petit. 
Si l’on a a = 1 , alors L (a) se réduit à fdx =x=1;ainsiona 
Pre Te )" (n) 
Cela posé, faisons g9=—=72—p dans l'équation (€), alors la valeur du pre- 
mier membre est connue, et on a | 
OT). 


sin pa — DES AARCD PTS 


ou en d’autres termes, 


T (a) T(i—a)=-— Fa - (8) 
Lorsque a =+, on a (Ta) =; donc 
 TO=vr. | (:) 
L’équation (8), très remarquable dans cie théorie, fait voir qu'il suffit 
de connaître la valeur de T (x) depuis x =; jusqu'à x = 1, et on en dé- 
duira les autres valeurs de cette fonction depuis +=} jusqu? à LT —=0: 
Au reste, la valeur de T (x) depuis =} jusqu'à = 1, ne varie qu'entre 
les limites y/+ et 1, ou 1,77245 et 1 tandis que depuis = + jusqu'à 
x= 0, elle varie depuis 1,77245 ] jusqu’à Pinfini;.et en par ticulier lorsque 
a est infiniment petit, la formule (8) donne T(a)= - me CDN Au 


5o. Si dans LÉHUAHOR (e) on fait p— 1, et qu’on prenne successivement 
q=1,2,3.... jusqu'à z— 1, on aura cette suite d’ équations : 


= 20. 
Dee ne 
é HaaRCr 


RE © 
_rOrCE) 
rene" 


8 
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Multipliant les 4 — 1 premières! équations He elles , on aura le produit 


ROM OP ON Cr metre 
D-0-0.06D + L% 
si on les multiplie toutes, ou qu'on Ésse G=n, le produit donnera 


AO VG:0. QU D (éh 


Soit donc pour abréger 


= VC. 0-00.) 
FO=ur 


Connaissant re =), on en déduira. r (£ ) par l’équation déjà trouvée qui. 


donne | | 
nTe | É =) OGC +a Fu" 1 Gi (x) 


OP Hante) 


LD 4 I I , 
Et comme [re quantités (), GC): G): etc. sont censées connues pour 
chaque valeur de », il ne reste plus rien à désirer pour la détermina- 


tion des fonctions pe #p 


Ces formules font voir que toute fonction We =) où - est ratbuel , peut 


et on aura 


se déterminer en. général par la quadrature des courbes algébriques; mais ce 


moyen de solution ne s'applique avec succés que dans le petit nombre de 


cas où nous avons fait voir que les intévrales () relatives à un même nom- 
t 


bre n, peuvent s'exprimer par les fonctions elliptiques. 
51. Réciproquement, si on connaissait la valeur de T' (x) pour toute va- 
leur rationnelle de x, moindre que l’unité, il serait facile de déterminer 


l'intégrale (2 2; car on a en général | 
HE) | 
EE 0 
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et S'il arrive que p-g soit > #4 on changera; d’après l'équation (€), cette 


formule en celle-ci 
Te )2 0) 
E)= Au 7 / 
(£ _—. (x) 
Nous remarquerons que ces FE AA A sont propres à donner l’expression géné- 


rale de (Eau moyen des quantités de la même espèce ( =); É ), (2), elc. 


En effet, les valeurs de FT (£ ); r(£), r(2E2 Es) étant tirées de la formule 
(x), on en déduira 


| P OCnCS x) do nn 
D 


formule qui servira tant:que p + q sera plus petit que 7. 
Sion ap+gq> n, il faudra faire usage de la seconde formule, qui don- 
nera par de semblables substitutions, 


(2) =- ONCE re) UE É) 


+ d TA tee Ce Cr 1 


Ces’ formules répondent at aux équations (k) et (n) trouvées ci-dessus, et on 
les ferait coïncider entièrement en substituant, au lieu de chaque quantité 


(5) , Sa valeur 
a 


(ue) 


(æ”) 


_& \& “At Ang (ab) e. 


sin w ? 


ainsi les fonctions F offrent un nouveau moyen direct et très simple de déter- 
iner l’expression générale d ités (2 

miner l'expression générale des quantités 5h 
52. Pour revenir aux quantités T (a), nous avons déjà trouvé l’équation 


T(a).T (1 — a) — 


sin ar” 

au moyen de laquelle les valeurs de la fonction, depuis 4 = 0 jusqu’à 4 = 1 

se déduisent des valeurs-supposéés connues, depuis 4 = + jusqu’à a = r. 
Nous allons prouver ultérieurement qu’il suffit de connaître les valeurs 

de la fonction dans la moitié de cet intervalle, c’est-à-dire seulement depuis 

a= © jusqu'à a = Tr, et on en déduira toutes les autres valeurs. 


2 
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Un effet, si on suppose a < + », l'équation (e) donne tout à la fois 


rOrQ) 
O= mr | 
=) 


1 
ui e 
3 2 nT ( ) 
[42 


Substituant ces valeurs dans l’équation (d'), puis mettant simplement a au 


lieu de “ =, et réduisant les fonctions d’après la formule (8), on aura 


F{ch= “ cos ar. T (2a).T ( — a), 


V 
équation qui suppose 4 < > 
Cette équation Re avec LAURE (8), donnera 


r (: — 4) = cos ar T (1 aa) (+ a); 
enfin de celle-ci on déduit, en mettant & — + au lieu de a, 


(a) = PV, 6. G) 
sinar  T(2—2a) 
53. Nous supposerons connues les valeurs de T (a) depüis a = À jusqu’à 
AZ I. ; | 
Cela posé, 1°. Le second membre de PAtNE (») sera connu pour toute 
valeur de a, depuis a = Jde à a— 5; donc on connaîtra T (a) dans ce 
même avale depuis a = + jusqu’à a — ÿ. 


2°, Au moyen de ce premier cas, le ci membre sera connu si 2 — 24 
est compris entre + et #; on connaîtra donc T (a) toutes les fois que a est 
compris entre + et ;&. 

3°. Au moyen des deux premiers cas, le sécpndl membre de l’équa- 
tion (») sera connu si 2 — 2a est compris entre ;+ et +; donc on connaîtra 
v (@) pour toutes les valeurs de à comprises des a= = 5 jusqu'à 


ak 


AR ps second membre sera encore connu si 2 — 24 est compris entre 
20 L,, . . \ 
et3; donc T (a) sera connu depuisa=## = + jusqu’à & = #2, etainsi 
de suite. 

Par ces diverses opérations les valeurs de a pour lesqüelles F (a) devient 
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connu, se rapprochent alternativement de la limite +, qu’elles m’attei- 
gnent cependant qu’à linfini, puisque 4 ne peut pas s’exprimer exactement 
en fractions dont le dénominateur soit une puissance de 2. Mais on voit que 
par quatre opérations UBUE E ds ie T (a) reste à déterminer, ne 
s'étend plus que depuis a = + jusqu MAS 64 Une cinquième opération res- 
serrerait cet intervalle de #? ou É& à -Ë%, et ainsi de suite. 

La limite commune de res suites est 5 ; et L 5 se détermine directement en 


faisant a = & dans la formule (»), ce qui donne 


AN? 2 5 sa 
r G) = sin2r 27 rs). 

54. Dans les cas particuliers où l’on chercherait à déterminer une valeur 
de F(a), on ne doit s’embarrasser aucunement de la distinction des cas pré- 
cédens, et l'application immédiate de la formule (»), répétée autant de fois 
qu'il oi nécessaire , ou jusqu’à ce qu'il n’y ait plus di inconnue à déterminer, 
conduira toujour s au résultat qu’on cherche. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de T (0.675), on aura 
directement 


LA 2"54/x r(0.825) 
T(0-675) = 5830 * T(0.68)- 
Dans le second membre F (0.65) est inconnue; pour la trouver, il faudra 
faire une seconde application de la formule, et on aura 
__ ae. r(0.85) 
T (0.65) — 7 sin63°  ‘T(0.70)? 
une iroisième application donnera 
| FRE M r (0.8). 
| T (0.70) = — sin54° ‘r(o.6)? 
enfin une quatrième 


T (0.60) = ch 1 


sin72° T' (0.8)? 


_ d’où en remontant on conclura la valeur de T (0.675) exprimée en quantités 
connues. Cette détermination est un peu longue dans ce cas, parce que 0.675 
approche beaucoup de la limite à 
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Considérations générales sur les Intégrales Æulériennes de la 
première et de la seconde espèce. 


55. Ex désignant par (2) l'intégrale = ,» prise depuis x= 0 
4 VC — 21) 

jusqu'à x = 1, Euler avait pour but de comparer entre elles les diverses in 

tégrales de cette forme qui répondent à une même valeur de 2, et il suppo- 


sait d’ailleurs les nombres p, q, 2 entiers; mais on peut considérer les choses 
d’une manière plus générale. 


Soit x'= y, on aura la transformée Sfr dy(1 —7 7" ; mettant 
dans celle-ci p et g à la place de? ab£; elle deviendra = DrT'dy (= y}, 
nouvelle intégrale qui devra toujours être prise entre les limites > —0, 
Has | | 

De là on voit que l’imtégrale /x?'dxæ (1 — x)", prise entre les limites 
Æ—=0,æ%x—=1, comprend l'intégrale d’Euler, lorsque p et g sont supposés 
rationnels; mais elle pourra en représenter une infinité d’autres. 

Nous désignerons cette nouvelle intégrale par le symbole [p, g], qui ne 
laisse rien de sous-entendu; les nombres p et g seront à volonté rationnels 
ou irrationnels ; mais ils devront être positifs lun .et l’autre, parce que sans 
cette condition, intégrale aurait une valeur infinie. Au moyen de ce nou- 
veau symbole, l'intégrale Eulérienne s’exprime ainsi, 


(E) Lu JE 1 
ghunir Mmif 

56. Il est essentiel d'observer que l'intégrale désignée par [p, q] peut être 
regardée comme une fonction continue de p et g, ou comme la troisième 


coordonnée d’une surface courbe dont p et q seraient les deux autres coor- 
données. En eflet, si lon fait croître par degrés insensibles l’une ou l’autre 
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des variables p et g, la fonction [p, g] diminuera de même progressivement. 
Si, par exemple, on augmente p de la quantité infiniment petite &, la puis- 


ant . I LJ [A LI . . . 
sance x?7' deviendra ar (r — a log”), et l'intégrale dont il s’agit dimi- 
X 
. ! - . . I 
nuera de la quantité infiniment petite a fx?—'dx log = (1 — +3 AU 


57. Pour découvrir plus facilement les propriétés de la fonction [p, gl], 1l 
est utile de considérer en même temps les intégrales Eulériennes de la seconde 


A 
espèce. En donnant à ces intégrales] la forme /dx (2 =) " , Euler supposait 


que les nombres p et q sont entiers, et son objet était de comparer entr'elles 
les diverses valeurs de l'intégrale qui répondent à une même valeur de g; 
mais nous avons déjà observé qu'on peut considérer l'intégrale dont il s’agit, 


comme une fonction continue de la variable £, qu’on supposera positive, 
q 


mais qui peut être un nombre quelconque rationnel ou irralionnel. Ainsi 
Li 4 2e A I ve Es è ee = « | he nel 
vous regarderons l'intégrale fdx (4 =) , prise depuis æ=0 jusqu'à x=1, 
comme une fonction continue de a, que nous désignerons par Ta, et dans 
laquelle 4 pourra avoir toutes les valeurs, depuis a=0 jusqu’à 4 = ©. 


5 k : ë q n'XETE 

JD OL FO V == (1) , on aura dV = dx (12) —adx (42) : 
Intégrant de part et d’autre depuis x=0 jusqu’à x= 1, et observant que 
V s’évanouit dans ces deux limites, on aura 


T(a+i)=ara; | () 
c’est la première et la principale propriété des fonctions F. La démonstration 
que nous venons d’en donner suppose & positif, sans quoi V ne s’évanouirait 
pas lorsque x = 1. “us 

On peut distinguer dans les valeurs successives de Ta, plusieurs périodes; 
la première comprise depuis a—0 jusqu'à a= 1, la seconde depuis 4a=1 
jusqu’à a— 2, et ainsi de suite à l'infini. Cela posé, il résulte de l’équation 
précédente que si l’on connaît la fonction T dans toute l'étendue d’une de 
ces périodes, on pourra déterminer cette fonction dans toute autre période. 

Par exemple, si la seconde période est donnée, on trouvera F; qui appar- 
tient à la première période, et T (7) qui appartient à la quatrième, par les 
valeurs suivantes, déduites de l’équation (1), 


Ti—3r(4), T(Z)=$iT(). 


2 


59. La fonction Tæest la plus simple lorsque 4= 1; alors on a T(a)= 
Tle.e 
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Jdx= x = 1. Donc, lorsque a est un nombre entier, on a généralement 
Ta=—1.2.3.4..... (a— 1); (2) 


c’est-à-dire que la fonction Ta est égale au produit de tous les nombres en- 
tiers moindres que a. 

Cette notion, fort claire lorsque & est un entier, ne présente plus aucun 
sens lorsque a est fractionnaire; mais l’analyse y supplée en donnant pour 


a—1 
valeur de la fonction, l’intégrale /dx (2 =) , prise depuis x=0o jusqu'à 


æ=—=1; intégrale qu'il sera toujours possible d’évaluer avec tel degré d’ap- 
proximation qu’on voudra. 

Go. La fonction Ta est trés remarquable par l'utilité dont elle est dans la 
théorie des intégrales définies. Nous pensons qu’il est nécessaire de lui impo- 
ser un nom particulier, et nous proposons de prendre pour ce nom celui de 
la lettre grecque T. Nous appellerons donc en général gamma du nombre a, 
le produit de tous les nombres inférieurs à 4, savoir, 1.2.3.... (a—1). 

Lorsque 4 ne sera pas un nombre entier, le gamma du nombre a sera 
en général une transcendante. Mais nous verrons que ces transcendantes 
ont beaucoup de propriétés, et qu’elles peuvent être évaluées dans tous les 
Cas avec presqu'autant de facilité que les arcs de cercle et les logarithmes. 
Réciproquement le nombre a pourra étre regardé comme la racine de la 
fonction Fa, et nous la désignerons de cette manière. 

Gr. Revenons maintenant à l'intégrale définie /x?—'dx (1— x)", que 
nous avons représentée par [p, g]. Cette intégrale est facile à déterminer 
lorsque l’un des deux nombres p et g est entier. Supposons que ce soit g, 
et faisons U= x?(1 —x)T", nous aurons par la différentiation , 


dU=(p+q— 1) 2 dx (1x — (g — 1) x dx (1 — x}, 
Intégrant de part et d’autre depuis x=o jusqu'à x = 1, et observant 
que dans ces deux limites U est nul, puisqu'on suppose à la fois p> o et 
g > 1, On aura 


Jar" dx (1— a: = pa a dx (1 — x); 


on aurait de la même manière 


Ja 'dx (1 — x} = Ja dx (1 —x), 


et ainsi successivement, jusqu'à ce qu’on parvienne à l’intégrale /x?—'dx 


dy dr NE dd ; 
qui, dans les limites données, se réduit: à s Donc g étant un nombre en- 
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tier, on a généralement * | 


AP dx IX a ES PAPE PTE: PAU: € à à R à 2 
/ ( P+FI—ipP+q—2... PHI P 


Mais dans la même hypothèse on a, par l'équation (1), 
| Fa 124544 541, 
L(g+p) = (g+p—:)(g+p—2)....plp; 


donc la valeur de l'intégrale trouvée peut se mettre sous cette forme 


pi CRE g—1 — Tprq 
fx dx (1 — x) Fe) 


On aurait trouvé le même résultat en supposant p entier et g un nombre 
quelconque, ce qui d’ailleurs se voit immédiatement en mettant 1 —x a 
la place de x. 


62. L’équation précédente ne contenant plus de facteurs en nombre 
indéfini , acquiert une plus grande généralité, et ne suppose plus que Pun 
des deux nombres p et q est entier ; car d’ailleurs chaque membre doit se 
réduire à une même fonction de p et g, laquelle est 


1 Q—1 1 grrr g—2 I Mg eiqer 2ig end LES ALT MATE 
bp uen -bi 1.2 "p+2 14318 AU 


Nous aurons donc, quels que soient p et g, l'équation 


pr 
(Pr, D = Dry | 

qui sert à exprimer généralement la fonction [p, gl au moyen des fonc- 

tions T. 

63. L’équation (3) simplifie considérablement la théorie des fonctions 
[p, g] puisqu'elle fait voir que ces fonctions, qui dépendent en général de 
deux variables, peuvent se déterminer par la fonction T qui n’en contient 
qu’une. Cette même équation, en établissant une relation entre les fonc- 
tions [p, g] et les fonctions , va donner les moyens de découvrir les 
propriétés des unes et des autres. Et d’abord on voit que dans la fonction 
[p, gl,les quantités p et g peuvent être. échangées entre elles, puis- 
qu’il en résulte toujours la même valeur de [p, g]. On a donc la for- 


mule 
[p, 91 = [gp] (4) 


On a ensuite, d’après l’équation (3); 
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ji Tr 
DS Ti SE T (p+9)? 


Les CAT 9) 
LR TT ES T(p+g+r) 


et celles-ci étant multipliées entre elles donnent 


rprqrr 


CR DIRES 


Si l’on observe maintenant que dans le second membre de cette équation 
deux des lettres p, g, r, peuvent être CREER entre elles à volonté, on 
en conclura cette nouvelle formule : 


| Cp, 91 +arl= Cp,r] (pr g)= [gr] + pl, G@) 
laquelle contient une propriété fondamentale des fonctions ([p, q]. 

Ces propriétés, au reste, s’accordent avec celles que nous avons démon- 
trées dans les Chapitres I et IT, relativement à la fonction désignée par 
Œ); mais elles ont dans notre nouvelle notation une plus grande géné- 
ralité, puisqu'elles ne sont pas restreintes à la supposition que p et g soient 
des nombres entiers ou seulement rationnels. 

64. L'intégrale [p, g| peut être opetssr exactement lorsque p+g=1; 


en effet, RAS la formule 


La, 1—a] = fx 'dx(i— x); 


# 


a Pon faitr—æx—©, ou æ = —=—, l’intécrale aura pour transformé 
ms Z 3 ps I + z? 8 p OI mee 


a—1 dj: ' : L s 
il - ire _ laquelle devra être prise entre les limites 2=0, 2= «. Or, Euler 


, .s . r F . e ë vie 
a prouvé que cette dernière intégrale — =) ainsi ON aura généralement 
d F 


fa, 10] = —— 
d sin ar 
Mais par UE (3) on a aussi 

r as 

[a, mal re VAE (a a) 

Donc entre les fonctions Ta, T(1 — a), on a cette équation trés remar- 
quable 

= 

FT(i—a)= se : (6) 
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c’est la seconde propriété générale des fonctions T. Si on fait a = £, il en. 
‘résulte Ti = 7. 

65. On voit par cette équation que les fonctions Fa, T (1 — a), placées 
symétriquement dans la première période, peuvent se déduire lune de l’au- 
tre, puisque leur produit est toujours une quantité connue. Et parce que les 
racines 4, 1 — a sont complémens l’une de l’autre, nous regarderons la fonc- 
tion T(1 — a) comme étant le complement de Ta, et réciproquement. 

On a déjà remarqué que pour déterminer la fonction Ta dans toute son 
étendue, il suflit de connaître cette fonction dans la première période, de- 
puis 4—= 0 jusqu'à a = 1, ou dans une autre période quelconque, comprise 
entre deux entiers consécutifs 72, m + 1. En vertu de l'équation (6), il suf- 
fira de connaître la fonction Ta dans la moitié d’une période, par exemple 
depuis a = 0 jusqu’à a = +, ou depuis a = + jusqu’à a = 1. 

Dans la seconde période, les fonctions F(1 + a), F(2 — a), également 
éloignées des extrémités de la période, seront pareïllement regardées comme 
complémens l’une de lautre; et puisque d’après l'équation (1) on a 
Ti a)=aTa et T(2—a) = (1 — a) T(1 — a), il s'ensuit que les deux 
fonctions T(1 + a), T (2 — a) pourront se déduire l’une de l’autre par l’é- 
quation 

dira) T7 
T(1+a) L(2— a) = 200, | 
On trouverait de même, dans la troisième période, que les fonctions T (2-4) 
et [(3—a) se servent mutuellement de complément, et se déterminent 
l'une par lautre. 

66. Ces formules entre les fonctions complémentaires prendront une 
forme plus élégante en les comptant du milieu de chaque période; alors on 
aura pour les périodes successives les équations 


F 


TE—a)TG+a=——, 
rG—arG+a=(Gre) re, 


5 MPRT UT LATE DST 

P(E 4) (Ed) 2 (= at) a) 
elc. | 

Si l’on fait & — o dans ces diverses équations, on aura les valeurs des fonc- 


COS AT ? 


tions qui se rapportent au milieu des périodes , savoir : 
L Ten, HU D 


. . 2 . LA 
Ces fonctions, et celles où a est un entier, sont les seules qu'on puisse dé- 
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terminer exactement, sans employer de transcendantes plus composées que 
les arcs de cercle et les logarithmes. 


. ‘ . : I 2 
67. Si l’on considère les fonctions successives SÉRIE N 


— ] 


dans lesquelles 7 est un nombre entier, il suffira de connaître les 
. ° . . . 7ù ° 
premiers termes de cette suite , si z est impair ,et les 5 2 premiers seule- 


ment si Zz est pair. Les autres se détermineront par l’équation (6), à laquelle 
on joindra, dans le second cas, l’équation TE = 7. 


À l'égard des intégrales (£) qui, dans la notation d’Euler, répondent à une 


même valeur de », elles s'expriment par les fonctions T , de la manière sui- 
vante : 


@=; 2° = 070 | y 7 
RE LE 
DT Gagne (EE) 


la première devant être employée si l’on ap + q < x, et la seconde si l’on 
aphq>n. 


Au moyen de ces deux formules et de l'équation (6), toutes te intégrales 


(8) 


(£) dans lesquelles les nombres p et g sont pris à volonté dans la série x, 2, 


3...n, pourront s'exprimer par les premiers termes de la suite T = TC =, 
> P P ; P 


( $ Pb — 
Le ) CÉC., Savoir , par = termes si 2 est impair, et par > —— 1 S1 2 est pair. 
68. Comme on a É = (), on pourra loujours supposer que p n’est 


pas > g ; alors les intégrales () qui répondent à une même valeur de, pour- 


ront être disposées dans un ordre triangulaire, comme il suit : 


fon ape 
©. 
0.0.0 


ORNE) 


- Le nombre de toutes ces fonctions est donc 2 (1 + 7). Il faut déduire de ce 


En 
D 
ee 


nombre, 1°. les z fonctions de la forme () , dont la valeur exacte est — ; 


, dont la valeur est 


2°. les fonctions de la forme — £ 7— ; le nombre de 
qi F 


n sin — 
n 


. ID — 1 17 2 . . . 
celles-ci est —— ou , Selon que 71 est impair ou pair. Il restera donc, 


dans la série des intégrales ŒY un nombre de transcendantes égal à £ (7— r}°, 
si 2 est impair, et à = (7 — 2) si » est pair.” | 
i 2 | 
Dans le premier cas , un nombre + (7 — 1)° de transcendantes (2) peuvent 
q 


3 
=, I -,etc.; dans 
ID L£2 


e 1 =— 1] . e I = 
s'exprimer par les premiers termes de la suite T -, I 
| 2 


7Ù . 
le second , un nombre © (7 — 2) de transcendantes (2) peuvent s’exprimer 
2 2 q 
nm ue A e 

par les =— 1 premiers termes de la même suite. 

De là on voit qu'il peut être établi un grand nombre de comparaisons entre 
les transcendantes (2 \ qui répondent à une même valeur de #, et qu’elles 

q 7 P | 2 


peuvent toutes être exprimées par un petit nombre d’entre elles ; nombre 


e D oo 1 2 un e | Q È ? | à 
qui sera MS mt À selon que » est impair ou pair. Mais ce nombre, 


dans le cas où 2 n’est pas premier, pourra être réduit ultérieurement par les 
autres propriétés de la fonction T , que nous démontrerons ci-après. 


69. Considérons maintenant le cas où les deux nombres p et g sont égaux 
dans la fonction [p, q]; alors on aura 


La, a] = fa "de (1 — af 


Soit x = + (1.47), la transformée sera,2T*/dy (1, — 7°)"; et comme 
78 à € -72 
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cette nouvelle intégrale doit être prise depuis TE: jusqu'ay=+1,i 
revient au même de la prendre depuis y — = 0 jusqu'à y = 1, et de doubler le 
résultat. On aura ainsi 


La, a = 2% (re 
Mettant x à la piste de y*, ce qui ne change pas les limites , il viendra 
[a,al= 2 T*/x dx (i — x) 7", où 
[as al = 2 ts, dj, 
formule qui s'accorde avec l'équation (r) du chap. IE. 
Mais , d’après l’équation (3) ci-dessus, on a 
b,a=i C 
donc en substituanñt ces valeurs, l’équation précédente donne 
T'aT(Z + a) = 2 MT AT (20) == 902 m5 T(2a) : (0) 
c’est la troisième propriété générale des fonctions T. 
70. Il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut parvenir à ce ré- 


sultat par une autre voie. 
Considérons pour cet effet la fonction (7) . doit la valeur est 


Ln)= ___2n + 2. une te An 


l FEAT 17 
si l’on met.2 + 1 à la place de z, on aura 


n n+6.2n<+ 8...{An 
Jr) == déant a + À +4. 


YG@+ 1) fn+2.intA pa 
JG) 13 Sôn+aonki + 
Donc en général L(n)—A..4", À étant une constante qu'il faut détermmer 
dans un cas particulier. Or en faisant 2= 1,ona (7) =4; done Az :; 
donc # étant un nombre entier quelconque, on aura 


Gone arch on = 6 fn 


de là résulte 


Mais en vertu de Ve uation (r1)}.ona 
| q ; 


(m + 1)(m+2)(m+3)..;.(m# ny RE. 


Faisant successivément m==% et 7 — — E, éétté formulé donrie 
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(a+ 1) (n +2) (RH 3). dan = LEO 


L(n + 1) ? 
HU ÿ on— 1, __ T(n+; 
RE VC "2 de t:208 bot 


2 
Divisant la première équation par la seconde, il vient 

on + 2.20 + 4...4n TsT(n + 1) 

1 30 Snemt PORTER RS) 
Lorsque z est un nombre entier, le premier membre se réduit à 2**; ainsi 
dans ce même cas on aura 
rir(on +1) 

| T(n +i)r(n+2) 
Cette équation ayant lieu lorsque 7 est un nombre entier à volonté; elle 
aura également lieu pour toute valeur de z, puisque Ta est une fonction 
continue de ». Si l’on fait ensuite 2=—4-"+, on retombera exactement sur 


l’équation (9). 


= an 
EE 2 e 


71. Si l'on combine l'équation (9) avec la première des équations de 
l’art 52, on aura l'équation (») de l’art 66, dont nous avons montré l’usage 
pour déterminer la fonction Fa dans toute l'étendue de la racine 4, pourvu 
qu’on connaisse la valeur de cette fonction depuis a = À jusqu’à a= 1. On 
pourrait prendre également pour intervalle connu celui de a=0 à 4 =*, 
ou celui dea = 1 à a—5, commeon le verra ci-aprés. 

72. Pour revenir mamtenant aux réductions dont nous avons parlé dans 
l'article 68, il faut voir quel usage nous pourrons faire de équation (9). 

Si nest impair, il n’y a pas lieu d'appliquer cette équation, parce qu’il en 
naïtrait de nouvelles transcendantes dans lesquelles les quantités à auraient 
des valeurs fractionnaires dont le dénominateur serait 272 ét qui ne seraient 


; Hs 2 3 
plus comprises dans la suite des trantendantes T -, F-, L'-, etc. 
nm 7 mt 


Mais si z est pair, l'application de équation (9) aux valeurs successives 


I M. * » . 
a", a—", etc., permettra de réduire le nombre des transcendantes 
nr [42 + 
I 2 1 = 2. nr ; » . 0 
ON MER 7 ou + , selon que z sera de la forme Aib a ou 4i. 


75. Toute la théorie des intégrales Eulériennes, tant de l’espèce () que 
de l'espèce Ta, est comprise dans le petit nombre de formules que nous ve- 
nons d'exposer. On en peut déduire, sans exception, toutes les formules 
qu'Euler a données dans ses diflérens Mémoires sur ces intégrales, et toutes 

72. 
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celles que nous leur avons ajoutées, FAP l'équation (d’ ) qui n’était pas 
connue de cet illustre auteur. 

L'application de ces formules au cas de 7=—12 a été donnée avec détail 
dans Part. 18. On y a fait voir que, dans la méthode d’Euler, cinq transcen- 
dantes À, A,, As, A,, A5. sont nécessaires pour déterminer toutes les inté- 


orales (2 ; elles suffisent aussi pour déterminer toutes les fonctions T2, 


T£...74, ainsi qu'il résulte des formules des art. 5o et 57. 
Au moyen de léquation (d”), ces cinq transcendantes ont été réduites à 


trois seulement, savoir, À,, À,, À,, ce qui s’accorde avec le résultat général 
| 4: : n 
de l’art. précédent, qui donnez pour le nombre de transcendantes néces- 


saire lorsque 7 est un multiple de 4. 

Enfin, au moyen de diverses intégrations dont le résultat a été donné, 
art. 24, on est parvenu à déterminer-exactement le rapport de A, à A, ce qui 
réduit les trois transcendantes aux deux seules Fi A,. On peut donc réduire 
à deux seulement les fonctions T +, T &....1 11, de manière que ces deux 
fonctions étant connues, toutes les autres ca en être déduites. 

Cette dernière Action qu’on n’avait obtenue que par des intégrations 
très compliquées, méritait une attention particulière; elle donnait lieu de 
croire que la théorie des fonctions F devait contenir d’autres formules propres 
à opérer leur réduction. Ces formules ont en eflet été découvertes par des 
recherches ultérieures, dont nous donnerons le résultat après nous être oc- 
cupés des développemens en série qui servent à calculer les valeurs appro- 
chées des fonctions Ta. 


AAA AAA 


AAAAAAAARS ANANNA AAA AA AAA A A AAA A AAA AAA 
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Formules pour calculer la valeur aussi approchée qu'on 
voudra de la fonction 2= log rx. 


7 A. S; on appelle P la somme log 1 + log 2 + log 3.. .—+ log x, Euler 
a fait voir dans son calcul différentiel, page 465, que cette somme peut 
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s’exprimer par la suite : 
P= x Lx ++ L(27x) — x + AMEN LI. a BR Eee 
A nh, 2e 245 5.6x° FAP 
A!, B', C/, etc., étant les nombres Bernoulliens. Soit donc e le’ nombre 
dont le logarithme est 1, et R un nombre tel qu’on ait 


gr B' C’ 
| DODUTS nn T1) NE 
on aura l’équation 
| AC MN ET) (27x) R. | (ro) 


Le premier membre est la valeur de T(1+x) lorsque x est un nombre 
entier ; mais comme le second membre est une fonction continue de x, 
on aura en général quelque soit x, | cru 


T(1+x) (5) (rx) R, (x1) 
telle est la formule par laquelle on pourra dans tous les cas déterminer la 


valeur approchée de F(1+x), et par conséquent , celle de Tx = =T(1x), 
pourvu que x soit > tr. 


75. La quantité R peut se développer suivant les puissances de 25 car On a 
R= 1 + log R+ + log* R + — log®:R + etc.; substituant donc la valeur 


de log R, ainsi que celles des coefficiens A”, B', C’, etc., qui sont À =: , 
BE, C=ZE, D'=F, etc., on aura 
571 


I L 139 
uen 12% nl (127$ 7 Bo(12x)  120(12%) ES 


Dans cette suite, si on appelle M la partie qui contient les puissances paires 
de æ, et N celle qui contient les puissances impaires, on aura M°—N°=1, 
I 
| M—N. 
En effet, comme toutes les puissances de x. sont impaires dans log R, le 
changement du signe de x donnera log (MHN) = —log (M—N), ou 

log (M°—N°)= 0; donc M— N's'f, 


de sorte qu’on pourra prendre indifféremment R — Mæ+N,ouR=— 


[4 


E | k B’ C’ L 
76. Il est à remarquer que la suite Er — 3.15 + 57 — etc, même 


en supposant x assez orand , n’est convergente que dans un certain nombre 
des premiers termes; car on sait que les nombres Bernoulliens dont les 
expressions sont fort irrégulières, croissent continuellement passé le troi- 
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sième terme, de manière que si T® et T®+9 sont deux termes consécutifs 
ue 
des rangs net z+1, le rapport == a pour limite — —. La suite qui ex- 
prime log R sera donc convergente ut un assez _. nombre des pre- 
miers termes, si æ est de plusieurs unités; mais elle finira par être diver- 
gente, et donnerait une valeur de log R d'autant plus fautive qu’on la 
continüerait plus loin au-delà du terme où elle cesse d’être convergente. 
De là on voit que pour une valeur donnée de x, il y a un terme qu'on 
| ; A’ B' 
ne doit pas passer dans le calcul de la suite —— — = 
| 1.25 + ::3, 4% 
. , À e e . . , 
auquel il faudra s'arrêter est celui qui serait suivi d’un terme plus grand; 
alors lapproximation ne peut aller plus loin , mais elle sera tout aussi éten- 
due qu'on voudra, en prenant x ME grand. 


+ etc., le terme 


Il en serait de même de la série R= 1 + — Re SAP OMENUMNTIE as mais 


aa 25 
celle-ci n’est pas d’un usage aussi facile que la série —— a D — : + etc. 


dont la loi est manifeste et ne dépend que des EL Bernoulliens. 


77. On peut fixer 4 priori le nombre des termes après lequel cette dernière 
suite cesse d’être convergente; car en considérant les deux termes con- 


sécutifs 
Te, TH) - 


ce CE UE LE LE 
2 ON I LT © dy on + 2.910 + 1.619 


et les supposant égaux, on aura 


LC rio on + 2.971 art 

pie) ON.270— 1 ? 
mais plus # est grand, plus le premier membre approche de la limite 
on +2.2n + 1 
D creme à 
n="#x. Ainsi, en faisant x —=5, on a na = 15 ou 16, c’est-à-dire que la 
série cesse d’être convergente vers le 15°" terme; si on faisait x — 10, la 
série cesserait d’être convergente vers le 31*"* terme, et ainsi de suite. 


(Eul. Calc. diff., pag. 429) ; donc on aura, à très peu près, 


78. On peut en même temps avoir la mesure du degré d’approximation 
que l’on peut obtenir avec une valeur donnée de x. En effet, si on appelle 
Q le n°” terme de da suite égale à log R, on aura 

TU) 
27.20 — 1.271 ? 


(2 


et'comme on a, à très peu près, 
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PIE RIEE. 
Pen 201 p2n | r: 

on pourra faire 
1.2.3....27—2 


x (2 rx)" 


; = 


Cette valeur, aü moyen de la formule (10), devient 


#3.) Ç L 
” DV = 9 2 9, 2 
Ô= (2 ) Eten 
e 


# (27x)°77 LA 
et en mettant z au heu de 7x, on en déduit aisément 
log Q =— 27 + log (7n). 


Soit, par exemple, x=5 et #16, on aura log Q = — 33.96. A ce 
logarithme hyperbolique répond le logarithme vulgaire — 14.75, de sorte 
qu'on a Q—107"%*75; c’est-à-dire, qu’au moyen des 16 premiers termes 
/ D>/ 

de la suite ia — — + etc., on aura la valeur de log R approchée jus- 
qu’à 15 décimales environ. Si on faisait x — 10, on pourrait avoir 29 ou 
30 décimales exactes et ainsi de suite 

79. Cette théorie est facile à vérifier, puisque, toutes les fois que x est 
un entier, la valeur de T(1-x) est exactement r.2.5....x. Soit par 
exemple x = 3, il résulte des formules précédentes que la série égale à 
log R cessera d’être convergente après un nombre de termes 2— 9 ou 10, 
et que le nombre de décimales exact, obtenues par ces neuf ou dix termes, 
sera de 8 ou 0. 

Eneffet, la vraie valeur de log R se déduit de l’équation 6= CY'(6rÿR, 
laquelle donne | 


log R = 0.02767 70256 86. 


T1 : A’ 
Cette même valeur déduite de la suite log R = Pen 


se trouve en calculant sueécessivement les différens terties, comtie il suit : 


P' C 
Se FE 10 
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1% LME. ..s.oe + 002777 77777 78 
PL 4 Set — 0.00010 28806 58 


0.027067 48971. 20 
SENTE AOL …. —+ . 52660 53 

0.027067 81631 73 
ARR CTORS EE — 2721 7I 


| 0.027067 78910 02 
54 0... ces on 427 65 


0.027067 50337 67 
04... Hetiat —— 108 24 
__0.02767 70229 43 
D del . —+ x hui DE 
0.02767 79269 64 


Da era ... — 20 59 
0.027067 79249 05 
Die ele ae tee datée + 15 O1 
0.02767 59262 96 
1Oeecesose es sos 11 O8 


0.02767 79250 98 


ÉTER AMRARICOE de 12 OI 
0.02707 79203 79. 


On voit que, conformément à la formule, la série cesse d’être convergente 
passé le 10° terme, et que la valeur de log R qui en est déduite, doit être 
comprise entre 0.02767 7926296 et 0.02767 79250 98; ce qui donne 
par un milieu | 

log R = 0.02767 70256 97, 
valeur exacte, presque jusqu’à la onzième décimale, Maïs , en continuant la 
suite plus loin, on s’éloignerait de plus en plus du vrai résultat. 

Cet exemple met dans tout son jour la manière de tirer tout le parti 
possible, pour les approximations , des suites demi-conversentes, c’est-à- 
dire des suites qui sont convergentes dans les premiers termes, et qui 
deviennent ensuite divergentes. | 


80. Cherchons maintenant une formule qui donne le développement de 


CHAPITRE IX. 
log Tx, lorsqu'on suppose x plus petit que l’unité. Soit pour cet effet 


\ | M = 1 + 
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I I 1 I 
PA ÔT DE Er 
I COPY I 
N= —— 2 nn 
x+i1 gr QULMEnrnE a mA A ACTE 
cette dernière suite étant prolongée à l'infini. 
Nous regarderons la quantité M comme une fonction continue de x, 


puisque sa valeur peut se développer ainsi (Calc. diff., page 443): 
M — log x + C + — Ste Es + ete. ; (12) 


. cette formule donnera immédiatement la valeur approchée de M lorsque 
x sera plus grand que l’unité, mais on en peut déduire aussi cette valeur 


lorsque x sera plus petit que l’unité. Car M(x) et M(x+ 1) désignant 
des fonctions semblables de x et de x+r, on a évidemment 


M(x) = M(æ+i) — 


et l'application répétée de cette formule fera dépendre M(x), successive- 
ment de M(x+1), de M(x+2), etc., c’est-à-dire en général d’une 
formule M(x'), où la variable x’ surpassera x de plusieurs unités, ce qui 
permettra de déterminer facilement M(x’) par la série précédente. 


81. Cela posé, si x devient x + ©, & étant plus petit que l’unité, les 
fonctions M(x) et N(x), deviendront M(x+o) et N(x+); or, je dis 
que la somme M{x)ÆN (x) =M{(x + ©) +N(x +), et que les deux 
sommes sont égales à une même constante C/. 

En effet, si la suite qui a pour somme N(x), au lieu d’être prolongée à 
Vinfini, était continuée seulement jusqu'au termé ne , R étant un noin- 


bre entier très grand , la somme M(x)+ N(x) et la somme M (x + o) + 
N(x—+-w) ne pourraient différer entre elles que d’une quantité moindre 


que HS puisque cette différence est celle qui a lieu lorsque © = 1: 


Or, m étant trés grand, la différence ——— RP: est censée nulle; à plus 


forte raison le sera-t-elle, lorsque la suite N(x) sera prolongée à à linfini. 
On aura donc 

M+<N=C,; 
mais puisque la valeur de N est 
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Si on développe chacune de ces fonctions dans l'hypothèse que x est plus 
petit que l’unité, on aura 
I L( L 
NT 
I INA, 
da (re En rete. ) 
k I 1 I 
+ L (: + PE LE + etc. ) 
— etc. | 
La première partie r H£+?41-E etc, nest autre chose que la : 
constante C,; car la fonction M(x) est zéro lorsque x =0; donc on aura 
M = Six — Ssx + S,x° — Sixt + etc., (13) 
S, représentant en général la somme des puissances réciproques, de degré 7, 
des nombres naturels. 
82. Mais, d’après l'équation (1) dont le premier membre = xTx , on a, 
en supposant x >1;, | 


d log Tx L A’ h' CF | 
FE -= lo GÉNIE ai 1e Ds LU 0 D Le (14) 


et dans la même hypothèse on a, suivant l’équation (12 
P 9 4 : 


| A’ B’ C 
M = log RUE TN CET EE 
donc 


d'logte | 
ms Cat M, (15) 


équation qui doit avoir lieu quel que soit x, puisque M peut être regardée 
comme une fonction continue de x. 

Substituant donc au lieu de M le développement de cette fonction don- 
née par l'équation (3) dans Phypothèse de x < 1, on aura 


d log rx 


PU SO (TT x — CHSx— Ssnt+ Sy — ete, | (16) 


ce qui donne en intégrant 
log Tx = — log x — Cr + EL S,xt —21S;xi Li Sxtmelc. (17) 


On n’ajoute pas de constante, parce que xTx ou T(i+x) se réduit à 
l'unité, lorsque x = o. 
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Puisque T(r1-+x) =axTx, on déduira de la formule (17) 
log T(1-- x) —— Cr Hi S x — ESsas Hp ES;xt—etc., (18) 
et en changeant dans celle-ci le signe de x, on aura 
log T(1—x) = Cr + 5 x + & Sixt + 2 S,xf + etc. (19) 
83. Observons maintenant qu’en vertu des deux équations F(1+x)=aTx, 
Tx I(1 — x) — 


, on a 
Sin 7x 


T(i+x) T(i—x)= se 


sin 3x 


Prenant les logarithmes des deux membres et substituant les valeurs don- 
nées par les équations (18) et (19), on aura 


log ( 73 N— Sa? + EL Sat + À Six + etc. 


sin FX 
C'est la formule connue qui, par sa différentielle, sert à déterminer les valeurs 
4 1 2 en ANS ER 6 | | 


On peut faire usage de cette formule pour rendre encore plus conver- 
sentes Les suites contenues dans les équations (18) et (19), en les mettant 


sous cette forme : 


log I(14+x)= + log 


— Cr — LS,x — + S5x° — etc. 
O sin rx tie 5.8 


(21) 
TE Cx + à Sant + à SX + etc. | 


Sin 7x . 


log T(1—x) = + log 


Ainsi on a des séries régulières et toujours convergentes pour calculer la 
valeur d’une fonction quelconque Ta; elles supposent seulement qu’on connaît 
les valeurs des transcendantes S,, Ss, S,, etc., qui représentent les sommes 
des puissances réciproques, de même degré, des nombres naturels. Ces 
valeurs sont données jusqu’à la seizième puissance et avec seize décimales, 
dans le Calcul différentiel d’Euler, page 456 ; mais l'examen que nous avons 
. fait de cette Table, nous y a fait découvrir quelques erreurs assez graves, et 
nous avons été obligé de la calculer de nouveau; nous avons cru devoir 
en même temps la prolonger jusqu’à la 35° puissance, terme passé lequel 
chaque fraction qui suit lunité devient la moitié de la précédente. Voici 
cette nouvelle table corrigée. 


73.. 


n. us Te S ne 

2 | 1.604493 40668 482264 | 19 | 1.00000 19082 127166 

3 | 1.20205 69031 595943 | 20 | 1.00000 09559 620339 
4 | 1:08252 32337 111582 | 21 | 1.00000 04769 320868 || 
5 | 1.035692 77551 433700 | 22 | 1.00000 02384 505027 || 
6 | 1.01734 50619 844491 | 23 | 1.00000 01192 199260 |h 
7 | 1.008354 92773 819227 | 24 | 1.00000 00596 081891 {à 
8 | 1.00407 73561 970443 | 25 | r.00000 00298 035035 |} 
9 | 1.00200 83928 260822 | 26 | r.00000 00149 015548 || 
10 | 1.00099 45751 278180 | 27 | 1.00000 00074 507118 || 
11 | 1.000490 41886 041194 | 28 | 1.00000 00057 253340 || 
12 | 1.00024 60865 533080 | 29 | 1.00000 00018 626597 || 
13 | 1.00012 27135 475785 | 30 | 1.00000 00009 313274 || 
14 | 1.00006 12481 350587 | 31 | 1.00000 00004 656629 |} 
15 | 1.00003 05882 363070 | 32 | 1.00000 00002 528312 |} 
16 | 1.000017 52822 594086 | 33 | r.00000 00001 164155 | 
17 | 1.00000 76371 976379 | 34 | 1.00000 00000 582077 |! 
18 | 1 | 55 | 1.00000 00000 291038 


00000 38172 PP D 


84. Au moyen de cette table on aura, pour calculer log T (1 + x), l’une 


ou l’autre des formules : | 
[Ti x)=— Cr HE Six — + Sat HI S;xt — etc., ) 


IT (tx) =3 (2 


\SiD 7x 


(22) 


—Cr—7 Sex — + Six — etc. 


Lorsqu'il s’agit de calculer log Ta pour une valeur donnée de a, on peut 
toujours réduire la question au cas où l’on a a = 1 + æ, & étant << +, ou 
même < 7. Les suites précédentes seront donc convergentes, et auront l’avan- 
tage de l’être dans toute leur étendue; de sorte que le degré d’approximation 
auquel on peut parvenir par ces suites, n’est limité que par celui qui a lieu 
dans les valeurs des transcendantes S,, S;, Sy CÉCs | 

La seconde formule est préférable à la première, comme contenant une 
suite plus convergente. Cependant lorsque x sera très petit, il vaudra mieux 
faire usage de la première, parce que la valeur de log sin 7x, donnée par les 
tables, pourrait n’être pas suffisamment exacte. Or le moyen de suppléer 
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aux tables serait de calculer log sin 7x par la formule 
lsin 7x = l(7rx) — St 2? Sat — 3 S;x$ — etc., 


ce qui revient à faire usage de la première des formules ci-dessus ; mais lors- 
- que æ est assez grand pour que les tables donnent sans difficulté la valeur de 
log sin 7x, il y aura un avantage marqué à se servir de la seconde formule. 


85. On pourra simplifier encore assez notablement cette formule, en lui 
donnant la forme suivante : 


L 1 


log F(1+x)— log - 
à x x° (23) 
+ (1 es Gonna son) sr ées 


Enfin, pour convertir ces logarithmes en logarithmes vulgaires, il faudra mul- 
üplier les termes algébriques par le module m; soit donc  - 


mAi—C)=B, T(Ss—i1)=B, T(Ss—1)=B;,ete, 


et la formule adaptée aux logarithmes vulgaires deviendra 


FN 37 A AU VE D he RS 7 


sin 7x I— % (24) 
— Br — Br — Bix° — B,x’ — etc. 


Cette formule pourra servir à calculer log Ta jusqu’à 14 décimales, si l’on a 
des tables telles que la Trigonometria Britannica, qui donnent ce nombre 


: : ë ILx . 
de décimales pour sin 7x ; quant aux logarithmes de x et de , il sera 


toujours facile de les avoir avec ce degré d’exactitude, ou un plus grand 
encore, par la table connue qui donne les logarithmes des 11 ou 1200 pre- 
miers nombres avec 20 décimales, et le supplément que nous y avons ajouté, 
Table V ci-dessus. 

Pour obtenir le nombre de décimales dont il s’agit, | sera bon de calculer 
le terme Bæx par la simple multiplication, afin d'éviter l'emploi des loga- 
rithmes à 14 décimales, pour lesquelles on n’a point de tables complètes, 
ou auxquelles on ne supplée que par des calculs plus longs que la multiplica- 
tion. D'ailleurs, si don HRRGALE la formule à la construction d’une table, la 
multiplication dont il s’agit peut être entièrement évitée, puisque chaque 
produit B (x ) se forme du produit précédent Bx, auquel on ajoute la 
constante Bo. 

Quant aux autres termes B;x*, B;x°, ete., ils se calculeront par les tables 
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ordinaires à 10 décimales, au moyen des logarithmes des coefficiens qu’on 
trouvera ci-après , art. 89. fl 

Il ne faut pas perdre de vue qu’on peut toujours supposer x < À ou même 
x << 4. Dans le cas de x = #, le terme B,;x'* ne vaut pas trois unités déci- 
males du onzième ordre : dans le cas de x = +, il n’en vaut pas une du quin- 
zième. Au surplus, quand on est parvenu aux derniers termes de la formule, 
ces termes forment avec les suivans une progression à très peu près géomé- 
trique ; de sorte qu'il est facile de tenir compte des termes qui restent à cal- 
culer. 


86. La valeur de la constante C a été calculée par Euler ( Calcul différen- 


tiel, page 144), au moyen de la suite harmonique 1 + : —— 3. 5e +i, dont 


la somme M (x) est donnée par la formule 
. A' B' c' : 
MECS ST PE Ga dette» (25) 


A’, B!, C’, etc., étant la suite des nombres Bernoulliens. Appliquant cette 
formule au cas de x = 10, on a, par la sommation eflective, 


M= 2.928096 82539 68253 96825, etc. 


et par la sommation approchée, 
L 
M = CG + 2.355175 25800 66721 1076; 
de là on tire 
C=— 0.657721 56649 01532 8606, 
valeur qui s’accorde, dans les 15 premières décimales, avec le résultat donné 
par Euler. 1 
La valeur de C peut se calculer aussi par l'équation (23), en faisant soit 
x = 1, soit x =! ; il en résulte ces deux expressions : 


1—C=:/2HE(Ss— 1) HE(Ss—1) Hz(S,—1) “+Hetc., 

CO LE Hi(Ss— 1) (Si) 7 (8, —1)3Hete.; 
substituant les valeurs des quantités S:, S5, S,, etc., données par la table 
du n°. 83, on trouve | 


par la première expression CG 0.57721 56649 01932 85, 
et par la deuxième C=—0.57721 56649 01532 861, 


ce qui s'accorde aussi bien qu’il est possible avec la valeur déjà trouvée , et on 
voit que celle-ci est exacte jusque dans la dix-huitième décimale. Il suit de 
là que Les valeurs des transcendantes S;, S5, S,, etc., contenues dans la table 
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citée, sont exactes , et qu’on peut lés employer avec confiance dans le calcul 


des quantités T. 


87. Pour faire voir , par un exemple, l'usage de la formule (24), proposons- 
nous de déterminer le z7inimum de la fonction Fa. Nous savons que ce mint- 
mum a lieu à peu près lorsque 4 = 1.4616; nous allons donc chercher la 
valeur de log T (1x), en faisant x = 0.4616. Ce cas est l’un des moins 
favorables pour la convergence des suites ; mais il pourra servir de type pour 
les calculs semblables où l’approximation s’obtiendra avec plus de facilité. 


Fe. 049714 98726 9413 
_x... 9.66426 58001 4768 
na... 0.106141 56728 4181 

sinæx... 9.099083 20907 2586 
Diff... 0.16458 35821 1595 
a... 0.435372 34831 2856 
Diff.... 9.750806 00989 8739 

1,.. 9-86543 00494 9369 
Bx... 0.08475 57163 7949 

A... 9:95018 57658 7318 


(1)... 0.00287 60621 5818 


(a) ANSE 6 72196 4509 
(3)...ossouse 23131 0721 
(housses 022 1008 
(hs... 39 5556 
(6)... I 7700 
(CÉPPCEE TETE EEE EE EEE 815 
Pour les termes suivans....... 39 


Somme... 0.002094 65912 6265 


AT E 9-05018 57658 7318 
IT (1x) —=9.94723 91740 1053 


IX... 


LYS... 


(es 


0.160482 85343 4448 


. 9.753110 bob12 1592 
.. 0.435372 34851 2856 à 
. 8.46613 67490 58 
+ 8.099279 74004 43 


7.458095 41494 81 


+ 7.350616 72144 
. 8.352152 90007 
. 5.827409 G2191 


.… 6.971433 5161 
. 764986 0601 


. 4.356419 5762 
. 5.98639 046 
. 6.097839 220 
. 2406478 266 


.… 5.29028 44 
. 6.30692 38 


1.59720 82 
4.612973 3 


. 5.635545 5 
. 0.24818 8 


3.094724 
4:96599 
8.091128. 
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88. Pour avoir le point précis du minimum , 11 faut, pour la valeur don- 


dZ dadZ dZ , 
née &æ —0.4616, calculer les coefñi ciens différentiels —- PAM FC À —— , L étant 
mis pour /T(r + x). is F 


Il conviendra, pour cet objet, de revenir à la première des équations (22). 
Cette équation, légérement modifiée et adaptée aux logarithmes vulgaires , 


e °. VAL " de 
donnera, en faisant toujours B, — — (S: — 1), les formules suivantes : 


if ARTE BE Ba — Bu © Bio = Bee ête 
Te D TE —"— +B+2B, x — 3B3x° + 4B,x — 5Bsxf + etc., 


TE = GE + 2B, — 6B;,x + 12B,x° — 20B;x° + etc. , 
= — Fra — 5B; + 12B,x — 30B;x° ve elc. , 


I 
2 
—. TA + FT EN EM 20B;x etc., 


Au moyen de ces formules, on trouve, pour le cas dont il s’agit, 


dZ, 

7 = — 0.00001 35093 33 ; 
daZ, 
Tr = 0.42026 7079 ; 

dZ 


pe en ,—— 0.384600 T. 


Désignant ces trois coelficiens différentiels par — f, 2, — h, respectivement, 
on aura 


| = 7 — Low — = 
[T(i+x+o)—=2Z Jo + = 80 Ro 
Au point du #zunimum , la différentielle de cette quantité prise par rapport 
à © doit être nulle, ce qui donne pour déterminer © l'équation f — go 
+ + Lo = 0. Et comme fest très petit par rapport à £ et k, on en tire 
Mia) fn AT 2 1 
DE C + E), et le minimum cherché = Z — +90 + + ho. 
Substituant les valeurs trouvées de f, g, 4,on auraw—0.00003 21451 105 
et la correction qu’il faut appliquer à Z = — 0.00000 00002 1713. On peut 


donc fixer comme il suit le minimum de la fonction Ta 
a —= 1.406163 21451 105 
log Ta = 9.094723 91743 9340. 
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89. Pour faciliter l'usage des formules précédentes , on joint ici une table 
des valeurs des coefficiens B, et de leurs logarithmes, calculés jusqu’au quin- 
zième terme, ce qui est plus que suffisant pour les applications où l’on n’a pas 
besoin de plus de 12 décimales exactes dans la valeur de log T (1 + x). 


n. b:: log B,. 

1 | 0.183561 20037 6840 | 9.26390 31988 6135 | 

2 | 0.14004 56532 118 | 9.14626 96335 7785 || 

3 | 0.029025 07326 917 | 8.46615 67490 379 || 
| 4 |'o.00893 81315 34 7.095124 67415 

5 | 0.003520 75040 58 7.50616 72144 

6 | 0.00125 53326 86 7.090875 88372 

7 | 0.0005r 80004 42 6.791433 51608 
. 8 | 0.00022 13466 62 6.354507 29774 

9 | a.00009 60148 80 : | 5.98639 04633 

10 | 0.00004 31938 49 5.63542 19050 

11 | 0.000017 05112 17 | 5.209028 43534 

12 | 0.00000 89061 69 494969 09488 

135 | 0.00000 40995 17 4.61273 27627 

14 | 0.00000 18999 80 |! 4.27874 91451 

15 | o.00000 08856 20 | 


5.094724 74888 


CHAPITRE X. 
Recherches ultérieures sur les propriétés des Fonctions T. 
90. Consinérons la fonction g(x) exprimée par la suite infinie 


X I 9 #! X LA ï x 
PC) ET pe St Be A EE 00 
$ EU 1 A 74 
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dans laquelle nous  Gtsue: x <13 si on développe cette quantité suivant 
les puissances de x, et qu'on Acute comme ci-dessus, par S, la somme 
des puissances réciproques du degré #, des nombres naturels, on aura 


(x) = S,x — Sat + Sax — Sixt + etc. 
Mais par l'équation (18), on a | 
log T(1+x)=— Cr His, ax —5S,; x + sS;at— etc; 


différenciant celle-ci et comparant le résultat à la valeur de e(x), on en tire 
j 4 d'logr(x 
e(x) = G + ETES); (26) 


d’où l’on voit que la suite désignée par (x) peut être sommée immédiate- 
ment, au moyen du coefficient différentiel de la fonction log T(1+ x), 
puisque d’ailleurs C est une constante connue (art, 86). 

Observons que la fonction @(x) peut être mise sous la forme 


I I I I ‘1 Fi 1 
Certes on rte, 
alors on voit qu’elle est la différence de deux suites qui ont l’une et l’autre 
une somme infinie, mais qui étant ainsi retranchées terme à terme, l’une de 
Vautre, laissent pour reste une quantité finie. Cette quantité est d’ Bee la 
même qui a été désignée par C'—N, (art. 8r), et elle représente par con- 
séquent aussi la Somme de la suite harmonique 


i haha di +=. 
91. Puisqu’on a généralement | 
1 ï l I I us dir(1+x) 
(: STE +) Gr) + ete D LI FSU 


on trouvera, par des différentiations successives, les sommes de différentes 
séries, savoir : 


I | 1 I ï a ddlT(r+x) 
Foie eee ace ES JE 

A, : ï ï say hs d'IT( 4x) 
CENT IN ET CRE I 45) LEA 

: AS Le AU 7 RSR, Lie NU TI NISSAN 
Ga ea Ga PO RU à 23,07 de 7 


I I I I HA I d'Ir(1 + x) 
+ tapp tr tai RSS de 


etc. 
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Et en général, si l’on désigne par N,(1 + x) la somme de la suite infinie 


dl tdi ï I + I 
(1 PE DT Co EPP LÈLE apirnt OC , 
on aura 
 (—n  d'Ir(1+x) 
VARIE Ter du 0 


de sorte que les sommes de toutes ces suites se déterminent par les coefli- 
ciens différentiels successifs de la fonction /T(1 + x); 1l faut seulement ex- 
cepter le premier terme d,(1 + x), d’où l’on a déduit tous les autres, et qui 
= , . dir . ; : 
ne se détermine par RL E RE ON qu’en ajoutant la constante infinie... 
Des ist reto: 
92. Représentons par (a, 2)" la somme de la suite infinie 
PO Re 
an (a + n)" (a + 2n)" (a+ 3n)" HAN 
e 
si lon fait a= rx, cette suite devient 
PEN Le UT Lot | 
GC FotaTetet ct). 
Aïnsi en faisant x — + l'expression générale de la transcendante (a, n}" 


sera 
d"iræ 


I ,  (—rn" I 
(a; = enr) = FACE IDE ON CIRE PAR 


On peut encore remarquer qu’en faisant 
| J : " I I 
 Pa(x) A ET LE MONET AU foires 
on aura en général g,(x) + d,(1 + x)= const. =S$, ; donc 
f MR Mr RE TOR) 
Pr) Sa GES nr TT 
C’est simplifier la théorie de ces diverses transcendantes, que de faire voir 
P el ÉRR TS 
qu’elles dépendent d’une même fonction /T (1 + x) et de ses coefhiciens dif- 
férentiels successifs. 
93. Considérons maintenant d’une manière particulière l'équation 
ddir(i+x) I I 1 
Ga GO Ge) ve 1? 


que nous mettrons sous la forme 


74e 
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ddlrx _1 dci 
Ta AN SEC EPS ILES CSP : (27) 
Cette formule est le PHATIOE d’où nous allons déduire de nouveaux théo- 
rèmes, qui serviront à perfectionner et même à compléter entièrement la 
théorie des fonctions T.. | 
Soit pour abréger, f(x) la fonction qui forme le second membre de l’é- 
quation (27); si lon met 2x à la place de x, on aura 


I Ï I | L I 
= LR > + 2 + Tec. | 
fen=ilètastorstars tent 
dans la suite renfermée en parenthèses, les termes de rang impair ont pour 
somme f(x), et les termes de rang pair ont pour somme f(à + x). Aïnsi 


So flex) = 2 f(x) +1fG +): 


or l'équation (12) donne f(x) — ae  fa+x Ly = 2 (2x)= 


ddir : 
UN Cab substituant ces valeurs Fe vient 
Ada"? 4 


ddir (2x) _ ddirx , ddirG+x). 
dx? 7 dx’ nr dx? #4 


multipliant par dx et intégrant, on a 


dir (2x) __ dirx ee 
dr NTM dr A 


- 


dns x) + «. 
Multipliant encore par dx et intégrant, il D 

log T'(2x) = log Fa + log T(5+ x) + ax +6, 
ou, en passant des logarithmes aux nombres, 


TaxT (1H x) = AeTarT (ax), 
Il reste à déterminer les deux constantes À, &, introduites par lintégra- 


: . . ; . I I 
tion. Pour cela, soit æ infiniment petit, on aura Tx=- et T(2æ)=—; donc 
. . ie Li (D : E 
À —:2T!. Soit ensuite x = +, on aura AeT**=T+, donc e**=—2; donc 
l'équation générale est 
VAT GC Lr) = TOM) amer (28) 
Nous retombons ainsi sur l’équation (9) déjà démontrée de deux autres 


manières ; mais la même méthode va nous faire découvrir de nouvelles 
propriétés. 


94. En appelant toujours f(x) le second membre de léquation (27), si 
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l’on met 5x à la place de x, on aura | 
1 ar 1 I VE TA 
fGr) = [5 at G+sÿ a LT CHF T à HE AL G ete. | 


La suite contenue dans le second membre se décompose en trois autres, 
savoir , | 


1 1 1 

à HR EE + etc = f(x), 
fE+ a), 
mt Em GE + etc. — fG+ x); 


Il 


1 1 1 
es torntess À 


donc on a | | 
Ga) = 3 [JG +JG +2) +JE +0): 
Remettant au lieu de f(x) sa valeur . et semblablement pour les 


autres termes, il vient 


dir (x) __ ddlrs | ddir G+s), ddr G+s) 
RTE A dx° DRE : 


Intégrant cette équation deux fois consécutives, on obtient pour résultat 
TaT (i+x)T(S+x) = T(Gx). Aer. 


Pour détérminer les deux constantes À et &, soit, 1°. æ infiniment petit , 


37 : 
on aura A=3TiTi= T7 = 97 3; soit, 2°. x, On aura... 
5° 3 snir ) ) 3 


1 > à 
Ae 3 =T;:15—=;}A, et par conséquent = 55, Donc on a l’équation 


Dar CG + a) TG +ax)e= 27. 517% (3x) : (29) 
c’est la quatrième propriété générale des fonctions T. 

95. Si l’on considère semblablement la fonction f(5x), et qu'on décom- 
pose la suite qu’elle représente en cinqautres, provenant des termes comptés 
de cinq en cinq, à commencer par le 1°", le 2°, le 3°, le 4° et le 5°,°on 
obtiendra l’équation 


fGx)= Se HSE +2) HSE + a) +6 +2], 
ce qui donne l’équation différentielle 
_ ddir (Br) __ ddirx pt ddr (+ x) ne dd ir EX x) 


dx? dx? 


dx? 


ddr (£+x) , ddr G+x) 
+ Lie. PT Ou pe RE 
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dont l'intégrale est il 

TaT (Ex) TH x)T (+ x)T (+ x) =T (ox). Aer. 
Pour déterminer les constantes À et æ, on fera successivement x infiniment 
_petitetæ —=;%, ce qui donnera 
Ole l'E Lim LEE 


CA 


Ae S=TETETEÈT 


CHE 


donc e* = 55 : ensuite on a par l’équation (3), 
7 


2. KP pur 
Tri =—-,;, 


Mreit D ta 2 
sinzr sin? 


F 


ASE 
rèitTé— 


ce qui donne À — A 47° 4/5. Donc enfin la fonction F satisfait 
in ds Do 
f R sin E RTE 
encore à l’équation. 
TT (Lx) T(E x) TX) T'(É+ x) T2). (27) sir. (30) 
c’est la cinquième propriété générale des fonctions T'. 
96. Il est facile de voir qu’on peut généraliser ces résultats et les com 
prendre dans une même formule. En effet, z étant un entier quelconque ; 
là valeur de f(nx) pourra se décomposer ainsi, 


fox) = [fe HG +x) HG +x).. 


"is en résulte l'équation différentielle 


£ I == ] 
ddr (nx) __ ddtræ Gad a) Era +) dir (== ai +) 
ALT UND TAN ES poses PE PC TE NU 


dont lintégrale finie est 


DD == | 


rar (© +) 2+ x). Lg = T(nx) . Acer. 


Pour déterminer les deux constantes A et &, faisons successivement x 


. . : e I r a 
infiniment petit et x= =, nous aurons ces deux équations 


ASE ER ADO Dr 
7ù 11 nm. - mm 
4 PNR + n—1 - À 


Ae "=T- Tr - LU CRT = >; 
1 £] 7è 


CHAPITRE X. 443 


la dernière donne immédiatement e* = »". Pour avoir la valeur de À, il 
faut distinguer deux cas, selon que 7 esl pair ou impair, 


ar 


un terme moyen Ti y#, et les termes également éloignés des extrêmes 
étant complémens l’un de l’autre, leur produit sera donné par l’équation (3); 
et on aura pour le produit total de ces fonctions, 


. - . I #A ® 
Soit, 1°. 2—2m, les fonctions =, L=.... sh auront 


PARU 
LA FT T FT T FT F 

1 SP e Mer s'est vases a 
Ut PER US . M—I DRE Pop LUN ER (D 212 AU 
sin— sin — sin — sin + sin — sin — Sin ——....Sin TT 
2 n n n n n n 


LR ee 


Mais en faisant 3 infiniment petit dans la formule qui termine lart. 240, 
Introd. in An. inf., on trouve 
In 


LR 2m ue STE . MI HT. 
in? sin sin Z.....sin——#7—2? Vn; 
rm 1 72 nm 


ce qui donne, dans le premier cas, 


Ji, x 


S Pr cn 
TT... = (27) * n°, 
n 1 1 LL? 


wi 


el par conséquent is 
, 1 


À = (ar) 2 n°. 


Soit, 2°. n—2mb+i, il ny aura point de terme moyen dans la suite 
Mt 3 n — 1 


NAS MPA MODES . mais les termes également éloignés des extrêmes 
rm 147 7 4 a 
étant toujours complémens l’un de Pautre, le produit de toutes ces fonctions 
sera 
F T T mine 7" | 
ET RL LE For PAM NO CI Re: Med a . Mr. 
n 1ù TL Tr 7m rm 


D'une autre part , la formule citée d'Euler donne, lorsque # est impair, 
In 


. FT LI 27 o 37. e. nr ss, a ch 
sin - Sin — SIN —se.e. SIN —— — 2 ASS 
LL LL) 7 


donc on a encore dans ce cas, 
7] 
LÀ aco--20 En À C2 


ERREUR = (7)? n°, 


et par conséquent, 
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Donc, quel que soit le nombre entier x, on aura généralement la formule 


Car ( he x) \; (£ +æx).. HT E a : a )=r(ne) (7) 2 TE, (31) 


97. Cette formule très remarquable comprend comme cas particuliers, les 
formules (28), (29) et (30); elle en donnera tant d’autres qu'on voudra, en 
prenant pour z des valeurs en nombres entiers au-dessus de 5. 

Il est bon néanmoins d’observer que les formules qui résultent de l’équa- 
tion (31), en prenant pour z un nombre composé, ne sont que des consé- 
quences de celles qui ont lieu en ne prenant pour z que des nombres pre- 
miers, et qu’ainsi il suffit de considérer ces dernières, en donnant à les va- 
leurs successives 2, 3,5,7,11, etc. On obtiendra encore de cette manière 
. une infinité d’ Hot auxquelles les fonctions T doivent satisfaire, et qui 
donnent les moyens de multiplier à linfini les comparaisons et les réductions 
dont ce genre de transcendantes est susceptible. 

98. Nous observerons encore que dans les usages de la formule (31) et de 


; . Fe ï ; 
toutes celles qui en dérivent, on peut se borner à faire æ <= ; car si l’on met 


= + x à la place de x, la formule qui naît de cette substitution ne diffère 


pas de la formule (31); de sorte qu'on n’obtiendra entre les fonctions 
T que les mêmes relations qui peuvent être obtenues en supposant 


1 
TL oL. re 
99. Nous LE même aller plus loin, et démontrer qu'il sufiira de 
faire x <= =; Parce que l'équation qui viendrait en supposant x=— +0, 
né différera pas éssentiellement de celle que donne la supposition 


1 
L—=— — b. 
2 7% 
En effet , si l’on fait successivement ces deux substitutions dans l'équa- 


ton (31), on aura 
—1I 


r Gt) CES) (er na) (27) à 2", 
r (or (£a) —o). . T(T —0 TG —n®) av ÿ 7e 


multipliant ces deux équations entre elles, et observant que chaque fonc- 

tion T dans une équation, trouve son complément dans lautre, on aura 
Été , N 

pour le produit total cette équation , 


CHAPITRE X. 445 


F 7% T 45 ze (27)? 


A: " ,. /3r “ 1 2n—1 7 À 
Sin | — — Ur ans à Eu Int 
(Z —- ra) sin (+ ro) (sin re er +) sin ( + nor) 
. ÿ F A e 
laquelle en faisant = +w7r=—=3, peut être mise sous celle forme , 
s ms D T1 « Q F . 27 . N = |] 
SIN 23 ==2""1 sin 3 sin (+) sin (+ 2)...sin( a +5); 
ù 12 n nm 
2 y) L Fe Ce 4 . . 
c’est l’équation déjà citée de l’art. 240, Zntrod. in An. inf. 


\ , , £ . I 
De là on voit que les deux équations obtenues en faisant x=—=— + © 
: on 3 


I 


Z=—— 0, ne donnent qu'un seul et même résultat, et qu’ainsi dans lap- 


plication de l’équation (31), il suffira de faire x < _ 


On peut remarquer encore qu’en faisant © = 0, on a la formule 


I 3 ÿ 2n—1 PE Te 
Lire il E = (27) 2 LT +, 
laquelle se déduirait aisément de la formule générale 
Nip TT (27) SZ *. 


100. Il ne sera pas inutile de rassembler ici sous un même point de vue, 
toutes les équations qui contiennent les propriétés générales des fonctions T. 
Voici ces formules, accompagnées des lettres qui serviront dans la'suite à 
les désigner. 

(A) Tx—1.2.3....{(x —:1), 
(B) T(1+x)—=aTx, 
(CO) TaT(—-x=—, 
(D) TaT (+x)=T (2x). (27) 24777, 
(ŒE) TaT Ga) E+x)=T (8x). (27) 3777, 
a 30. 
Œ) Tara) (8e) T (a) (x) = (Ba) (am) BTE, 


Pme l 1 
277% 
2 n . 


(N) rar (i+x)r (te). (= + )=r (xx). (27) 
Ces équations offrent une infinité de manières de comparer entre elles les 
fonctions T, et d'opérer toutes les réductions que leur nature comporte. On 


ŒIL 7b 
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peut démontrer, par exemple, quil suffit de connaître la foncuon T dans 
une petite partie de la première période, pour pouvoir déterminer cette fonc- 
tion dans tout le reste de la période. On peut aussi considérer parmi les fonc- 
tions Tx, celles qui se rapportent aux diverses.valeurs rationnelles de x qui 
ont un même dénominateur, et se proposer de réduire toutes ces transcen- 
dantes au moindre nombre possible. De là naissent différens problèmes cu- 
rieux qui jetteront: un nouveau jour sur la nature des fonctions L , et sur 
lesquels nous allons donner quelques recherches. 


AVS AAA AAA AAA AAA ANA AA NT A AAA AA MANN VISA AAA AMEN VUE VA AA. 
CHAPITRE XI. 


Où l'on prouve que les fonctions T peuvent étre déterminées dans 
toute l'étendue d’une période, pourvu qu'elles soient connues 
dans une petite partie de cette période. 


to. Nous nous proposerons d’abord de faire voir qu'au moyen de l’équa- 
tion (D), il suffit de connaître la fonction Tx depuis x = 0 jusqu'à © = À ; 
pour pouvoir déterminer cette fonction dans tout le reste de la première 
période, depuis x = 7 jusqu'à x = 1. | 
Comme il s’agit ici non d'effectuer la solution, mais d’en démontrer la 
possibilité, nous ferons usage de quelques signes propres à abréger les calculs. 
Pour cet effet , désignons log Tx par (x), les équations (C) et (D) pourront 
s’écrire ainsi, | CUT. 
; > 7 CL 
CELL 
(x) + Go) + (20) + (27) LG 2%) le. 
Les seconds membres de ces équations étant des quantités connues lorsque x 
est donné , nous les représenterons par la lettre d, initiale du mot donnée, 
qui désignera également toute quantité composée de termes connus, Nos deux 
équations peuvent donc se représenter par la:notation suivante, 


(C) 0 (æ)+(i-x)=d, 
(D) Fr LR) x) — (ox) = d. 


? 
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Cela posé, si dans léquation (D) bn fait æ= 7 +, on aura 
CODEN DEEE 


Mais par l'équation (C)on a (5 re a)=—(}— 4 Eu d, et par l’é équation (D), 
Ga) = ({a) — (24) + d; donc. 


(4 5 a) — = — 4) + (4) - SE pie 
Tant qu’on aura & 2, cette équation déterminera I: la fonctiôn (x) ou (:+ a) 
par d’autres fonctions où x est moindre. Ainsi en donhaht à « toutes Les va- 


leurs Dpne & —=0 jusqu’à æ =", on ‘connaîtra la fonction (x) depuisxæ =; 
jusqu’à x = +. | 


102. Par exemple, soit x = 7, ou «à = -;, on aura 


(Ze) He) Hd; 
ainsi la valeur de (Z) est composée de quantités connues. 
Soit encore x = 2 où & —= 5, on aura 


2e) (50 + (G als À) + d. 
Dans le second membre, la fonction (+) n est pas donnée immédiatement, 
puisque (-£) est > À; mais on aura sa valeur par la même formule , en faisant 


a—=#—}—=x#;ce quidonne 


(5 )=(# DH) — —(Z2) + d; 
d’où l’on voit que (2) DÉMRLES entièrement connu. 


103. Lorsqu'on fait x —+#ou à —  , la formule précédente ne détermme 
pas la fonction (5); mais alors les équations (C) et (D) donnent immédia- 


tement 
D+G)=Aà, G) + —(G)= 


d’où l’on tire la valeur cherchée 


(3)=3 (6) +d: 


Connaissant la fonction (æ) es x = ojusqu'à x= 3, il reste à la déter 


miner depuis 4=—} jusqu’à &æ = 2. Or, par la combinaison des équations (C) 
et (D), on a la formule 


(Ga) —= (a) — (242) + d. 
Si l’on donne à & toutes les valeurs depuis 4=— 0 jusqu àaæ— +, le second 
membre sera connu; ainsi on aura là valeur de la fonction (x) ou (: — «), 
depuis x = ; jusqu'à x = ;. 

, 75 Ê 


448 INTÉGRALES EULÉRIENNES, 


On peut donc déterminer la fonction Tx pour toute valeur de la racine x, 
pourvu qu’on connaisse cette fonction depuis x = 0 jusqu'à x= 7. 

Ce problème revient à celui que nous avons résolu dans l’art. 53; mais la 
méthode précédente fait voir plus clairement la possibilité de la solution. | 

104. Il ne serait pas difficile d’ailleurs d’obtenir les solutions effectives, en 
réalisant les quantités désignées par d'; on trouverait alors les trois équations 

(+) = (à — 2) — (22) + (4e) (4 22) la HIsin (E La), 
2()=()+ilm—5l2—lsm}ir, | Pe— 
(a — a) (a) — (20) + + Tr — (1 — 20) l2 — cos ax. RSR LE 

La première servira à déterminer la fonction (x) depuis x — 3 jusqu'a x = +; 
la seconde déterminera la fonction !; et la troisième servira à déterminer la 
fonction (x), depuis x = } jusqu'à x = :. Enfin, d’après ces données, l’équa- 
tion (C) servira à déterminer la fonction (x), depuis x = + jusqu’à x = r. 

105. Puisque l'emploi des équations (C) et (D) donne les moyens de ré- 
duire à ? la partie de la première période où la fonction Lx doitêtre connue, 
afin de déterminer cette fonction dans la période entière, on peut conjecturer 
de là que si à ces équations on joint l’équation (E), il sera possible de ré- 
duire ultérieurement à ? (1 — +) ou #, la partie de la période qui sert à‘dé- 
terminer tout le reste. C’est ce que nous allons vérifier par une analyse ser 
blable à la précédente. 

Supposons que la fonction (x) est connue depuis x = 0 jusqu'à x —=#?; 
d’après l'équation (E) on aura | 

(Ga) + He) + La) (45e) = 2 
Mais l'équation (D) donne (1 + a)=(2a)—(a)+d, (14 SAT 
(Ga) — (54) + d, et l'équation (C) donne (+ &)=— (— à) + d; on a 
donc la formule FT | 
ŒH a) = (8 — &) + (a) — (22) — (32) (62) + à 

Tant que Ga sera plus petit que 2, ou tant qu'on prendra & < 4, 
cette équation donnera la valeur de (x) ou (4 + &) par des fonctions dont la 
racine est moindre. Ainsi on connaîtra la valeur de la fonction (x) depuis 
X— à Jusqu'à x — +. 

La formule précédente ne détermine pas la valeur de la fonction (+); mais 
par une autre formule que nous donnerons ci-après (art. x 16),ona 

DE) —1@ +4 


106. Il reste à déterminer la fonction (x) depuis x= + jusqu'à x —2, 
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Pour cela, soit 4 = 53, l’équation précédente deviendra 


G+6:)=(G +2) + (+82) ++ 2) — (Gi) — (2) + d. 
Pour faire usage de cette formule, il faut supposer connue la fonction (342) 
depuis 2= 0 jusqu'à 2—&, « étant une quantité aussi petite qu’on voudra. 
Alors donnant à 3 toutes les valeurs depuis 32= 0 jusqu’à 2= 5, on con- 
naïîtra la fonction (x) ou (+ + 6z), depuis x=+ jusqu'à x =. 

On peut Le ne faire usage de la formule précédente que pre 20 
jusqu’à z—;;, ce qui fera connaître la fonction (x) pue RE jusqu’ A Xe 
On déterminera ensuite cette fonction depuis x = 3 Jusqu'à X= > :; par la 


formule 
x) = ()— (2x) + d. 


Cette solution est fort simple, puisqu'elle est fondée sur une seule formule 
mise sous deux formes différentes ; maïs elle suppose qu’outre la partie de la 
période connue depuis x=—=0o jusqu’à x—;%, on connaît encore la partie 
comprise depuis x =+ jusqu'a æ =}, © étant une quantité qui, à la 
vérité, peut être aussi petite qu’on voudra, mais qui ne peut être tout-à-fait 
anéantie. Voici un autre moyen de résoudre le même problème, en suppo- 
sant connues deux parties de k période non contiguës, mais telles que leur 
somme se réduit précisément à & 

107. Supposons la fonction (x) connue dans deux parties de Îa première 
période, savoir, depuis x—0 jusqu'à x = ;%, et depuis x=;% jusqu'à 
x—Z: ces deux parties réunies font une somme égale à +; et pour déter- 
miner la fonction (x) dans tout le reste de la période, il faudra exécuter les 
SPORE suivantes : 


°. Par les formules (Œ) et (C),ona 
Ga)=(a)+G+a)—(G—ce)+d: 
le second membre est connu depuis & = 0 jusqu’à æ— -%, ainsi On Connai- 
tra la fonction (x) depuis x = 0 jusqu’à x = £. 
2°, D’après les équations Gr. et as on a 
+ + se) = 6 RE as 24 sf 


. C0] LA NET L Fi à 
le second membre est connu Fi æ —0 jusqu’à &æ=;; donc on connaîtra 


la fonction (x) depuis x = 0 jusqu’à x = 33: 
3°, Mettant 4 — 1 à la place de « dans l'équation précédente, on en tire 


Das 2 (CH (Rd 
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le second membre de celle-ciest connu on: & = 0 jusqu'a a = ;; donc on 
connaîtra la fonction (x) depuis x =# jusqu'àax =. 

DA ces trois premières opérations, la fonction CE) devient connue depuis 
x = 0 jusqu'à x=Z, et depuis x = # jusqu'à x =. Il faut mainte- 
nant remplir la lacune que laissent ces deux espaces, depuis x= 3% jus- 
qu'à x =, ou depuis x = + — 55 jJUSQU'à XL = % 

4°. D’après l'équation (D), on a | | 

G+D + +9 EH) = d: 
les termes (-Z+ 3), (2+ 23) peuvent être remplacés par leurs complémens 
— (5 —2), EN LEA ensuite par l'équation (D), le terme (5 — 22) peut 
être remplacé par (?— 42) — (5 — 22). On aura donc ; 
G+a)+G—4s) = —z) + (2) + d. 

Dans cette équation, le second membre sera toujours connu, pourvu que z 
positif ou négatif ne surpasse pas 25 


180° 


Cela posé, donnons à z toutes les valeurs depuis 2 = 335 jusquà 
8= #5; la fonction (?— 43) est connue dans cet intervalle; ainsi on con- 
naîtra la fonction (x) représentée par (3-2), depuis «= 5; jus- 
qu'à x = 5+-#. Donc l’intervalle où la fonction (x) reste inconnue ne 
s'étend plus que depuis & = 5 — 75 jusqu'à x = 5 735. 

Donnons ALMA à z des valeurs négatives, depuis 2=—i. jus- 
qu'àz=— #3; la fonction (£— 43) sera connue dans cet intervalle, ainsi 
on connaîtra la fonction (+43) depuiszs=— > jusqu'àèz = — 5; de 
sorte que l'intervalle où la sara (x) reste inconnue se trouve de nou- 


, L 4 7% amies EN D NU JS 
veau resserré entre = > ga ttlX=i+ 


On continuera de procéder de la Eu manière, en attribuant à 2 des 
valeurs alternativement positives et négatives. Si l'intervalle inconnu sé- 
tend d’abord depuis x = ? —« jusqu’à x = ++ 4w, une première opéra- 

tion resserrera cet intervalle entre les limites x=i—w, x = s++0 ; 
une seconde opération le resserrera encore entre les limites x=+i—# 0 
et TS ++ w , et ainsi de suite. pes l’on voit que l'intervalle inconnu 


finira pars canne dans la limite x = +; et en ce point on aura , toujours 
d’après la même formule, 


D LC E CS +d 


“4 Hs valeur de la fonction (x) ue) connue ER x —0 jusqu'à 
<= 5, pour la trouver depuis x = Z jusqu’à x = +, on fera usage de la 
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formule Hi 
CE 2) = (x) — (2) + d 


108. On voit donc qu'il est possible de déterminer la valeur de la fonc- 
üon Fx, dans toute l’étendue de la première période , et de là pour toute 
valeur de æ, pourvu qu’on connaisse cette fonclion dans une partie assez 
petite. dé cette période. | 


La partie qu’il faut connaître est +, quand on ne fait usage que de l’équa- 
tion (C); elle se réduit à ?, lorsqu'on fait usage des deux équations (C) 
et (D), et ellé se réduit de nouveau à £, lorsqu'on fait usage des trois équa- 
tions (C), (D), (E). Elle se réduirait ultérieurement en faisant usage de 
l’équation, (F) et des suivantes ; mais la proportion de cette réduction et 
la distribution des parties qui conduisent à la plus grande réduction, pour- 
raient faire l’objet d’un genré de récherches analytiques qu'il ne nons pa- 
raît pas nécessaire de continuer plus loin. Nous nous conténterons de remar- 
quer que les fonctions T se rapprochent, par ces propriétés, des fonctions 
circulaires, logarithmiques et même elliptiques, qu'il 'suflit de connaître 
dans un intervalle: aussi petit qu’on voudra, pour pouvoir les déterminer 
dans toute leur étendue. 
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CHAPITRE XII 


Formules pour réduire au moindre nombre possible les trans- 


, Ti 2 3 n— 1 
cendantes. contenues dans la suiteV =, 1 2, L=...L——, n 


£ | 


étant un nombre entier donné. 


109: Si n est un nombre premier, on ne pourra faire usage que de l’équa- 

tion des complémens {C), et les transcendarites dont il s’agit ne pourront. 

être réduites à un nombre moindre que 2(#—1). Mais si # est un nombre 

composé, chaque facteur premier de » donnera lieu à l’application de celle 
1 . CE . A . 

des équations (D), (E), (E), etc:, qu est relative à ce facteur, et il en 


# 
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résultera des réductions d’autant plus multipliées, que z aura plus de fac- 
teurs simples. 


Si z est divisible par 2, on pourra appliquer l'équation (D), dans laquelle 


e I #1 3 L1 94 I 
on fera successivement x= -, Xx=—= -, x —-, etc., jusquà x = > ce 
. rt] TB n . L 4 


. 7 4 LL L] L] L2 I 2 
qui donnera autant d’équations de condition entre les fonctions te de 


42 
DÉS UT 


? 


Joel . 
Ne . On se borne à chercher des relations entre ces fonc- 


it 
tions , parce que les suivantes, jusqu’à T =——, se déduisent de celles-ci 


par l’équation (C), excepté T £, dont la Seb est connue. 0 
Si 2 est divisible par 5, on fera l’application de l’équation (E), en don- 


1 
qui donnera de nouvelles équations de condition. 
On fera un semblable usage de l’équation (E), si 2 est divisible par 5 ; de 
l'équation (F), si z est divisible par 7, et ainsi de suite. 
On aura de cette manière toutes les équations de condition qui servi- 


« : 1 2,3 ; LATE : | 
nant à x les valeurs successives -, =, =.... jusqu’à g exclusivement, ce 
, 42 


Lt f e ® . I 
ront à réduire au moindre nombre possible les transcendantes T nd 


2 Dax 
T=..... r 


L . 
, et qui feront connaître en même temps celles de ces 


fonctions qui sont nécessaires pour exprimer toutes les autres. 
110. Considérons pour premier exemple le cas de 7—12, et désignons, 


, & : FAT : 
pour abréger, log T (=) par ZÆ; la question est de réduire au moindre 


nombre possible les transcendantes Zr, Z2, Z5, Z4, Z5; et pour cela nous | 


aurons à faire l'application des équations (D) et (E), puisque z a pour fac- 
teurs premiers 2 et 3. 


Les valeurs à suLPH LEE dans LétURtAn (D) se réduisent à deux seule- 


ment, X=;;, x=—-, parce qu'on doit RDA < 3; 1l en résulte les 
deux équations de condition  … 


Zi + 279 — 12 = ilr + So, 

Z2 + 28 — Z4 = Er + 412. 
Au lieu de Z7 et Z8, il faut introduire les Ronpiénens ZS et Z4, ce qui 
se fera par l’équation (C), qui donne, en faisant 7 = ; 


15 + Z7 =! 


Re EE Dm Su 
Z4 + 78 


= or + V2 — 173. 


sin ur 
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Cette substitution donnera 
FA 25 = 11 — Z2 + + Ir + Fl2 + .{ sin «, 
ge USSR 27 ile EU 
L’équation (D) ayant fourni deux équations de condition, on voit que 
les cinq transcendantes dont il s’agit se réduisent à trois, qui sont Z1, 22, 
Z3 ; et cette solution est dans le fond la même que celle de l'art. 18, où 


ï F 
l’on n’a fait usage que des équations qui, pour les fonctions () , répon- 
dent aux deux équations (C) et (D) relatives aux fonctions T. Mais Pappli- 
cation de l'équation (E), due au facteur premier 3, fournira encore une 
nouvelle réduction. 

Puisqu’on doit prendre x <£, on n'aura à substituer dans l'équation (E) 
que la seule valeur x = -;, ce qui donnera l'équation de condition 


Zi + 25 + Zo — 23 = (27) + 35; 


mais par l'équation (C) on a Z5 + Z9 — l Lee = Î7r + 52; donc 


n 3® 
Li + Z5 — 225 = la +: ls. 
Substituant dans celle-ci la valeur de Z5 exprimée par Zi et Z2, il viendra 
25 = Lai — 2 + ilr + 302 — +13 + slsmo; 
d'où l’on voit que les deux transcendantes Zi, Lo suffisent pour déterminer 
toutes les autres: c’est le dernier terme des réductions qui peuvent avoir 


0 Ê] r » £& 
lieu entre les diverses transcendantes désignées par T =. 


111. Nous avions déjà atteint ce terme dans lart. 24; mais nous n'y 
étions parvenu qu’à l’aide de diverses intégrations fort compliquées. En 
vertu de ces intégrations, On a déterminé le rapport des deux quantités M,, 
Ms, comme il suit: 


Or, par la formule du n° 47, on a 


TE LI 
M, = () = "IUETDNE 
TE TE 
M = QD = TE; 


donc 


LUE 76 
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4 M, Î ? 0 
égalant les deux valeurs de =, on pourra déterminer FÆ par le moyen des 
M3”. È 


deux transcendantes T'£, T-2, et on obtiendra ainsi, dans la notation pré= 
cédente, | | 


25 = Z1 — 522 +. 5ilr + 2l2 — 213 + Llsino, 

valeur qui s'accorde entièrement avec celle qu’on a déduite de l’équation (E). 

Ainsi le résultat qui avait été trouvé presque fortuitement par des inté- 
grations trés difficiles, est donné immédiatement par l'équation (E). En gé- 
néral, il paraît que les seules réductions qui peuvent avoir lieu entre les 
fonctions T', sont celles que donnent les équations (C), (D), (E) et les sui- 
vantes, lorsque l'application peut en être faite, à raison des nombres pre- 
miers qui sont diviseurs de 2. Ces équations ont d’ailleurs l'avantage de 
conduire aux réductions par la voie la plus simple et la plus courte, comme 
on vient d’en voir un exemple; elles paraissent done ne rien laisser à désirer 
sur la théorie des fonctions T. | 

112. Dans l’exemple dont nous venons de développer la solution, le cal- 
cul nous à conduits à prendre Z1 et Z2 pour les termes avec lesquels on de- 
vait exprimer tous les autres. Mais Z1'et Z2 étant relatifs aux fonctions I, 
T7, il peut paraître plus simple de prendre pour termes de comparaison les 
fonctions T5 et T+. Dans cette hypothèse, il faudra exprimer Zr, Z2 et Z5 
par le moyen de Z3 et Z4. C’est ce qu’on peut faire facilement, au moyen 
des formules précédentes, et voici le résultat du calcul dans lequel nous 


comprenons toutes les valeurs de log F ee excepté log T+. 


I 


RME MM de I 1 ,;° L 3 EM 
Ra ME Pa a op lisa, 
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| 
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7 1 I I Te TR 
x I 
Me = — te 1 [7 + lo — :15, 


| 
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113. On a trouvé dans l’art, 20 (©) —F'(sin 45°) = B; or par la formule 


(e) du n° 47, la transcendante (: :) qui suppose =; est ren à — Te Fee 


Donc = 4By/7. 


De même, au IROYER ! de la D te (: ): dont Ja valeur .est donnée 


25 37 à Cr; dési- 


dans l’art. 19 pour le cas de z—3, on trouvera ‘5 


snant comme dans l’art. 24 la AOC F' (sin 15°). 


Mais par la théorie des fonctions elliptiques, on trouve les logarithmes 


vulsaires de B et C, comme il suit: 


“log B — 0.26812 72224 1192, 


log € 


comme on les voit dans le tableau suivant, qui pourra être fort utile dans 


diverses recherches d'analyse. 


.06067 62454 1387 
74556 78577 5330 
.55938 10750 4547 
«42706 27493 1426 
.32788 12161 8498 
.24857 49363 4707 
.18432 48784 0648 
.13165 64916 8402 
.088:8 37924 8265 
.05261 20106 0482 
.02347 73967 1069 


0.0 6, Q 20 Q 0 10e 


k » I 
114. On a trouvé encore (n° 22) pour le cas-de 7 — 8, la fonction (5) su 
1 1 | F I r°2 
2F'(tang dd, en faisant F' (tang LE mais la fonction (=) = Gra ) 


donc (T£)* = 8.21DT2. Nous connaissons déjà T+,-ebnous avons trouvé (664) 


0.20361 53657 ET 
De là résultent les valeurs des transcendantes log me — et log (x 1 + : —), 


log T(1+ a). 


9:98149 49095 6625 


9-06741 66073 6966 
9-05732 10837 1551 || 
9:95084 14945 9460 
9-04766 99744 7358 
9.094754 49406 8509 
9-95024 16723 7311 
9:95556 52326 2834 | 
9.096334 50588 7435 
9-97343 07645 5719 || 
9-98568 88358 2149 


76... 
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log D = 0.210631 59377 2807, 

de là résulte | 
| : log T5 = 0.897702 22493 3074. 


; LR 27)  : 
Cette valeur fait connaître celle de T£ par l'équation T5 = AE R puis 
celles des complémens T7 et F£, par les équations T1 TZ = RE Fils 


ie Enfin l'application de la formule T(1+a)=a Fa, fera connaître les 


valeurs de T(1+%), F(1+ 5), I(1 +5), I(1 +2), et du tout on formera le 
tableau additionnel qui suit : | | 


a, log ra. . log T (1 a). 


| 


0.87702 22493 5974 | 9.097393 22623 4780 . 

0.357482 82679 7441 | 9.94885 95357 0213 || 
0.150670 62587 9878 | 9.095258 G2761 4286 
0.035728 79627 7131 | 9.097929 60157 9362 


IN cour cor co] 


Ù 
À 


MANETTES ANT JP NGC FT RE EEE En aeee | . 


115. Après avoir développé fort au long le cas de 7— 12, et celui de 
n=—= 6, nous prendrons encore pour exemple quelques autres valeurs de 7: 
mais ne voulant point entrer dans le détail des solutions effectives, nous 
nous contenterons d’en démontrer la possibilité, et à cet effet nous ferons 
usage des mêmes signes d’abréviation que ci-dessus. 

Soit d’abord x — 24, et soit désignée par (x) la quantité log T Et on 
connaît déjà, par le cas de 2— 12, les réductions qui ont lieu entre les 
termes de rang pair (2), (4), (6), (8), (ro), puisqu’en général l'expression 

rs 2# , é | £\ y :2 L 
(24) désigne [T (CET qui est la même chose que /T (=). Ainsi en appli- 
quant les résultats trouvés dans le cas de 72=— 12, on aura entre les cinq 
transcendantes dont il s’agit, ces trois équations : 


OPROPOE TA 
(8) 1 (4) dr 
Go)= (2) — (4) + d. 


Pour obtenir d’autres réductions, on fera d’abord dans l'équation (D) les 
substitutions x= 2, x=2, x— 3%), Ce qui donnera 
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(Gt) + (43) — (2) = d, 
(3) + (15) — (6) = d, 
(5) + (7) — ro) = d. 


Mettant dans ces équations, au lieu des termes (13), (15), (17), leurs com- | 
plémens —(11), —(9), —(7), on en tirera 


Gi)æ=()—() +d, 

©) = (G)—(6) +4, 

G) = (E) — (10) + di 
Ces équations font voir que sur les six transcendantes (1), (3), (5), (7), (9), 
(11), il suffit d’en connaître trois. 

Mais de plus, l’équation Œ) UE de nouvelles réductions, en y sub- 
stituant les valeurs x = +, x — À, toutes deux plus petites que &; cette 
substitution donne deux équations qui, au moyen des termes complémen- 
taires, deviennent | 

(Gt) + (0) — (7 — (6) = 4, 
G) + Gr) — 6) — (9) = d 


Celles-ci, en vertu des relations déjà trouvées, se réduisent à une seule, qui 


donne 

(5) =) — (2) + (6). + d 
Cela posé, on voit que les deux transcendantes (1) et (3) de numéro impair, 
et les deux (2), (4) de numéro pair, suflisent pour déterminer toutes les au- 
tres, puisqu'on a les valeurs suivantes : 


G) = (1) —3i() + d, 

G) =G)— C)+2(4) + d, 

(o) = (3)— (2) +3(4) + d, 

Gi)=() — CG) + d. 
Ainsi, dans le cas de n — 24, les quatre transcendantes T5,T£, T£, 
T -£, suffisent pour déterminer toutes celles qui sont comprises dans la même 
série, Jusqu'à F #. 

116. Considérons enfin le cas de z—60, et proposons-nous de trouver 

combien il faut de termes de la suite FT 4,1$.... T2, pour déterminer 
tous les autres, et quels Moi ces termes. 


4 


Désignant toujours log pe = par (4), on pourra d’abord considérer les ter- 


mes où est un multiple . 5, et appliquer à ces termes les formules trou- 
vées pour le cas de = 12, ce qui donnera 
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(G5)= (6) —<2(r0) + d, 
(20) = +(10)+ d, | 
(5)= (5) — (ro) + d. 
Ainsi les deux termes (5) et (ro) suflisent pour déterminer toutes les transcen- 
dantes (%), dans lesquelles Æ est un multiple dé 
Si l’on considère séparément les termes où Æ.est pair, on aura, par l’ap- 
plication des équations (D) et (C) , les relations suivantes : 


(28) = (2) —(4) + d, 
(24) = (6) — (12) + d, 
Gale 8) mat) de 
(18) = (12) — (ad) + 4, 
(16) = (14) — (28) + d. 


On trouvera ensuite, au moyen des équations (E) et (C), 


(2) + (22) — (18) — (6) = d, 

(4). + (24) — (6) — (3) = d, 

(6) 2 (6) "Ce (SE 4, 

(8) + (28) — (12) — (24) = d. 
Ces quatre équations, combinées avec les six qui précèdent , offrent due 
coïncidences , et ne déterminent que huit quantités, savoir : 

(28) = (2) — (4 + d, 

(26) = (2) — (6) + d, 

(24) = (6) — (12}+ d, 

(22) —=2(12)— (2) + d, 

(18) —2(12)— (6) + d, 

(16) 109) MANQ A GEES 

G4)= @) + (6) — 202) + d, 

(8) = (6) + (4) — (2) + d; 
d’où l’on voit que les quatre quantités (2), (4), (6), (12) suflisent pour dé- 
terminer tous les termes (X), dans lesquels # est pair et non divisi ble par 5. 

Enfin l'application des équations (F) et (C) donne 
(2) + (14) + (6) — (22) — (10) — (10) = 
(4) + (6) + (28) — (20) — (8) — (20) = 

et :ces deux-c1 se réduisent à une seule, savoir : 


(2) = (2) — à (ro) + d; 
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d’où il suit que tous les termes (Æ) où k est pair, pourront s’exprimer au 
moyen des quantités (2), (4), (6), (xo). 
117. Venons maintenant aux quantités où Æ est impair. On aura, par l'ap- 
sHdation des équations (D) et (C), ces six conditions : 
(29) = (1) — (2) + d, 
ET = (3% =. (6), 
(23) = (7) — (4) + d, 
(21) vT (9) WA (18) Ars d, 
; (19) = (11) — (22) + d, 
(179) = (13) — (26) + d. 


Ensuite les équations (E) et (C) en fourniront quatre, savoir : 


@) + (1) — Gogo) — (5) = d, 
(8) + (23) — (7) — (9) = d, 
(7) + (27) — (3) — (21) = d, 
(a) + (29) —, Gr) —:(27) = d: 


Mais ces quatre conditions se réduisent aux deux suivantes : 


Gr) = (1) + (9) — (2) — (6) + (6) + 4, 
(3) = G) + (7) — (9) + 2(2) — 2(6) — (10) + d. 
Enfin l’équation (F) donnera deux conditions qui, en vertu des relations 
déjà trouvées, se réduisent à une seule, savoir : 
QE ar (GE (TO) PR de 
De là on voit qu'avec les quatre données impaires (1), (3), (5), (7), jointes 
aux quatre données paires (2), (4), (6), (10), on pourra achever de détermi- 


ner toutes les transcendantes désignées par (4). On aura en effet, pour les 
termes impairs , Ces eX pressions : 


(9) = (3) + (2) — (6) — 
(ir) = (1) — 5 (ro) + d, 
(13) = (7) + (2) — (6) — (0) + d, 
(15) = (5) — : (10) + d, | 
(7) = (7) — à Go) + d, 

(9) =) (2) RP (10) +, 

(or) = (3) — (2) + à (10) + d, 

(23) = (5) + (2)-— (6) —— (10) + d, 
(25) = (5) — (10) + d,. 

(27) = (5) — (6) + 4, 

(29) = (1) — (2) + d. 


CIE 


(10) + d, 
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Quant aux termes où # est pair, nous avons donné ci-dessus leur expression , 
où il ne reste plus à substituer que la valeur (12) — (2) —+ (10) + d. 


118. Remarquons que le nombre des transcendantes nécessaires pour dé- 
terminer toutes les autres, étant nommé N, on aura 


pou n = 12, N=2 = =(1—5 (1— à), 
pour n = 24, N= = ##(1—!) (1—t), 
pour n = 60, N=8—= 2 (1—+5 (1 —5) (1 —+). 


Dans cette formation du nombre N, le facteur À est dû à l'équation (C), le 
facteur (1 — +) à l’équation (D), le facteur (1 — +) à l’équation (E), et le fac- 
teur (1 — +) à l'équation (F). | 

En général, si &, 6 , y, etc., sont les nombres premiers inégaux qui divi- 
sent N ; on aura 


N = = (:—:) ( —:) (: —;), etc. , 


ns qui exprime combien il y a de nombres premiers à z et moindres 
que + 7. 

Cette loi a été vérifiée dans plusieurs autres exemples, et il y a lieu 
de croire qu’elle est vraie en général; d’où il suit qu'étant donné un 


nombre quelconque z, on peut trouver REIN dE combien il faut 


, 3 
de termes de la suite F =) LE 2, Fo... T—-, pour déterminer tous les 


autres. 

Aïnsi si l’on voulait construire avec le moins de données possible, une 
table des fonctions Ta pour toutes les valeurs de a, de millième en millième, 
depuis & — 0.001 jusqu'à 4a— 1.000, on pourrait le faire en supposant 
connu un nombre de termes de cette suite = 500.+.#— 200. Si au lieu 
de donner aux valeurs successives de a, le dénominateur commun 1000, 
on leur donnait le dénominateur 1050, qui a pour facteurs premiers 2, 
3,5, 7, le nombre des termes nécessaires serait 2252 ,1,2.#,$= 120. 
Fee il ne faudrait que 120 termes pour en MMdael alsébriquement 
1090, et la Table ne serait guère moins facile à interpoler que dans l’autre 
cas. 


119. On sait de cette manière combien :1l faut de transcendantes pour 
déterminer toutes les autres; mais il n’est pas aussi facile de prévoir quelles 
sont, pour chaque valeur de x, ces transcendantes. Dans le cas de 2—60, 
On aurait pu penser que ces quantités, dont le nombre est fixé à huit, pou- 


vaient être les huit premiers termes de la suite FT &£, T &, TÆ, etc.; 
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mais le calcul a fait voir que la fonction T -& doit être exclue comme étant 
déterminée par les précédentes, au moyen de l’équation(8}—(6)+(4)}—(2)+d. 
Cette circonstance a forcé de prendre pour huitième terme la fonction T 4. 
Au reste, le problème qu’on a résolu par les huit fonctions mentionnées, 
pourrait l’être de beaucoup d’autres maniéres, c’est-à-dire qu'une ou plu- 
sieurs de ces fonctions pourraient être remplacées par d’autres en nombre 


égal; ce qui ferait toujours huit transcendantes par lesquelles on détermi- 
nerait toutes les autres. 


120. Nous remarquerons encore que les équations que nous avons {rou- 
vées pour les cas den —12, n—24, n—60, et toutes celles qu’on trou- 
verait de même pour d’autres valeurs de #7, sont autant de théorèmes qui 
établissent des réductions plus ou moins remarquables entre les fonc- 
tions T. 

Par exemple, l'équation (12) — (2) — À (10) + d, obtenue dans le cas de 
n —60, est l'expression abrégée de ce théorème 


1 
EN CRAN: 
P étant une fonction donnée de 7 et de quantités algébriques. Il est 
même facile de voir, à priori, de quelle manière + doit entrer dans cette 
fonction. 
En effet, si dans les équations (C), (D), (E), ete., on fait Tx=7""* (x), 
d étant une nouvelle fonction, on trouvera que # disparaît entièrement 
de ces équations, de sorte que la quantité 7° Tx devra être indépen- 
dante de 7 dans tous les résultats qu’on tirera de ces équations. 
Dans l'exemple précédentona$—5#+:.i;; donc 
 ; 
ri=r#( 70, 
Q étant une fonction purement algébrique qui ne doit plus contenir 7. 
Pour trouver cette fonction algébrique, il faudrait développer tout au 
long les équations qui ont conduit à l'expression abrégée (12) = (2) — 
1(10)+ d, comme nous l’avons fait dans le cas de ñ = 12. 


La t » Al | F# 
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CHAPITRE XIII. 


Propriétés générales des Coefficiens différentiels de la fonction 
| log Lx. | 


121. ’arnäs le théorème de l’art. 29, Si l’on fait 


à 
xp dx (1 — x1) 
p=—1 eee qg=—1 RE TE ass! 
faxrr'dx (1— x) W:, ue Le 
on aura 


dlog V 
poeme — TL: 


dV ; 
AR coeur VT, | 
Mais pär l'équation (3) on a V — HR où Log V=iT pr gr (pq); 


donc 
dir Cp + g) __ dirp TT = [+ (Gi — x) 
d(P+9) dp 4 


1 TL 
Mettant r au lieu de p + g;, ou aura l’équation 


dlogrr  dlogTp __ fax war 
DE Vu (2) 


à laquelle on peut donnér aussi la ‘forme 


dlogr(r +7)  «dlogr' {x ÉD) 2: PP — x) dx 
dr ap En 1—x À 
l'intégrale du second membre est prise à l'ordinaire entre les limites x = 0, 
HAL | 


| RE UT 
122. Soit p==0 -et r—@, le coeflicient différentiel SEP se ré 
duira — C d’après la formule (18); ainsi on aura 
dir Gi+a) | (1— 2°) dx. 
da TES UE C pn I % | (33) 


c’est l’ex pression du premier coefficient différentiel de la fonction log T(1-+ a), 
Ce coeflicient pourra se déterminer exactement lorsque z sera un nombre 
rationnel, puisque sa valeur est composée de la constante connue — C et 
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d’une intégrale définie qui ne dépend que des arcs de pis et des loga- 
rithmes. 


Soit alors a — — J 6E soit X—= 7", on aura 
(x + xt)dx sr (i ir) 2 je do dy HA — 7" 
I—% 1— 7" Mt Ya" 
Cette dernière intégrale étant désignée par B,, on aura 
(1x) dx __n 


1—X m7 Da; 


par conséquent pour toute valeur rationnelle a — 


ul “AE + a) 


m y a 
Ga le coeflicient diffé- 


aura pour expression | ° 


UT (1 a ï 
| ___. Le sr Aer pe R ba) 
ce qui donne aussi 
diTa 
‘da 


Quant à la valeur de B,, on trouve par les formules connues que son 


= 5 C — cm 


3 4 , 3 Q F 
expression générale est, en faisant © = = : 


I I 2 ° 2 . 
B,=—; © cotrmw—log n—> cos 20 log (2sin w)—>cos4molog(2sin2w)—etc., 


‘ d 12 NI 4) À 
le dernier terme devant être — 7 COS (n — 1 )n@ log (2 sin œ) , S172 Est 


. . 1 . . M #6 
impair, et — = cos m7 log 2, si n est pair; mais il faut observer que cette 


valeur suppose 2 qe” Dans le cas contraire, 1l faudrait séparer de la diffé- 


dy ir 


rentielle , la partie entière qu’elle contient, et l’intégrer dans 


les limites er #0, CLS — 1. Le reste de cette différentielle représenté par 
ME | 
Y. ï . 2 

La même opération peut être faite d’une autre manière, en diminuant 
successivement la valeur de a jusqu’à ce qu’elle devienne plus petite que 
l'unité. On a pour cet eflet les formules F(1+a)æala, T(2+a)= 
(1 Ha)aTa, etc., d’où l’on tire | 

dir (1 + Ha) diTa 


aurait pour intégrale la quantité B,. 


PO RE = da ? 
dir dir (2 + a) I dl ra] 
Me LU 1+a a Nr de 
- etc. 


77e 


464 INTÉGRALES EULÉRIENNES , 
125. Si on désigné par @(a) la somme de la suite harmonique... 
High ts, on aura par l’art. 82, ds 
fie I d log a __ d log r(1 + a) 
La fonction @ (a) sera donc aussi exprimée par l'intégrale définie 
— x) d ï 
o(a) = [ES (84) 
Cette expression se vérifie immédiatement lorsque a est un nombre entier. 
En effet, dans ce cas on aura 


1— x1 


— dx = (1 Lara... x) dx, 


Lx 
et l'intégrale de ce polynome, prise depuis + —0 jusqu’à x= 1, donne la 
. I 1 1 » » 
suite 1 Hg... + = désignée par @(a). 


Ce résultat étendu à toutes les valeurs de &, en vertu de la continuité 
de la fonction @(a), aurait sufi pour donner l'expression de @ (a) en inté- 


grale définie, et de là celle du coefficient différentiel Fe qu’on au- 


rait trouvée ainsi sans le secours du théorème de Part. 29. 


124. I résulte de la formule précédente que, toutes les fois que le nom- 
bre à sera rationnel, la somme o(a) de la série harmonique pourra être 
exprimée par le moyen des arcs de cercle et des logarithmes, ce qui est 
un théorème assez remarquable. 

Pour avoir la valeur effective de @ (a) dans le cas dont il s’agit, on obser- 
vera d’abord que par la nature de cette fonction, on a 


Q(a) == +o(a — 1); 


d’où il suit que la détermination de la fonction (a) se réduira tou- 
jours à celle d’une pareille fonction dans laquelle & sera plus petit que 
l'unité. 

7 


Soit alors, a — om étant << 2, et on aura, comme ci-dessus À 


® (a) = :— nB,. 


Les cas les plus simples peuvent étre calculés directement par le moyen 
de l’intégrale définie, Ainsi on trouve | 


CHAPITRE XHL. . 465 


der Ÿ Mi M ed 


1 Q=s-s ne sin 
D féminin nie 


Lorsque & est infiniment petit, on aura 


g(a) = tds KR + x 7? 


I Y y a 
Cette valeur se déduirait aussi de la formule 


dg dd log T (1 + a) 
da da? ne. 


dont le second membre se réduit à $, ou = lorsque 4 = o (art. 18). 


La fonction @(a) décroit donc continuellement depuis a = 1 jusqu’à 
a = 0 ; elle est égale à 1 dans la première limite, et à zéro dans la se- 
conde. 

Nous remarquerons qu'Euler a donné la valeur de @(+) dans son Calcul 
différentiel, page 814, mais d’après une suite infinie qu'il ne somme que 
dans ce cas particulier. 


125. Si l’on différencie logarithmiquement les équations (C), (D), y Et 
on aura diverses relations entre les coefliciens différentiels de même ordre 
de la fonction F(x). Et d’abord l’équation (C) donne 


diTa  dIT(1— a) 


PERS CT cot ar. (35) 
Ainsi le Res différentiel Le Le peut se déduire du coefficient 


différentiel , que nous regardons comme son complément. 


Cette ee fait connaître la différence de deux coefliciens qui sont 
complémens lun de l’autre, et elle ‘a l'avantage de donner cette différence 
pour toute valeur de a RCE ou irrationnelle, 

L’équation (32) donnerait pour la même différence, cette valeur 


dirai eaLE (En hd Ne T°, 


da d(1—a) a IA 1x ? 


donc on a 


ME — rot A7 , (36) 


à Nr 
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formule qui a lieu pour toute valeur de a, et qw’il est aisé de vérifier lorsque 
a est rationnel. Cette formule s'accorde entièrement avec celle du n° 35. 

126. Différenciant de même lPéquation (D), et changeant æ en 4, on 

aura à | | 

dir sbhoql fs Fo UIF(SHa) + 2dir (2a) 

AC aie a) d (oa): | 

Le premier membre se compose de deux différences qui se déterminent par 

l'équation (32), et dont les valeurs sont 


Q NE ee) 


dira dr dir (2a) __ at 7 

"da = d(2a). d'(2œ) T4 1 — x.” 
dir (i+a)_ dir(2e)__ fax we—mte 
dG+e) LT GHANA LR 1! 


Donc en faisant les substitutions, on aura la formule 


L+ea 
x xt xt — 2%°7 ; 
x Ex \ 


Dé l'équation (E) on déduirait semblablement la formule 


pe , A LA 21 et PE 
x I— x | 


et ainsi des autres. 
Ces formules peuvent aussi se mettre sous la forme suivante: 


I X — 2%" 
Jade, EIRE en Lo , 


[ad . De PE re AS 15, 


fa dr. 3 x + x + x pr EE TER EU 


1 — x 


et l’on peut remarquer qu’elles sont toutes contenues dans la formule 


générale di su 
EE En Fur (37) 


127. Ce résultat est facile à vérifier lorsque à est un nombre entier. En 
eflet, appelons F(a) le premier membre de l’équation précédente ; si à la 
aa de a on met a— 1, on aura $ 


adx np de 
x dx natataidy are x dx 
dr À enr nn 1 — x" ee pan 


: Mais on a f 


F' 
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Faisant x = 1 dans les parties hors du signe, et retranchant une intégrale.de 
l'autre, on aura F(a+1)=#F (a), et par  L F(a)=F(1). Mais 
RE 4—=1,0h à 


F (1) 


+) LS = Æ#, 


Lt mn 


faisant ensuite x = 1, on aura Ne un In: ade F(a) = În. La formule gé- 
nérale est donc démontré ée lorsquea est un nombre éntier. 


128. Supposons maintenant a — : , si et\g étant des nombres entiers, si 
l’on fait x = 7", on aura 
pe Pod np—1 
(a): = f = PER EF OI CE 
I — 71 nn M 
intégrale qui devra toujours être 1prise-depuis 7:=:0 jusqu'à y 1. 
S1 lon faisait y" = 2, la valeur de F(a).pourrait se mettre sous la forme 


ak gyP— "dy __q#7'dz | 
Fa) = [ (2 ee 


c’est-à-dire que F serait la différence de deux intégrales de même forme et 
prises entre les mêmes limites; d’où il semble qu’on devrait conclure que F 
est nulle. Mais il faut observer que les intégrales dont il s’agit sont toutes 
deux anfinies, et-que leur-différence, qui peut être finie, dépend'de la relation 
qui existe entre z et y, et ne peut être ftrouvée que‘lorsqu’on aura écarté des 
infinis de part et d'autre. 

Pour cela, je remarque que p et:g étant toujours supposés des nombres 
entiers, on a, par les règles de la dé sat pren des fractions rationnelles, 


CAMES ay _ dy Ce ER 
I — AE 1 — y = 4 | 
N étant un dénominateur qui ne s’évanouit pas lorsque y = 1: On aura 


donc l'intégrale indéfinie 


La" dy = Ur def (r), 


I — y! 
f(r7) étant une fonction de y exprimée en ares ide cercle et CNT la- 
quelle est nulle lorsque 0, et ne devient pas infi inie lorsque y = 1. On 
aura semblablement 

gz 'dz 


ÉD D) 


T—131 L 


f(2) étant la même fonction de z que f y) est de 7. De là résulte l'intégrale 


é* 
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indéfinie 


F=I( Es +) —$0) ; 


ou, en mettant y" à la En de 3, 


| LE a 
Maintenant si l’on fait y = 1, comme on peut préalablement mettre FE 
sous la forme 14+y +7*...=+7"Tt, on aura la valeur cherchée 
F(a)=1n, 


de sorte que la formule générale est démontrée à priori pour toute valeur ra- 
tionnelle de a. 


2 


120. Considérons encore l’mtégrale prise depuis x = 0 jusqu’à x = 1, 


De} (— CEE “AT LT { F0; 
NT TX, log x RARES: 
si on la met sous cette forme composée de trois parties 


fe Éd, dt fa) À + (= __ dx 


x 


la première partie en vertu de l'équation (33)...—=—C— Z'a, la seconde 
= log m; il reste donc à trouver la troisième partie 


et on aura FT =—C— Z'a + log m + V. 
Lorsque 7 est très grand, on a Z'(1<+n) = logn, et par conséquent 


[= —E dx = C+ log #. Mais la formule (35) donne en général 


dx x da i 
fi - —— ) = log 7; 


I % 1 x" 


1 dx a" dx C 
1— x" I X%X 


Mettant x° au lieu de x, les limites de l’intégrale seront les mêmes, et 
on aura | 


donc 


I 
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I 


. re . ñ I I 
Mais ? étant infiniment grand, onax"=1—>log-, donc 


c’est la valeur de l'intégrale V , telle qu’elle a été donnée par Euler (Nova 


Acta Petrop., tome IV). 


Si on la substitue dans la valeur de T, on aura 


(—- dx, : aLt dx — log m — Z'a. 


| L . « È e d [Ta F F La 4 
130. Pour revenir à la fonction —7. > que nous pouvons représen ler par 


Z/(a), on voit que les équations (C), (D), (£),.etc., ne font connaitre aucune 
propriété particulière de cette fonction, et qu’elles conduisent seulement à 
des formules relatives aux intégrales définies. Il ne reste par conséquent à 
considérer d’autre propriété de cette fonction, que celle qui est contenue 
dans l’équation (32), et qui consiste en ce que, toutes les fois que à sera 
rationnel , la fonction Z'(a) pourra toujours s’exprimer par la constante — C 
jointe à une quantité qu’on peut toujours évaluer par arcs de cercle et par 
logarithmes. | 

Nous avons traité fort au long des réductions qui peuvent avoir lieu entre 


les fonctions log Ta ou Z(a), lorsqu'on donne à la racine a les valeurs succes- 
ES n— 1 


: I . . : 
SIVES = = neo Un semblable problème n’a point lieu relativement 


aux fonctions Z'/(a), puisqu'elles sont toutes déterminables, ainsi qu’on vient 


H ? =! : dd Ta 
de le dire. Passons donc aux coefliciens différentiels du second ordre = , 


que nous désignerons semblablement par Z"'(a). 


131. L’équation (32) étant différenciée par rapport à p, donne, en met- 
tant a au lieu dep, ; 
| J 
dix L = 
dd ira au + Ÿ _x 
da? qui I— 7% 


Développant Ja différentielle du second membre en série, et intégrant les 
différens ternies d’après la formule de Part. 31, on aura 


dd [ra L . 
sata For Te 


EUR 78 
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Cette formule et celle qu’on pourrait en déduire par la différentiation : 
sont les mêmes qui ont élé données dans Part. r3; et comme on ne con- 


L D ns dxl 
X . : 
naît aucun autre moyen d'obtenir l'intégrale: } , il ne résultera 


? emant 
de l'équation (32) aucune propriété des fonctions Z" (a). 
132. l'équation (35) étant différenciée, donne : 
7? 


La) + LG a) =, (58) 


sin? az 


d’où lon voit que.ta fonction Z"(r Fa) se: détermine par la fonction Z'(a), 
qui en est le complément. 


Lorsque a, la formule précédente donne Z'(1) =: 7°. Lorsque 
4 À; 10na 2" a & #°; en effet, la valeur générale Fee Z'(a) étant 


MoN 2 À 
Ê (a) Es dique (+ dc ALT UET (2 + = a} 


cette quantité, dans le cas dont il s’agit, se réduit à S, ou à. C'est aussi 
ce qu'on déduirait des formules 
l'a) = —C+H Sa — Ssa + Sa — etc,, 
Z'(1+a) — S, — 2834 + 3S,a° — etc.. 
en faisant a = 0. 
Pour avoir d’autres propriétés de la fonction Z"(a), on prendra la diffé- 
rentielle seconde logarithmique de l'équation (D), ce qui donnera 
Z'{a) + 24 + à) — 42"2a) = 0: (9) 
de même la différentielle seconde des équations (E) et (F) donnerait 


Za)+ 25 + a) + Z"G + a) — 92"(3a) = 


—- etc., 


(40) 
(a) 2" + a) +2" + a) ZE + à) HZ" a) — 257"(Ba) = 0 : 


ce sent les mêmes équations qui ont servi à démontrer les équations (D), 
(E), (F), etc. 
Il résulte de ces équations, qu’on peut faire sur les fonctions Z' les 
mêmes réductions qui ont lieu pour les fonctions T, c’est-à-dire que si l’on 
JT 0. » 
considère les fonctions successives Z! É ja Z" É he. 4 (= =), ces fonc- 


uons se détermineront par le moyen d’un certain nombre d'entte elles, et 
ce nombre sera en général le même que celui des nombres premiers à 
et plus petits que #7. Ainsi, dans le.cas de n = 12, deux des transcendantes 
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2"), Z'()...,2"(2), suffiront pour déternnner toutes les autres : ces 
deux transcendantes se trouveront d’ailleurs par la même méthode qui a 
été employée à l’évard des forictions Le 


155. En effet, si l’on désigne > pour tbréger Ja fonction 2" (2) PAPA (k), 


l'équation (38) donnera, en faisant = =, 


(1) + bee 1e) cf 1/5). 

(2) se (10) Fos ; 

(5) + (9) = 27% 

Sr 

Ghafyp)omss RE — A dal 
(6)=27 | | 


on aura ensuite, par l’équation (39), les déux conditions 


(1) + (7) — 46) = 0; 
(2) + (8) — 44) = 0, 


et par l’équation (40), cette autre condition, 


(Gi) + 6) + (0) — 96) = 0: 
Ces neuf équations permettront de déterminer toutes les transcendantes 
dont il s’agit, par le moyen de deux d’entre elles. Par exemple, si lon 


prend pour données 2”) et Z"(2), que nous Cr par (1) et (2), 
les autres transcendantes se did iS athrsi : 


S)= 30) —$0) +70 —5vs), 

(4) = 5) + #7", 

6) = (Gi) —4()+ 47 (2 — V8), 

(6) = 57", 

G)= 46) — 0), 

Mens (2 SR 

(Q) = 52) —50G)#mGHENS) , 

(0) = — (2) +47, 

En = —(G)+47 (+ V3): 
Il ne reste, pour la détermination absolue de ces quantités, qu'à connaître 
Z"(2) et 7 (5). Pour cela, il faudrait PESTO sommer les suites que ces 
quantités représentent, savoir : 

78. 
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7") CNT G + +38 + Æ + 37° — etc.), 


2"(2) Este (: + - + — + _ + etc.). 


On pourrait aussi déterminer ces quantités par les intégrales définies 
Z"(=) — a 


cp) x 
Z'(=) Les | 08 
12 
Mais la difficulté d’exprimer ces intégrales autrement que par les séries 
précédentes, rend ces expressions peu utiles. 


Lorsqu'on voudra obtenir ces valeurs par approximation, on ÿ parvien- 
dra aisément par la formule de Part. 33. 


1 Las sie x a : dira 
134. Considérons maintenant le troisième coefficient Z'"'(a) = ET 3 


aura d’abord, par l’équation (C), | 
2 (a) — ZE UE) y Lin 2e tops Am (41) 


sin° az 
ce qui détermine la fonction Z/ (1 — a) par son complément Z"”(a). 
On à ensuite, par les équations (D), (E), etc., 


La) + LG + a) — 82"(2a) = 0, 
La) + ZM + a) + ZE + a) — 272" (5a) = 0, 
et ainsi de suite; ce qui établit les mêmes réductions entre les fonctions 
Z"!(a) qu’on a obtenues entre les fonctions Z"(a). | 
Le cas de a— 1 donne, par les formules de l'art. 132, Zi te — 2$;; 
si dans la première des. Adu équations précédentes on fait a—=+, on aura 
2) = 72") =— 145, ; enfin, dans le cas de a— +, on aura les deux 
équations 
71e Re à zça 5) = 1. Br 
TR 31/2 
Z" (2 ) dls ZU(È je 26Z"(: k= LE 0, 
ce qui détermine les deux (ranssenlantes Z"(3) et SG Ÿs LE le jai Ras 


de Z”(1) ou de S. 


Toutes ces solutions reviennent à paqurt que nous avons déjà détiée 
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ou indiquées dans les art. 36 à 40 ; mais on voit plus clairement. dans 
cette nouvelle méthode la série des opérations, et on connaît le nombre 
de transcendantes nécessaires à chaque solution, nombre qui a été fixé par 
la règle de Part. 118. : R 


e 
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CHAPITRE XIV. 
Divers exemples d'interpolation. 


135. Ever, dans le chapitre XVII de son Calcul différentiel, a résolu 
divers problèmes d’interpolation par des suites infinies dont il ne donne la 
somme que pour le.cas de n = >. Nous allons faire voir que ces interpola- 
tions peuvent être effectuées d’une manière plus simple et plus générale au 
moyen des fonctions T. 

Exemple I. Supposons qu’il s'agisse d’interpoler la suite dont le 7°” terme 


I . . . 
estN=iIHits... +; la question est de savoir ce que deviendra N, 


lorsqu'on donnera à 7 une valeur fractionnaire quelconque. 

Nous ayons désigné (art. 123) ce terme général par @ (2), et nous avons 
fait voir que ® (2) est donné par la formule d 

(1— x") dx 
P (2) Re 3 SU HET IP NE 
cette intégrale-étant prise depuis x = 0 jusqu’à x = 1. On pourra donc dé- 
terminer @ (x) par les arcs de cercle et les logarithmes, toutes les fois que z 
sera un nombre rationnel. Dans les autres cas, on déterminera @ (7) par la 
suite a À 
I 

Pin GR Hire ee PR Ti — ge + etc, 
où A’, B', C/, etc., désignent les nombres Bernoulliens. On pourra toujours 
faire en sorte que cette suite converge rapidement dans les premiers termes ; 


carona@(n)=®@(n+1) —- ©, Ainsi © (2) peut être déterminé par 


+ 1 
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p (x + k), kétant un entier qui pourra être pris assez grand RS que la série 
qui détermine ® (7 + k) ait les conditions requises. 


156. Exemple IT. Soit proposé d’interpoler la suite pur le terme ES 
ou le 2*"° terme est 


ARTE Cr ot CNE UE DR HU 
N= PT AT AIP BTE et MD a + nb 
ane ul ab—a6. 
aLnb BR 

(24 n) ") 


cédent , et que l’expression de N pour toute valeur de », sera 


Non ET o(2 x) )—e()] 


Ainsi on pourra déterminer N par les arcs de cercle et les logarithmes , toutes 


Puisqu’on a , ON Ha que ce cas se ramène au pré- 


. € . 
les fois que = + 2 aura une valeur rationnelle. 


157. Exemple III. Pour interpoler la suite dont le terme général 
N=:+ = + _ sr 7 + on pourra se servir de la formule 
NM Sp de louis à, dat a d'Ir(i+x) 


tion D Den AE dar culs 


etappliquer les réductions propres à la fonction Lena dans laquelle on 


fera L= 2. 

Dans les cas où cette fonction ne pourrait s” exprimer exactement en vertu 
de ces propriétés, il faudra, pour trouver la valeur de N, avoir recours à la 
série qui vient des différentiations répétées de la formule 

dir (1 + I é 
T2 = — CHS,x —Ssx HS x — etc: 


Mais comme cette formule suppose æ < 1 > il faudra préalablement ramener 
le cas proposé à celui où est € 1; ce qui n’a aucune difficulté, puisque N 
étant une fonction de » qu’on peut désigner par f (2), on aura 


JG) =f@—i)+ 
158. Exemple T p. Soit proposé d’interpoler la suite dont le terme géné - 


val Nez SÉ a 26 « mr 36 æ + n6 
ab" at+ob" A NP LAS a + nb! 
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Lorsque 7 est un nombre entier, on a 


(m + 1) (m+ 2) (rm + 31; (nn) = QE #2, 


T (mn + 
Donc le terme général N a pour expression 


als r(G+n+i) r(G+:) 
pi Oe E(Eane) (FE: ) 


valeur qui pourra être employée quel qe soit 72. 


Br IS 0 | 
? 2.4? 2.4.6? etc., son terme gér 


Si l’on propose, par exemple, la suite = 
néral sera 
els durer +? 


ri 
on aura N = - 


ss , À >. ° LOBNE 
PPS 7 POU lindicern = ;,0on 


Rs —, valeur qui pourra se réduire ultérieurement par 
la relation connue entre T + _ T $. 


1.4 ; Fr 
Soit encore la suite > 33 ri F6 , etc., l’expression de son terme géné- 


ral sera 
ie A Era 
AT LE Gé rt) 
ie l'indi Neue a Det à APE 
nsi pour lindice 2= +, on aura rs y re Pour indice 2=%, 
r'1 I 3 sin +7 3/3 
on aura N= ———> = = —" — —— 
A sT3TS 27 47 


139. Il est Re d ere que la question d’ interpoler une suite Année 
est susceptible d’une infinité de solutions, quand on l’envisage analytique- 
ment et sans application à un objet déterminé. En effet, soit N le terme gé- 
néral de la suite donnée, terme dont la valeur est connue lorsque 7 est un 
entier, et soit ® (7) la fonction continue égale à N, dans laquelle on peut 
mettre pour z un nombre quelconque entier ou fractionnaire ; si au héu de N 


N sin (2n7 + 4) 


on prend 2, «a étant un angle quelconque, pourvu qu’il ne soit 


sin & 

pas zéro , il est visible que la suite résultant de ce terme général ne dif- 

férera pas de la suite donnée. On pourrait donc, au lieu de ® (7), prendre 
E PO P 

D (r n). sin (227 + a) 


 —» Valeur qui différerait de ® (2) lorsque » n’est pas entier. 


On pourrait même prendre plus généralement, au heu de ® (7), l'ex- 
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pression | 
®(n).à + B sin (2nr ds æ) + C sin (anr + 6) MALI 

A + B sin & +4 C sin 6 + etc. 
et une infinité d’autres qui se réduisent à ® (7) lorsque 2 est entier ; ce qui 
donnerait une infinité de solutions différentes de celle qui est donnée par la 
fonction continue ® (7). 

On pourrait appeler fonctions ondulées, les FA ainsi affectées a un 
facteur qui se réduit à l’unité pour toute PA entière de 7. Ces fonctions 
serviraient à expliquer quelques paradoxes qui peuvent se rencontrer dans les 
applications de l'analyse. 


ue AAA MANIA AAA AAA RAA AA ARAARAAAANR AA AAA A AAA Lis 


CHAPITRE XV. 


Des valeurs que prend la fonction Ta, lorsque la racine a est 
| négative. 


140. Lavr que a est positif, on ete regarder la fonction Fa comme repré- 
sentant l’aire, aie depuis x = o jusqu’à x = 1, de la courbe dont l’ordon- . 


née Y = (2 D) . Mais cette construction, en quelque sorte géométrique, ne 


peut donner aucune idée de ce que devient la fonction Ta, lorsqu’on suppose 
a négatif. Il faut suppléer'à cette construction par les pales mêmes qui 
contiennent les propriétés générales de la fonction T', et auxquelles on don- 
nera l’extension nécessaire. On liera ainsi, suivant une même loi, les fonc- 
tions T (x), considérées comme les TR d’une même courbe qui EÉPAR 
dent à des abscisses quelconques x positives ou négatives. 

: Si l’on prend d’abord l’équation (B) et qu’on y change le signe de x, on 
aura 


D(—x)=—iT (x) | (42) 


Pour voir plus clairement l’usage de cette équation , nous distinguerons diffé- 
rentes périodes dans le sens négatif, comme nous les avons distinguées dans 
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le sens positif. La première sera comprise depuis # = 0 jusqu’à x =— 1, la 
seconde depuis x = — 1 jusqu’à x =—2, ainsi de suite. 

D’après l'équation précédente, on voit que la fonction T (—x) est négative 
dans toute l’étendue de la première période, et qu’elle est infinie aux extré- 
mités de cette période. 


Si dans la même équation lon met 1 + x à la place de x, on aura 
I 
1+x 
d'où il suit que la fonction T(—a) est positive dans la seconde période, 

depuis a= 1 jusqu'à «2, et que dans ces deux limites, elle est infinie. 


T(—1i—x)=— 


La) (1 — ©); 


Mettant dans cette dernière éaqation 1 x au lieu de æ, on aura encore 
T'(1 — x) 
CT — x) =— ——— ——— — ; 
nd men te) Ci 
d’où il suit que la fonction T(— a) est négative dans la troisième période, 
depuis a—2 jusqu’à «3, et qu’elle est infimie dans ces deux limites. 


nl CETTE 


En continuant ainsi, on voit que la fonction T(—4) sera infinie pour 
toutes les valeurs entières de a, et qu’elle sera alternativement positive et 
négative dans les périodes successives. | 


141. La courbe dont les ordonnées représentent T(x), est donc composée, 
dans le sens négatif, d’une infinité de branches séparées par des asymptotes 
perpendiculaires à l’axe des æ, et menées successivement aux distances 
x—0, —1, —2, —3, etc. Ces branches qui touchent chacune des 
asymptotes, sont situées alternativement d’un côté et de l’autre de l’axe, 
de sorte qu'il y a dans chacune un point où la fonction F est un minimum. 


La fonction Ta étant supposée connue pour toute valeur positive de 4, 
on en déduit aisément par les formules précédentes, l’expression de toute 
fonction de cette sorte où & est négatif; soit en effet Æ un entier quelconque, 
et æ un nombre moindre que l’unité, on aura en général 

— 1YIT (1 — x) 
RÉ ET CE ICE TPE ED G) 
ou encore 
(— 1) rx T(1 — x) 
PÉLI Hz) 


Cette dernière formule se déduirait directement de l'équation (C) 


T(—k— x) — 


F 


F ice: ) Fal(i—ax)=—, 


ŒUSTE. 79 
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dans laquelle mettant À + 1 + x au nes de æ, on trouve 
L (k + I +x)T(—4k — &) = RUE PRE EE GS LONET (1 — x). 


Ces formules s’accordent parfaitement avec les résultats que donneraient les 
autres équations (D), (E), (F), etc., en y changeant le signe de x. Elles of- 
frent conséquemment la théorie complète des fonctions Ta pour toute valeur 
négative de a. 

142. Pour confirmer cette théorie, nous allons démontrer, d’après la va- 


4 e dI EF » « , . 
leur générale du coefficient “8, que la fonction T n’est susceptible que 
SC D 


d’un minimum dans le sens positif, mais qu’elle en admet une infinité dans 
le sens négatif. 
En effet, si l’on fait log Tx = Z, on aura (art. 01). 


dZz LX—— I X— 1 X—1 X—]I gs: 
RÉ 0 ed TS 


. dZ, £ eo ° 
Lorsqu'on fait x= 1 ou x 1, la valeur de 7: est négative; lorsqu'on fait 
de i0Ha 


dz I I I I 
an ae RS a NS UE 1—C, 


valeur positive. Done entre x=1 et æ=2, il y a une valeur de x qui 
dZ, 6 . 
rend nulle =, et alors Z est un minimum. 
dx 
e » dZ . kS \ 
Si l’on fait x => 2, la valeur de 7. sera posilive et augmentera jusqu’à 


Pinfini. Ainsi il n’y a aucun autre minimum dans le sens positif. 

Dans le sens négatif, au contraire, il y à un minimum dans chaque période, 
ouen généralentre x=— k et x—=—#— 1, k étant un entier quelconque. 
Prouvons, par exemple, qu'il existe un minimum entre x=—9 et x—=—3. 
az 


con- 
dx k 


Lorsqu'on fait x——2—%, w étant infiniment petit, la valeur de 
tient différens termes dont la somme est finie, et “n terme = qui est un irt- 
fini positif. Lorsqu’ensuite l’on fait x—— 3 + ©, la valeur de # con- 
tiendra de même des termes dont la somme est fimie , et un terme —: 


qui est un infini négatif. Donc entre ces deux extrêmes , 1 y a une valeur de 


az À 
z ulle, donc il y a un minimum entre x = — 2 et x = — 3 , confor- 


3 


mément à la théorie précédente. 
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SARA RAT AAA AA AAA A ARR AAA A AA AE VU VE EAP AA AE VU AVE MA, 
as 4 | D 
. CHAPITRE XVI. 


Construction et usage de la Table des logarithmes des fonc- 
| tonsiE ire 


143. Nous nous sommes proposé de calculer jusqu’à 12 décimales, une 
Table des Logarithmes de la fonction T(1 x), en donnant à x toutes 
les valeurs de millième en millième, depuis æ= 0 jusqu’à x = 1. Voici 
comment ces calculs ont été faits. 

Comme les séries qui servent à calculer les différences successives de la 
fonction log Tx, sont moins simples et moins convergentes que celle qui 
donne immédiatement la valeur de cette fonction, nous n’avons point 
fait usage des différences , et nous avons calculé directement chaque terme 
par la formule (24), et pour les cas où x est très petit, par la formule 


log T(i+x)=— l(1 + x) + Br + B,x— Bsxs + Bixi— etc. 
On a calculé ainsi les valeurs de log T(1 4x), depuis x = 0.001 jusqu’à 
xæ=0.250; ces valeurs ont servi dans chaque cas à déterminer leurs com- 
plémens au moyen de la formule 
Non FT 
DES (44) 

On a donc obtenu à la fois les valeurs de log Ta, depuis a — 1.000 jus- 
qu'à a— 1.250, et depuis a = 1.760 jusqu'à a=— 2.000. 

Au moyen de ces valeurs qui composent déjà la moitié de la période, 
on a trouvé les valeurs de log Ta depuis a= 1.575 jusqu'à a = 1.625 
ce qui forme un troisième quart de la période, par les formules 


T(1 ox) *  <osrx 


Démo) Et anal 5 (x) 
| (45) 


TG +0 = 6 76 4); 


79e. 
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dans lesquelles on a donné à x les valeurs successives depuis x = 0.001 
jusqu'à x — 0,195. 

La seconde des équations (45) jointe à l’équation (44), donne les 
formules 


T(1+ x) = ES pes GE, 


(46) 
x (1 — x) FT 


T(2— x) —= TG+æ) . LATE à 


au moyen desquelles on a déterminé log Ta ‘depuis a = 1.250 jusqu’à 
a— 1.312, el depuis a = 1.688 jusqu’à a — 1.750. 

Pour achever de calculer le reste de la période, on a passé des formules 
(46) aux formules (45), et ainsi alternativement, jusqu’à ce qu’on eût les 
valeurs de log Ta, qui s’approchent le plus des limites des deux suites 
qui sont 1 + d’un côté, et 1 3 de l’autre. 

144. À chaque logarithme de la Table, on a joint ses différences pre 
mère , seconde et troisième. Ces différences marchent avec la régularité 
nécessaire pour garantir l'exactitude des calculs ; elles serviront à faire re- 
connaître et à corriger les fautes, s’il s’en était glissé dans l'impression ; 
de sorte qu'avec tous ces secours, on peut regarder les transcendantes T 
comme étant connues avec un degré de précision plus que suffisant pour 
toutes les applications qu’elles peuvent recevoir. 11 faut maintenant entrer 
dans quelques détails sur les interpolations auxquelles donnera lieu Pusage 
de cette table. « 

Soit, pour abréger, À — log Ta, et soient d'A, d'A, d'A les diffé- 
rences successives de A, telles que la Table les donne, en supposant que 
les valeurs de à croïissent continuellement d’une quantité © = o.oor. 
Pour avoir le terme X qui représente log T(a + œæx), on aura la 
formule | 


X = A + x (JA + 2 (JA + EE (JA, (47) 


2 
dont le calcul se fera de la manière suivante : 
Etant donnée la valeur de x qui sera toujours plus petite que l’unité , 
- 2 — X e . r 
on calculera le terme —3-- d'A jusqu'à la douzième décimale seulement, 


et on formera , en observant les signes, la quantité d'A — =) d'A , 


qu'on pourra appeler, comme ci-dessus (page 36), la différence seconde 
corrigée, et qu'on désignera par d'Ax. On calculera de même jusqu’à la 
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douzième décimale seulement, le terme = d''Ax, eton formera la quantité 
d'A — (==) d'Ax, qu'on appellera la difference premiere corrigée, et 
qu’on désignera par d'Ax. Cela posé ) il ne restera plus qu’à former la quan- 
tité À + xd'Ax qui sera le logarithme cherché X. 

145. Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de log T (1 5); on 
fera a—1.083, x—}, et on prendra dans la Table les nombres qui ré- 
pondent à la racine 1.083. Ces nombres sont, en donnant aux différences 
les signes convenables, 

A | d'A lutrsdi À: 
9-081 559 875 655 | — 194 416 822 | 635 664 
On tire de là successivement, | 
d'Ax d'A — 5 MA — 636 130, 
d'Ax d'A — 3 d'At= —. 194 628 865, 
X A +3 d'Ax= 9:98: 494 909 367, 
valeur qui s’accorde avec celle que l’on trouve dans le Tableau de lar- 
ticle 43. 

146. Réciproquement, sil s’agit de trouver la racine qui répond à un loga- 
rithme donné X, on prendra dans la Table le logarithme prochainement 
moindre À, et la racine correspondante étant a, la différence 0.001 = w, 
on supposera que a+ æx soit la racine qui répond au logarithme donné 
X—A+ 7; et pour déterminer x, il faudra résoudre léquation 


y =x (d'A + (A+ (JA, 


2 


d'A 
— 838 


I IE 


ce que l’on fera aisément par les deux opérations suivantes : 
1°. On négligera dans y, d'A, d'A , les quatre derniers chiffres, comme 
si la table n’était calculée qu’à huit décimales, l'équation à résoudre de- 
0 x sq I . 
viendra y = a(J'A ES d'A), et on en tire 
L= ———. 


JA E 5 A 


2. 


AT — I se « 
On pourra négliger d’abord le terme < d'A, ce qui donnera une pre- 


mière valeur approchée de x; tenant compte ensuite de ce terme, on aura 


une seconde valeur de x, calculée jusqu’à la septième décimale. 
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2°. Soit.x” cette valeur, et & la correction qu 11 faut lui appliquer, en sorte 
qu’on aitx=t'+«, on calculera y par la valeur 


p'= x (PA HE (A + Deer 


et il restera à déterminer & d’après Pérou 
A NE Real 
7 d'AH (x —1) MA ? 
valeur dans laquelle on devra ne pas conserver plus de chiffres significatifs 
qu'il n’y en a au numérateur. 
Connaissant &, on aura la racine cherchée = a + © (x'+ «). 
147. Soit, par exemple, le logarithme proposé X = 9.990 241 672 375; 
le logarithme prochainement moindre, pris dans la table, a pour racine 
a= 1.583, et les nombres correspondans sont 


À d'A d'A | An) 
9-950 225 531 586 | 48 548 340 | 377 564 | — 3515” 


delàèontirey=X—A— 16 140 78%, et la première valeur de x, dési- 
onée par x’, sera donnée par lPéquation 


A DE MEURT 1614 


Ne) 


d’où l’on üre æ'=0.333. Au moyen de cette valeur, on aura successi - 
vement 


NX == 40, 124 625, 
d 16 162, 
48 485 264, 


0.000 333 54. 


60 one rs A 

d'A + (x! — à) d'A 

dl vm806-10af.7 À 

A Te ln 

La racine cherchée est donc 1.583 333 333 34,ce qui s'accorde avec la 
valeur de log T(1 7) portée dans le tableau de l’article r13. 


I Il 


148. Puisque la fonction Fa augmente à l'infini de part et d’autre du 
point où elle est un minimum, il $ensuit que pour toute valeur donnée de 
Ta, plus grande que le minimum, il ÿ aura toujours deux valeurs réelles de 
la racine a. Dans l'exemple récédents on voit par la table que la seconde 
valeur est comprise entre 1.344 et 1. SAS: Les nombres qui correspondent à 
la racine a — 1.344, sont 
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A 08T.0: Jéh.r d'ASADE Néodfé: HBE d'A: 0 
09-950 256 821 818 — 52 058 495 | 430 = 0 475 


D’après ces données, on auraÿ =X—A——:15 149 445, 
| “Ms is 1515 


L' = 
5206 + .47 


m— 0.2 : 
Le 0 pa200 


2 


Au moyen de cette valeur de x’, le calcul s’achève ainsi : 


y! = — 15 145 397 ; 

— y! = — 4 048 , 

CAE CET AA © 94 1977359, 
Te eee ar RON ARENQTE 


donc la racine cherchée a + & (x + a)= 14444 290 077 61. 

149: Étant donnée une valeur de & non comprise entre 1.et 2, 1l n’y a au- 
cune difficulté à trouver log Ta; il faut pour cela réduire la valeur donnée 
à celles qui sont comprises dans la table, ce qui se fera au moyen de lPéqua- 
tion T(1+x)=2x x. Ainsi si l’on demande la valeur de log T(3.318), 
on la déterminera par l'équation log T(3.3148)—log (2.3148)+{T(2.5148) 
— [(2.3148) + U(1.3148) + [T(1.3148). De même on aurait /T(0.3148) 
= ÎT(1.3148) — Ü(o.3148); ainsi tout se réduit à trouver /T(1.3148), ce 
qui se fera aisément par la formule de l’art, 144. 

150. Mais 1l s’agit de trouver la racine 4 qui correspond à une valeur de 
log Ta non comprise dans les limites de la table, voici la méthode qu'il fau- 
dra suivre. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de ec qui donne Fc= 7, 
ou log Te—0.497 149 872 694. Il y a deux de ces valeurs, l’une qui est 
comprise dans la première période, Pautre qui appartient à la troisième. 
Bornons-nous à déterminer cette derniére. 

On trouve d’abord, par quelques:essais, que la valeur cherchée est com- 
prise entre 3.448 et 3.440. Pour trouver la valeur exacte, il est nécessaire 
d’avoir les valeurs de log F qui répondent aux racines successives 3.446, | 
3.449, 3.450, 3.451. Voici le calcul de ces valeurs: 


2.448...0.3588 811 413 473 52 2.449...0.388 988 785 124 71 

1.448...0.160 768 561 861 13: -1.440...0.161 068 385 471 17 
I(1.448)..9.947 278 586 843  T(1.449)..9-947 272 854 564 
F(3.448)..0.4006 858 362 178 T(3.449)..0.497 330 003 160 
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2.450...0.:389 166 084 364 53  2.451...0.389 343 311 252 08 

1.450...0.161 368 002 234 97. .1.451...0.1061 667 412 437 74 
I(1.450)..9.947 267 707 452 C(1.451)..9.947 263 005 114 
T(5.450)..0.497 801 794 051 T(3.451)..0.498 273 728 804. 
Désignant comme ci-dessus 3.448 par a, et log Ta par A, on aura la valeur 
de À et de ses différences successives comme il suit: 


A d'A d'A JA 
0.496 858 362 178 | 471 642 982 | 145 909 | — 47 


Soit encore c=maox, lo Tc—=X, ÿy—=X—A, on aura ÿ—=291 
9 4À3 : 
510 516, et la première valeur approchée de x sera donnée par léquation 


FS, 


| 47164 — Ce 
Soit enfin x = x'—+ a, on aura 


= 291 505 306, 


Vis 
| IT = DT, 
d'A + (x — ?) MA = 471 625 750, 
M 5210 
DUIES 71 625 750 == 0.000 OII 047 - 


Donc la racine cherchée c— a+ m(x'+ a) —5.448 618 111 047. 
La seconde racine de l'équation Te=# serait c—0.286 36471, et :1l 
serait facile de la trouver avec un plus grand nombre de décimales. 


151. On peut encore, par notre Table, trouver les valeurs approchées 


dlog ra ddlogra d* log ra 


des coefficiens différentiels TION E PANNE DEN qui sont des trans- 


cendantes particulières dont nous avons fait voir différens usages. Ces coefli- 
ciens se calculeront par les formules suivantes, où l’on a fait log Ta—=A : 


co E = d'A — d'A + ISA — 2J4A H ISA — etc. 
= JA — JA HA — SA ete, 
FO OT = NAT SA LENA a. | 
- DA 
DES — MA— 2d°A + etc.; 


œ est la différence par laquelle on fait croître la racine à pour former les 
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différences successives d'A, d'A, dSA, etc. On à © — 0.001 quand on 
prend dans la Table les termes qui se suivent immédiatement; mais on 
pourrait également faire — 0.002, 0.003, ou plus , afin de rendre sen- 
sible la différence quatrième J'#A qui est presque toujours au-dessous d’une 
unité décimale du douzième ordre, lorsqu'on prend © — 0.601. 

En se bornant à l'hypothèse © — 0.001 qui est la plus simple, puisque 
la Table donne, sur une même ligne, les nombres A, d'A, d'A, d'A , on 


L . . LA e dA 
voit que la valeur qui en résultera pour le coflicient de 
[#4 


L4 : * % ." LT 4 A d'A 
chée que jusqu'à la neuvième décimale à peu près; celle de 7 ne le sera 


) he sera appro- 


a? 
. LE . 1 dAÀ 0 31 . e , pu 
que jusaw’à la sixième, et celle de Ts Jusqu'à la troisième. Mais c'est déja 


un grand avantage d’avoir les deux premières trauscendantes d’une manière 
si facile et avec un pareil degré d'approximation, 

192. Soit, par exemple, a— 1.500; les différences données immédiate- 
ment dans D table pour cette valeur de a, sont 

d'A = 16 050 324, d'A = 405 620, d'A — — 359; 
on en Lire les coefliciens NE 
5 

 =0. 015 847 594, ae 5 = 0.405 979; + =— 0: 359. 
Si, au lieu de faire © —0.001, on fait w=—0.002; c’est-à-dire, si on prend 
dans la Table les fonctions À qui répondent aux racines successives 1.500, 
1.502, 1.504, 1.506, 1.508, on aura les valeurs de d'A, d'A, SA, JA, 
coinme il suit, R | ù 
J'A = 32 506 268, d'A — 1 621 044, d'A—— 2865, dMA—10. 
De là résultent les coefliciens différentiels, Sa 
D — — 0.015.047 594 250, a 2,405 070, = — 0.3600. 
Ces valeurs diffèrent très peu de celles qu'on à obtenues immédiatement 
par les différences des termes consécutifs. 

Soit encore © — 0.005, on aura à considérer les différences successives 
des termes de la Table qui répondent aux racines 1.500, 1.505, 1.510, 
1.515,1.520; ces différences sont 
d'A=84 304 232, d'A—:10 104.915, d'A——44 425, dMA—5374, 
et on en déduit les coefficiens différentiels 


dA ee 
Ta —= 0.019 847 394 53, 


d 


dA # d'A 
ru == 0 +405 979 32, Ts 70-359 89. 
A à à 80 
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Ces valeurs diffèrent peu des précédentes et semblent devoir être plus ap- 
prochées de la vérité, parce qu’on a tenucompte des différences quatrièmes 
devenues sensibles par une plus grande valeur de ©; cependant la valeur de 
w ne doit pas passer une certaine limitée ; et cette limite qu’il serait difficile 


de déterminer ayec précision, dépend de la loi que suivent les différences: 


* successives de la fonction A. 
153. Dans Pexemple précédent, il est facile de vérifier La valeur obte- 


nue pour + car en faisant a = + dans la formule (45), art. 122, et ob- 
servant aus les logarithmes de la formule doivent être multipliés par le mo- 


dule m = = gi Pour les en en logarithmes vulgaires, On aura 
| I at )de 
OMS C4 fus 
PA 
L'intégrale du second ne prise depuis x =0 jusqu'à æ = 1, est 
égale à 2 —2M /2; donc 
dA 
da 


; 442 d'A 
Mais on a fait ci-dessus B=—»(1—C) ; ainsi ONaUra = Im + B— 2/2; ce 


=(2— 0C) mal 


qui donne, en substituant.les valeurs connues, 


da —°. o15 847 594 543 69, 


(t49/ 
valeur qui doit être exacte jusqu” à la quatorzième décimale : elle prouve 
que les résultats obtenus par la méthode précédente, sont moins exacts dans 
l'hypothèse ©= 0.005 que dans l'hypothèse  —0, 002. 

154. Les formules précédentes donnent les coefliciens différentiels de la 
fonction À — log Ta, en supposant que a se trouve iminédiatement dans la 
table; mais sil faut trouver les coëfficiens différentiels de la fonction X — log 
F(a+ ox), qui est intermédiaire entre les deux fonctions consécutives don- 


néés par la table A — log Ta, À + J'A — = log T(a L ©), voici comment on 
résoudra ce problème d’ interpolation 


- On a généralement 
3 
X— A + xd + ET JA LÉÈT em) dy etc. ; 
et si l’on faita-Léxr=à on aüra!, en supposant à æ seul varie, da = dx, 
d’où er - : Différenciant donc la valeur de X par rapport à x, et réi- 


térant les différentiations ; On aura 
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w De JA + EE gra Se guK 


da 
sl se + ee d'A + ete, 
dax ts 
D Ge D SA TEE Pipe es 
EX RE S D Ù 
œ d'A + (x — 3) d'A Hetc. ETS | = 
etc.  . RCE: M. 


On connaîtra donc les cute didér Ut dent 1l s'agit, par les dif: 
Eu d'A, Ra ie Eau là täble dorine innédi alement. 


a AE dau pan si ; OYA UE SOA TE ete, 


#41) 


tee J'A — MA d etc. À 


E 


«° ae d'A pe ! MA He ete, | 


Celles-ci offrent des RL ünpéu plus. convergentes que celles ‘ l'ar- 
ticle 691, de sorte qu'il y a quelqu avantage à déterminer les coefliciens dif- 
férentiels dela fonction log T(a + ®) par le sut “des différences qui 


répondent à la fonction pr de dense log Ta. 
156. Appliquons les for ‘mules précédentes S.à a fonction X—IogT (a +2); 


alors on fera a— 1.333, x =; 3 et Jes différences données immédiatement 


dans la table seront at | 
d'A == — 57 262 267, MA = = 475 486... JA = ces tA A 


d’où résultent les valeurs suivantes des!coefliciens différenties | 


RE On Aa PAUSE 


da 


AN srl ERA 80 
Le 10.475: 808, 


“de 
Pour: vérifier de preinier de ces résultats, on a avoir ‘recours à Ja formule 


es ra donne 
qi = .— mC, di al aide | 


ue! | da: x 
Effectuant Pintégration si D entre dès limités X—0,X—7, il vient 
-dX 


mx 
Ftus — B + 2m — 2 log 27: MT ST #4 


80. : 
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et en substituant les valeurs numériques, r* 
_ = — 0.007 341 542 008 65, 
d’où l’on voit que nos déterminations sont aussi exactes qu’on peut le désirer. 


e 7 j 2 
157. Lorsque à est un nombre rationnel —) On a vu dans l’art. 122 que 


__ PAG — 2x) dx 


x me 


Pintéorale Z , prise depuis æ=—=0o jusqu'à x = 1, est expri- 


, I LA e # , # | 2 
mée par = — nB,, B, étant une quantité dont la valeur est donnée par arcs 


de cercle et par logarithmes (ibid. à Mais si l’on suppose, par exemple, 
563 ; 


1000? 


la valeur de B, dont il: s’agit sera tellement compliquée, qu'il de- 


viendra à peu près impossible d’en tirer la valeur numérique de l’intégrale 
Z, et la difficulté serait encore plus grande si à était une fraction plus 
composée. | 

Dans ce cas, l’intégrale dont il s’agit pourra se trouver d’une manière 
beaucoup plus facile par la formule de Particle 122, qui donne 

d'log Fa . 
| Z=C+HM ESS ni 
or pour la valeur a= 1.563, on trouve le coefficient différentiel 
: ME D 61040 734 344. 

Aïnsi on aura l'intégrale cherchée Z — 0.671 009 058, laquelle doit être 
exacte au moins jusqu’à la huitième décimale. | 

Nous sommes entrés dans d’assez grands détails sur ces diverses méthodes 
d'interpolation, parce qu’elles sont peu connues, et qu’elles peuvent s’appli- 
quer à toutes les tables dans lesquelles il est nécessaire d’avoir égard aux 
différences du troisième ordre. en | 

En terminant ici le Traité relatif aux deux sortes d’Intégrales définies que 
nous avons désignées sous le nom d'Jntégrales Eulériennes, nous croyons 
devoir faire observer que les divers perfectionnemens qu'a reçus la théorie de 
ces intégrales, depuis qu’elle est sortie ‘des mains de son illustre auteur, 
sont le fruit des recherches que nous avons publiées successivement dans 
plusieurs écrits, savoir : 1°. dans le Mémoiresur les Transcendantes elliptiques 
(Paris 1793); 2°. dans les Mémoires de la classe des Sciences Physiques et 
Mathématiques de l’Institut pour l’année 1800; 3°. enfin, dans les parties II 
et IV des Exercices de Calcul intégral. D’autres géomètres ont publié le ré- 
sultat de quelques travaux particuliers sur la même matière ; mais ils n’ont fait 
que reproduire sous une autre forme les résultats trouvés long-temps aupa- 
ravant par Euler, 


TABLE 


DES LOGARITHMES DE LA FONCTION Fa, 


és à douze décimales, pour toutes les valeurs de la racine a, de millième en millième, 
ais 1.000 jusqu’à 2.000. 


a joint leurs différences première, seconde et troisième. 


LE 
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0 084 ces 065 110|158 408 rat 206 1 
91319.995 109. 473 232|158 704 338|296 o21 
91419.985 264 177 570|159 000 359|295 826 
91519.085 423 177 929l159 296 185|295 630 
91619.985 582 474 114/159 591 815|295 436 
91719.985 742 005 929/159 887 2511295 241 
910|9.989 901 953 180|160 182 4921295 047 
919|9-986 062 135 G72|160 477 539|294 852 
92019.986 222 613 211/160 772 391|294 659 
2119.986 383 355 Go2|161 067 050|294 465 
92219.086 544 452 652161 361 515|294 272 
92319.980 705 814 167/161 655 7871294 079 
292419.086 067 469 0541161 949 866|293 885 
92519.087 029 419 820|162 243 7511203 694 
b26,9.987 191 663 571/162 537 445|293 500 
22719-987 394 201 016|162 830 945|293 309 
2819.987 517 031 961|163 124 2541293 117 
32919.987 080 156 215|163 417 3711292 925 
309.987 843 573 586,163 710 206|292 733 
3119-9838 007 283 882|164 003 029|292 544 
32 |0 88 ts 286 9r1 164 205 573 a 350 
33319.088 335 582 4841164 587 923292 162 

9.988 500 170 407/164 880 085|291 971 
33519.988 665 050 492/165 172 056|2g1 700 
336,9.988 830 222 548165 463 836|291 590 
)3719.988 995 686 3841165 755 426|291 402 

38|9.989 101 441 810|166 046 8281291 210 
33019.989 327 458 6381166 338 038|291 023 
34019.989 493 826 676|166 629 o061]290 832 
4119.989 660 455 7371166 919 893|290 645 
)4219.989 827 375 630|167 210 538,290 456 
»319.989 994 586 168|167 500 994|290 268 
419.990 162 087 162|167 791 2621290 079 
519.990 329 878 4241168 081 3411289 891 
346l9.990 497 959 765|168 371 232|289 705 
Es re 330 As 168 66 9371289 017 
DA: co 834 991 9341168 950 4541289 330 
499.991 003 942 388|169 250 


7841289 142 
)50l9.991 173 182 172/169 528 9261288 997 


WE 
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20111.990|9.091 173 182 172 
197/1.09119.091 342 711 098 
199/1.99219.091 512 528 oi 
107[1.99319.991 682 635 634 
199/1.99419.091 853 030 872 
196/1.995|9.992 023 514 508 
“10811.956/9.992 194 686 355 
15 1.007 AE 365 946 228 
199[1 -920|9.0922 537 493 042 
19611.959/9.992 709 329 313 
199|1 -960 09-992 081 452 156 
_197/1-961/9.903 053 862 28 
19811 : 96210 go 226 559 Bo! 
19/1 -903 9:993 399 543 Gr4 
19611.96419.993 572 814 562 
19411-965/9.993 746 372 002 
19511-906|9.993 920 215 810 
19411.907|9.994 094 345 803 
19511.900|9.0994 208 761 798 
19311-06919.904 443 463 612 
19411 -970|9.094 618 451 063 
19311:97119.994 793 723 969 
19311:97219.994 909 282 148 
19411.97319.0999 145 125 418 
191/1:97419.995 321 253 597 
_194i1-975 9-995 497 666 505 


LS 
O 


191/1.97619.905 674 363 959 
192{1 977 4 dc 851 345 560 
1921.970|9.996 028 611 786 
19211.-979l9.996 206 161 706 
_169]1:960 19.996 383 995 Ge 
19411-98119.996 562 113 113 
188|1 .982 Sion 740 514 058 
191/1-98519.906 919 He 2 
19111.98419.997 098 165 627 
190/1.985|9.097 277 415 892 
_188/1-98619.907 456 948 904 
192/1-08719.007 636 764 487 
187|1.988|9.997 816 862 460 
191/1-989l9.997 997 242 647 
_187/1:99019.998 177 904 808 
18911.991|9.008 358 648 947 
18011.092|9.998 540 074 705 
189/1.093|9.0998 721 981 965 
188/1.09419.998 903 370 551 
186/1.995/9.999 085 440 284 
188}1.996|9.999 267 790 990 


422 490 


Di, I, EL 


169 528 9261288 057|18-|8 
169 817 563 288 Hs 18518 
170 100 6531288 555|18|} 
170 395 238288 398|18- 
1750 653 6361288 211|185|8 
170 071 0847/1288 026|185|$ 
l191 259 8531267 8541/18/18 
171 947 714[287 657 ge 
171 835 3711287 472|184 
172 122 843]267 258|185|k 
172 410 131287 103|18/|} 
192 697 2341286 910|18/|| 
172 O8 1531286 73 Fe 
173 270 8881286 552|18/|8 
173 557 440|286 368|183/4 
173 643 808|286 185|:831# 
174 12 31286 002|183|k 
174 {1 Oos 289 819|182 
174 7o1 8141/2895 637|182 
174 987 4511285 455|182 

906 285 273|182 


170 272 
175 558 
175 843 

176 128 
176 412 

176 697 4541264 367] 182|} 
176 081 821|284 185|181|h 
177 266 006284 004 178 

177 550 o10|283 826|181|E 
177 833 
178 117 
178 400 45 
170 684 


178 067 3371282 928|181|8 
179 Dh 265 282 747|156|| 
179 533 o12/282 571/181|| 
179 815 583|282 390| 156 
180 097 973/282 214|180|| 
180 380 187282 034 176] 
180 662 221|281 858 170|} 


180 944 079 281 679 17718 
181 225 7b8|201 502|176 à 
181 Do7 260|281 326|1r0|k 
181 700 
182 069 


182 350 
182 631 
102 912 
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CHAPITRE XVEL. 


Sur les Intégrales Eulériennes indéfinies de la seconde espèce. 


158. Nous n’avons considéré jusqu'ici que l'intégrale définie fx (4 D 53 
terminée à la valeur æ= 1, et nous l’avons désignée par la; nous allons 
maintenant nous occuper de l'intégrale indéfinie qui se présente dans un 
assez grand nombre de recherches, et qui offre des difficultés particulières 
lorsqu'on veut la déterminer avec un certain degré de précision pour de très 
petites valeurs de x. Nous prendrons de là occasion de résoudre, tant par 
des formules que par des Tables suffisamment étendues, le cas dea=0o et 


X 


è : _fd d. 
celui de a=+, qui sont ceux des transcendantes fe — , f: 
| en (4 =) 

X % 


, sur les- 
quelles plusieurs géomètres se sont exercés. 


$ L. Formules diverses pour évaluer par approximation VE ntégrale indéfinie 
fdx (2 !) Fi 


150. Nous représenterons par F (a, x) l’intégrale. indéfinie f' dx (log a 


prise depuis æ—0 jusqu’à une valeur quelconque de x ; et dans cette déno-. 
mination F(a, 1) sera la même chose que l'intégrale définie déjà désignée 
par Fa. | 

Cela posé, l'intégration par parties donnera li formule 


ASE) — x (log =) + (a — 1) Ta FD) (48) 


d’où 1l suit que l'intégrale T (a, x) peut toujours se ramener à une intégrale 
semblable dans laquelle & est compris entre 1 et 2, ainsi que nous l'avons 
fait pour l'intégrale définie Ta. 

Cette même formule donnerait la valeur exacte de T(a, x), si a était un 


TL 82 
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nombre entier; ainsi on aurait successivement | 


Dix, æ&) ='æ, 


(2,2) =" 2"I0p = + x, 
TG æ (log 2) + 2x log = + 2Æ , 


1\3 
MOIS lire x (log 2) + 37 (5, x), etc. 
Nous n’avons donc à nous occuper que des seuls cas où & est un nombre 
fractionnaire ou irrationnel. 
° T . ,» 
160. Soit log -— 3, on aura la transformée l'(a, x) = /f—2'e""dz, 
g5 | 
d’où résulte en développant l’exponentielle et intégrant, 


gti gt +32 I ze 


g2 L +5 
(a, SE ce er ere A 2 dm MEL € ce DS (49) 


cette formule donne la valeur de T(a, x) par une suite qui peut être diver= 
gente dans les premiers termes, et d'autant plus divergente que x est:plus 
petit, mais qui finit toujours par être convergente. 

Cette suite est convergente dès les premiers termes, si x n’est pas plus 


s I ,» me d , \ 
betit que —: elle peut néanmoins être employée avec succès pour des va- 
Ï ques | 


leurs beaucoup plus petites de x, telles que x =:%, ou même x = ; 
mais alors il faudra calculer un assez grand nombre de termes de la série. 
Par exemple, si x —0.1, il faudra calculer douze à treize termes de la 
série pour avoir la valeur de l'intégrale approchée jusqu’à la cinquième ou 
ja sixième décimale. On trouve de cette manière T (+, 0.1) = 0.056497. 
À mesure que x devient plus petit, il faudra prolonger plus loin la suite 
pour obtenir un égal degré d’approximation, de sorte qu'il convient de 
‘recourir à un autre moyen pour évaluer l'intégrale avec précision, lorsque 
x est très petit, tel que =, 5, etc. 
161. Il semble qu’on pourrait calculer l’intégrale (a, x), lorsque x est 
très petit, au moyen de la formule (48) qui donne par des transformations 
successives 


(a, &)= af H(a—1)zt + (a— 1) (a— 2) etc.] (50) 
Cette série étant continuée suffisamment , ses termes deviendront alterna- 
üvement positifs et négatifs, de sorte qu’on aura des valeurs alternative 
ment plus grandes et plus petites que l’intégrale cherchée. Mais , commie la 
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suite, qui est d’abord convergente, devient nécessairement divergente après 
un certain nombre de termes, il faudra s'arrêter au point où la divergence 
commence, et on n’aura ainsi qu'une approximation bornée qui pourrait 
être insuffisante. 


Si on appelle P" le terme de rang x dans la formule (50) et P"+’ le 
an 


terme suivant, on aura PF! = P"; ainsi la divergence commence 


lorsqu'on aura # = où > 4 +-2, et alors la suité ne devra pas être pro- 
longée plus loin. : 
. I I 
162. Soit, par exemple, à=-,x=—; on aura z=log 100=—/4.60517, 
et a 3=—5.1. Aïnsi la suite ne devra pas être prolongée au-delà des 5 ou 
6 premiers termes. En eflet, on a en faisant z2=— log 100, | 


20e 1 1 2 1 -à 1.3 -È 1.3.5 -7 ) 
r(i à) 100 | 2 As : + etc. ), 
et par le calcul de termes successifs, on trouve 


z = 0.465991 


— : 2 = — 0,050594 


| 0.415397 

HS 2 = + 0.016479 

US SE = — 0.008946 
2.2.2 

E a de + 0.006709 

1.3.5.7.9 24 9:420729 

2.2.2.2.2 = — 0.006044 

0,423085 

+ +? — —+ 0.007935. 


On voit qu'il est inutile d’aller plus loin que le sixième terme, puisque la 
suile devient divergente à compter de ce terme. 
Il résulte de ce calcul que la somme cherchée est plus grande que 
Ô .423085 , et plus pétite que 0.429729. Par un milieu, on trouve la Sômme 
82, 


_ 
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de la suite 0.426407, et on voit qu’on ne peut compter-sur plus de: 
quatre décimales exactes dans cette évaluation ; il en résulte pa la valeur 
de l'intégrale cherchée, T(a, x) = 0.004264. TNT 


. e ” e \ 121 TS a. 
165. Si en prenant toujours a es on eût fait x —= 1000 ? on aurait vu 


d’ abord que la suite ne doit être prolongée que jusqu’au neuvième terme, 
et par le calcul effectif des termes, on aurait trouvé que l'intégrale cherchée 
estcomprisc entre ZX 0. 577o8etx X 0.557173. Le milieu éstx x . 35744 ; 
d’où résulte l'intégrale T(a, x) —= 0.00035744. DUR | 

En général la formule ({ 3) donnera d’autant plus de précision, que x sera 
plus petit; mais cette précision ne s obtiendra que par le calcul d’un plus- 
grand nombre de termes, puusque pour tirer de la : suite toute l’approxima- 


tion qu elle peut offrir, ï faut la prolonger jusqu’à cé que le nombre de ses 


termes soit a — 3 ou a + log = —, | | JO Ho : 979 


Si on IRON AUME la formule (3) au cas de x = — = déjà résolu par la for- 


mule (2), on trouverait que la suite cesse d'être convergente au quatrième 
terme. Les deux pr emiers termes donnent Lx x Oo: D: “af et les trois pre- 
miers donnent T << X 0.6091 ; il en. résulte, par,.un. milieu, T=— 
x X 0.5625— 0.065625 , tandis que la vraie valeur est.0.056497. 11 con- 
vient donc de préférer la formule (2) lorsqu'on voudra avoir au moins quatre 
chiffres significatifs exacts, et que la valeur de x ne sera pas plus petite que 
0.01. Nous verrons ci-après quels sont les Royer d'obtenir une er 
mation plus grande ou même indéfinie. | 


164. Jusqu'ici nous avons supposé tacitement que x ne surpasse pas l’u- 
ke: 1 Ue . ‘ ; À IN4—: 
nité; mais on peut aussi demander l'intégrale fäx(12) pour une valeur 


de x plus grande que l’unité. La partie comprise depuis x=0 jusqu’à x=1, 
est connue et FPE par T(a); ainsi tout se réduit à trouver l'intégrale 
depuis æ= 1 jusqu’à une valeur quelconque de x > 1. 


Remarquons d’abord que dans tout cet intervalle, l o) étant négatif, il 


faudra mettre l’intégrale sous la forme (— 1Y—dE( le). Je fais abstrac- 
tion du facteur (— 1)}7! qui peut être réel ou imaginaire , suivant les diverses 
valeurs de a, et je considère simplement l'intégrale fax (lx)*—" que je désigne 
par (a, D, et qui est supposée nulle lorsque LI... + 


Si on fait x=u, on aura æ —e*, et l'intégrale dont il s'agit Em 
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fu'du.e"= fu'du(: +u+ ju etc.); d'où l’on tire 


Qt 


ue ‘yet Fute Edo 
Va, a)= rt ments cs tete, (51) 
formule où il n’y a pas de constante à ajouter, parce qu’elle s’évanouit 
lorsque x = 1. 

La suite comprise dans cette intégrale pourra être civergente dans les 
premiers termes; mais elle finira toujours par être PSE Ainsi on en 
tirera dans tous les cas une valeur aussi approchée qu’on voudra de la 
vraie intégrale, et il est JURA que cette valeur deviendra infinie si on 
RATS Qt 

165. On peut encore mettre 4 (a; x) sous une forme plus FRÈRE Soit 


dl 
du .e“ = Pe*, on aura uw = P + — ; soit ensuite pe — = Ausr: 
nl po | Air 


+ Bus*® + etc., on trouvera À = — 


donc 


3} 


1 
OT ae CU) 


us +i uo+2 \ 
TR DL, = — Pres HiGrnGs 4), (6) 
série’ qui aura, comme la précédente, la propriété de devenir toujours 
convergente, mais qui aura de plus l’avantage de donner des valeurs alter- 
nativement plus grandes et plus petites que l'intégrale cherchée; de sorte 
que le degré d’approximation sera connu dans chaque cas par la différence 
de deux termes consécutifs. 


$ Il. De l’Intégrale Z — = , prise à compter de x = 0. 
| log - 
x 


à 1 
166. Cette formule résulte de la formule générale en faisant 4 = 0 ; soit 
A + = { : LP) da 1 
alors {== 3 où x—=e"*, on aura la transformée Z=f—e-*, — , qu'il 
RE we jai Fa 

NE 4 . I | 
faudra prendre depuis $=@ jusqu’à 2==/-; substituant au lieu de e—* sa 
valeur développée et intégrant, on aura 


I 
nf 2 à 


2 I 


3 
eg — etc. (53) 


2 


La condition, pour déterminer la constante C, est que Z s’évanouisse 
lorsque 3— ® ; mais les quantités infinies que cette supposition introduit 
ne permettent d’en tirer aucun résultat et il faut recourir à d’autres 
moyens. | 
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167. Considérons pour cet effet intégrale 


Vs "AU Se 


prise de même à compter de x = 0 , nous aurons V = — log (1—x)—Z, 
et par conséquent 


/ Z | 'UTOC A 138 no diet 
V2 6 fin CE) LUE marbre 64 


Il suflit de connaître la valeur de V dans un cas particulier pour déter- 
miner la constante C’; or, si on fait x — 1 — &, © étant infiniment petit, 


3 log (1 —« 
OÙ AUTA = — rés dass . ah — 1, de sorte qu’on aura dans ce cas V—C. 


Mais par la formule Pat 120, on a dans le même cas V—C; donc 
C'=C, G étant le nombre connu dans la théorie des fonctions T', dont 
la alu calculée avec quelques décimales de plus que dans l'article 86, 
est 


C—0.57721 56649 Gräs 86061 8)r265 


Cela posé, la formule (53) fera connaître l'intégrale Z par une suite d’autant 
plus convergente que x Sera plus près de Punité ; lorsqu'on fait æ = 1 , on 
a z—0, et par conséquent Z devient infini; mais cet infini n’est que lo- 
garithmique; car en faisant x = 1 —w, © étant infiniment petit, on a 


I I 
= log - — C — ©. 
vs log ' h 
» + e e i I : s 
1608. À mesure que x diminue , 3 ou log - augmente de plus en plus, 
X 


et la suite contenue dans la formule (53) devient de moins en moins con- 
vergente; elle peut même devenir divergente dans les premiers termes, 
loïSqu’on veut déterminer l'intégrale Z pour une très petite valeur de x, 
miais elle finit toujours par être convergente après un certain nombre de 

. iè È I 7? I 25 ’ 
termes. Soit P le 7°” terme de la suite 3 — 3 sgh ae ST etc., et P 
le terme suivant, on aura, en général, P’: nues y - P: ainsi la convergence 


dé la suite aura lieu-au plus tard dès qu'on aurä = ou > z. Par exemple, 
si l'on : EVA ere GE = Où te ce qui donne 2710; la sai sera COn- 


15e 


n==6;, on a G Fee CE) ni ne on voit en.même, Maro que mu pt 


des termes qui An le point de convergence, et celle d’un assez grand 


CHAPITRE XVII 5o7 


nombre de termessuivans, rendent très difficile le calcul par la formule (53) 
de la fonction Z, pour une valeur. de x aussi petite qu’on l’a supposée , 
et la difficulté augmenterait toujours à mesure que x serait supposé plus 
petit. 

169. Pour obvier à cet inconvénient, on pourrait faire usage de la mé- 
thode des quadratures; mais on peut aussi , par d’autres formules, éviter 
ces calculs de quadrature , qui sont toujours très longs, surtout dans le 
cas dont il s’agit, si l’on voulait obtenir un certain degré d’approximation. 
Et d’abord la formule (50) donne, pour le cas de a= 0, 


x x 2% 2.93% 2 34% 
Z = A dt OR: aeitie* ME à 75 ——eic., (55) 


formule qui sera d’autant plus convergente dans les premiers termes, que z 
sera plus grand. Mais comme le 2°" terme de cette série est égalau précé- 


dent multiplié par — , On voit que la suite deviendra divergente dès 


qu'on aura 2 — 1 >3. Ainsi, dans le cas de 32 = 10, dont nous avons déjà 
parlé, la suite sera divergente dès le douzième terme. 

Pour apprécier le degré d’exactitude que donnerait la formule, dans le 
cas dont il s’agit, il faut observer que dans une suite telle que la précé- 
dente, qui doit s'arrêter aux termes à peu près égaux T —T', la somme 
totale est connue, à une différence près de + T environ. En général, soit 
x—=e"" ou z—72, l'erreur sur la valeur de Z aura pour limite... 


1 2.3.4....,.n—1 Lt Tr hr : « é 
ES rene Lg; 7", ce qui donne en logarithmes 


vulgaires log e—— 2mn— }ln+ 1li7,m étant le module 0.434209 , etc. 
Il s’ensuit que la valeur de Z déduite de la formule (55) sera exacte jusqu’à la 
décimale de l'ordre #, si Pon a k—2mn++ln—2?li, et par consé- 
quent si— 71n où log x — Sy 

L’approximation obtenue par la formule (55) est donc de plus en plus 
grande, à mesure que z est plus grand ou x plus petit; elle donne neuf 
décimales exactes pour la valeur 2= 10 ou x — 0.0000454, mais à me- 
sure que æ augmente, l’approximation diminue et devient bientôt insufli- 
sante, comme on la vu dans le cas de x = 0.01 (art. 162). 

Il nous reste à démontrer uné troisième formule dont l'application s’étend 
depuis les plus petites valeurs de x jusqu'à celles qui permettent d’em- 
ployer avec avantage la formule (53). Cette troisième formule, qui s’exprime 
en fraction continue , est connue depuis long-temps des Analystes; mais 
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ils ne se sont point occupés d’en rendre le calcul facile, m1 de fixer le degré 


de RRÉGIRON dont elle est susceptible, suivant le nie PA termes autrui 
on veut s'arrêter. 


$ IL. Expression de l’Intégrale T (a, x) en fraction continue. 

170. Considérons en général la fonction Z=T (a, x)= fz°-'dx, dans 
laquelle nous supposerons a positif et plus petit que l’unité, ce que l’on 
peut toujours obtenir par l’application de la formule (48) ; l'intégrale Z 
étant prise à compter de x=0o, la quantité 3°", où a— 1 est négatif, 
sera plus grande pour la dernière valeur de x que pour les valeurs précé- 
dentes, de sorte qu’on aura toujours Z2= 2° "xXT, T étant en général une 
quantité plus petite que l'unité, mais qui se réduit à l’unité lorsqu'on 
suppose x infiniment petit. Si l’on différencie cette équation et qu’on sub- 
stitue les valeurs dZ—z°='dx, dx =—xdz, on aura, pour déterminer T, 
l'équation différentielle 

TE nn ES NT 12 0 


2 


qu'il conviendra de mettre sous la forme suivante, en faisant z — 


{? 
CdT : (t—a)ê+i1 1 
TA FT ne Eee) (56) 
171. Considérons plus généralement l’équation difiérentielle 
SAT a+ “e 1 | 
Dé TT d +Hét—r=o, - ST) 


dans laquelle & et 6 sont des coefficiens constans; si l’on fait T= 1 ACT", 
on aura la transformée | 
life at” | : ban nstsrer nb 
CAT + . n) Le AE + (TROT  o 
Le coefficient # étant arbitraire, on peut faire ka e + 6 ; alors divisant tout 
par ACT" ,on aura 


ar, ( = +: 
À Bt li tr 


"2 RAA TE) 7 m0: 


Cette transformée est entièrement RM A fe a la proposée, puisqu” en fai- 
santæ=1—a, 6/—a+é,on peut la mettre sous la forme 
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Wie: dé +1 ’ Midi 
mat r tm 


et on aura en même temps À — 6’. 

172. Il suit de là que, par des substitutions répétées, on obtiendra des 
transformées successives en T’, T”, T/, etc., qui seront liées entre elles et 
dont les coefficiens seront déterminés par les équations suivantes: 


— 1 + C'ÉT’, d—1—a, 6—=a+6é, 


“ 


T- mn 

eh, cpl rad ME = «, El 1 +6, 

_ — 1 + GUGEPE ay — ae, Mi L à + &: 
js = 1 + GreT'r, a= à, Et 2 + 6, etc. 


On pourra donc exprimer la fonction T par cette fraction continue 
Tr (iH(a+e) CGHGHOË(G+(G+ate): (14+(2+46)6: (1 +etc., (58) 


où il faut remarquer que les dénominateurs des fractions composantes sont 
tous égaux à l'unité, et que les numérateurs forment la suite 


(HE), GH6X, (Ha + EX, (2H 6X, (2Hat 6, ete, 
dont la loi est telle, que les termes croissent- alternativement de ( 1—a) 
et de aû. 

Cette expression sera l'intégrale de l’équation différentielle (57), si toute- 
fois la fonction cherchée T doit se réduire à l’unité lorsque Ê = o. 

175. Cette condition étant remplie dans l’équation proposée (56), il y 
aura lieu de lui appliquer la formule (58); c’est pourquoi faisant = 1—a, 
£—0, on aura, pour l'intégrale générale Z = fz° "dx, cette expression 
en fraction continue : | 
ares (ra) (1H (aa (at Ga) -ete,, (50) 
où lon voit que les numérateurs des fractions composantes forment la suite 


(1— aÿ,0,(2— a), À, (3 — a), 3€, (4— aX, etc., dont les termes 


croissent alternativement de a£ et de (1—a)£. 
6 IV. Application à l’IntégraleT (0, x). 
174. Maintenant si lon fait 40, on aura, poux le cas particulier de 
Aa, dx : Dr 
l'intégrale Z — 1à —) cette troisième formule 
TI. | 83 
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Late (ipali(ioti(i + Ci(ihete. (60), 


où lon voit que les numérateurs £, £, 27, 2£, 3€, 56, AC, etc., croissent 
alternativement de o et de En 


Il n’y aura lieu d'employer cette formule que pour de très petites 
valeurs de x, qui laissent encore £ assez petit; car, par exemple, pour la 


I Li re 
valeur x — a —0-0163, qui donne 3=—4 et {=}, on pourra employer 


indifféremment la formule (53), qui ne cesse pas d’être convergente, ou la 
formule (60); le choix de l’une ou de l’autre dépend encore du degré d’ap- 
proximation qu’on veut atteindre , et qui s’obtiendra plus facilement, tantôt 
par une formule, tantôt par l’autre. Pour mieux en juger, il faut faire voir 
quelle est la meilleure manière de calculer des fractions continues telles que 
la formule (60), dans Riquelle les numérateurs augmentent à l'infini, tandis 
que les dénominateurs restent égaux à l’unité. 

175. Soient D à x & les trois fractions consécutives qui résultent du 
calcul de la fraction continue, exécuté suivant les règles ordinaires en s’ar- 


rétant à la fraction composante se on aura, d’après la loi connue, 


P=P+uP, Q'—=Q+xQ; de là PQ—PQ'—y(P°Q—PQ"), 


ou 
F7 Pau #Q° É P° 
QI Qr QE QT" 
Supposons la différence à à positive—=R°; on voit que la différence 
: al ‘fé ‘ 
suivante Q —— Q ‘era négative; en l'appelant —R, on aura 
h=— _ Re 


: C à 
On parviendra donc à la valeur =; en calculant par cette formule une 


Q 


suite de différences r, 7’, r,..,. R°, R, qui, à partir du premier terme A 
de la série, s’appliqueront alternativement en plus et en moins au résultat 
de tous les termes précédens ; d’où l’on conclura 


SA mr R°—R. 


Les signes des différences seront toujours alternatifs, tant que les indices 
H Seront positifs, comme dans le cas proposé. On obtiendra donc ainsi des 
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résultats alternativement plus grands et plus petits que la valeur totale 
que l’on cherche, ce qui donnera à chaque instant une mesure du degré 
d’approximation auquel on est parvenu. Lorsqu’il ne manquera plus qu'une 
ou deux décimales pour obtenir le degré désiré, on pourra s’arrêter à la 
dernière différence calculée R, et suppléer aux différences suivantes R', 
R", etc., en considérant la suite R°, R, R’, R' comme une progression 
géométrique; dans cette hypothèse, faisant R = «R°, on aura.. 


R—R HE R'— etc. R(1 — à + — etc.) — 


R dt 7 ; 
; ainsi, au lieu de la 
1+a 
. » dé R e e . 
diférence R, on prendra - E Pour plus d’exactitude, on pourrait avoir re- 


cours aux trois derniers termes R°°, R°, R, et faisant R°—a°R°°, R—aR?°, 

on supposerait par analogie R'=—«’R, et l’on déduirait le rapport &’ des 

deux rapports connus æ°, &æ, par l'équation log &°= 2 log & —log &°; en- 
P 31973 D S'ÆrrmI0S 


suite, au lieu de R, on prendrait — 

176. Pour calculer facilement les différences R et éviter en même temps 
l'embarras des grands nombres auxquels condujrait nécessairement, dans ces 
opérations, l’accroissement rapide des indices w, voici comment il faudra 
procéder. 

Soit la fraction proposée Z=X : (1 Hu(itu:i(itui(itpst(ibetc.; 
les premiers termes, calculés à la manière ordinaire, sont : 

X CR X (+) X(1+ mm) 
1? 1+4? 1+e+, 14e etre) 
et la série formée par la différence des termes consécutifs commence ainsi: 


, €tC., 


X X Xp 
RARE NE EME PAG see 
Pour la continuer indéfiniment, on prendra des auxiliaires By x, BA, 
8, A, ete., d’après Ja doi suivante, qui comprend celle des différences 
Hits Ve etc., = 


— IC. 


d'est, À = R — XÜA, 

8, — À ; Ne" RU? R, = R6,A,, 
px, A, R= RU, 
br bals As TE R: = Rss, 
: du), 6 A = us Va Rs0y4 » 


etc. etc. etc. 


83... 
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Cela posé, la valeur de Z se calculera par la suite 

Z=X—-R+R —R, HR; — R, + etc., 

qu’on prolongera jusqu’à ce qu’on ait obtenu le degré d’exactitude désiré. 

177. Ces calculs, comme on voit, sont très faciles à faire par logarithmes: 
toute prolixité et toutes opérations inutiles en sont écartées; il suffira de 
calculer les termes X,R, R,, R,, etc., avec une décimale de plus qu’on 
n’en veut avoir dans le résultat, et l’on prolongera la suite des différences 
jusqu’à ce qu’elles appartiennent à l’ordre de décimales qu’on peut négliger, 
ou seulement jusqu’à ce qu’elles approchent de cet ordre, puisqu'on peut 


tenir compte des termes suivans par le moyen que nous avons indiqué. 
Il est bon d'observer, au sujet de ces calculs logarithmiques, que pour 


déduire chaque À du 8 correspondant, par l’équation = = 1 +6, 0on pourra 


d 
| 1+0 
logD=log (ad) Æ;d”’, d’où résulte log(1+-8), ou — log A=log(1-+-a)+D. 
On prend pour 4 le nombre de la table dont le logarithme approche le plus 
de log 8 ; il suffit que & ait au moins le tiers du nombre de chiffres significatifs 
avec lesquels R doit être déterminé; mais il faut que log(1 +4) soit aussi 
donné dans la table immédiatement et sans interpolation. 


faire usage des formules souvent mentionnées log 0— log a d, d' = 


UE On 
178. Comme on a en général R, — Rise TE 
différences R, R,, R,, etc., vont continuellement en diminuant, dès le com- 
mencement de la série, ce qui est une suite de ce que les indices ge sont 
supposés tous positifs; ainsi à mesure que la suite des différences est pro- 
longée, l’approximation augmente de plus en plus, pourvu que les différens 
termes, à compter du premier X, soient calculés jusqu’au nombre de déci- 
males qu’on veut obtenir dans le résultat, ou même au-delà, pour obvier à 
l'accumulation des erreurs. 


» il est évident que les 


La formule (Go) est donc propre à déterminer l'intégrale Z pour de très 
petites valeurs de x, sans être sujette aux inconvéniens que présentent les 
formules (53) et (55), la première en offrant des termes divergens dés le 
commencement de la série, et fort grands par rapport au résultat cherché; la 
seconde, en amenant assez promptement une divergence qui limite beau- 
coup Fapproximation et la rend souvent insuffisante. Cette formule, cepen- 
dant, est loin de conserver son avantage, lorsqu'on l’applique à des valeurs 
de æ qui passent une certaine limite; car-sa marche se ralentit de plus en 
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plus, à mesure que æ augmente, et la formule (53) devient fort préférable, 
surtout si l’on a besoin d’une grande approximation. 


179. Pour mieux apprécier la formule (60), essayons de déterminer com- 
bien il faudra calculer de termes de cette formule, afin d'obtenir la valeur de 


Z CÉ£2 , | ON Er . . 
ge avec un nombre 2 de décimales, où de manière que l’erreur soit moindre 
que 107. 

On remarquera d’abord que le n°" des numérateurs ©, ©, 26, 2€, 56, 
3€, etc., peut être représenté par 20 (2 + sin°127); Or On a 0, =, _,, 
ou 8,(1 +8, _,;)—=p,; donc 0,(1+0,-,)—= 1 (2 +sin-n7). De là on voit 

1 dy | 
que 8, a pour limite (:£n)3, et qu’ainsi lorsque » devient un peu grand, on 
peut supposer 8, = y/(aÿ2). 


Soit log R,= Us, l'équation R,= Rs-:8,À, donnera U,= U,,+ 1 


1H, 


=Ù,_, — + = U,_, — ra): d’où l’on déduit la valeur approchée 


U, = const. — 2 VC). 


Ainsi, à mesure que z augmente, le logarithme hyp. de R, approche de 


plus en plus de la limite: const. — 2 / ( =) et son logarithme vulgaire, 


L 
2 


de la limite : const. — 2m 7°), Si l’on veut donc que cette limite soit 
a 1 


, ID \ Q \ à Q r 
— L, ON aura 27 /()= const, + i, ou à peu près 2—%M°C:*, M étant 
56 | | | 
- le nombre 2.3025, etc. On voit par conséquent que le nombre x augmente 
en raison du nombre £, et aussi en raison du carré du nombre de décimales 
qu’on veut obtenir. | 
Soit. par exemple, x=—0.0o1, ce qui donne 3=/ 100= 2M £——; on 
OI, P pie; 0-07; ce Dir UE 6 M ° 
: mr 
aura à peu près z — Mi; dans ce même cas, x = == 0.00217; donc 


200 
si l’on veut que Z soit déterminé avec dix décimales exactes, il faudra faire 


i—8, ce qui donnera = 4M=— 9.2; donc il suflira de 9 à 10 termes de la 
série des R, pour obtenir ce degré d’exactitude. Si l'on veut vingt décimales 
exactes, il faudra faire = 18, ce qui donnera 7 —46.5; ainsi la série des 
R devrait être prolongée jusqu’à 46 ou 47 termes. | 

Si l’on fait x— 0.1 , L sera égal à m3 et l’on aura 2 — 5 Me" ; dans ce même 
cas, xt —0.0434; donc, si l’on veut déterminer Z avec dix décimales 
exactes, il faudra faire i=9, et l’on aura 7—22, Cest-à-dire qu'il faudra 
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calculer 22 ou 23 termes de la série, et pour lavoir avec vingt décimales, 
il en faudrait calculer plus de 100. La formule (53)'éxigerait aussi environ 
22 termes dans le premier cas, et seulement 32 dans le second, Nous ajoute- 
rons qu'à égal nombre de termes, l’usage de la formule (53) est préférable, 
parce que chaque terme se déduit très simplement du précédent. 


180. Pour faciliter le calcul des fonctions Z, dans tous les cas où x n’est 
pas très petit, nous joignons ici une table des valeurs de la fonction V, cal- 
culée pour toutes les valeurs de x, de centième en centième, depuis 
== 1.00 Jusqu'à X—0. Il nous aurait été également facile de donner la 
table des fonctions Z, puisque la somme de ces deux fonctions est égale à la 
quantité — {(1 — x), donnée immédiatement dans la table des logarithmes 
hyperboliques. Mais l’interpolation pour les valeurs de x peu différentes de 
l’unité serait d’un calcul difficilé et peu exact dans la table des fonctions Z, 
tandis qu’elle est très facile dans la table des fonctions V. D'ailleurs, con- 


LL . ? e LE I 
naissant V, on a immédiatement Z— 1(: =) — V. 


Le calcul de la table des fonctions V a été fait par la formule (54) ou par 
une formule équivalente, depuis x = 1.00 jusqu’à x — 0.80. Pour les 
valeurs suivantes, depuis x = 0.80 jusqu’à x —0.06, nous avons préféré 
d'employer la méthode des ordonnées moyennes, corrigée pour les dernières 
valeurs de x, comme on l’a expliqué (art. 818), Enfin les cinq derniers termes, 
à compler de x=0.05, ont été calculés par la formule (60), qui donne la 
valeur de Z, d’où l’on tire celle de V. ee HUE | 

181. L'interpolation de la table des fonctions V se fera à l'ordinaire , par 
la série des différences, tant.que x ne sera pas plus petit que o. 10 ; il devien- 
dra seulement nécessaire d’avoir égard aux différences du cinquième , :ou 
même du sixième ordre, lorsque x approchera de cette limite, et dans ce 
cas, 1! conviendrait d'employer la série des différences dans l’ordre de x 


PL 


croissante (0.0 2 2e DR 4: | NN AT KR 
L’interpolation peut aussi se faire en général, par une formule dont Pap- 
plication s’étend jusqu’à des valeurs assez petites-de x. | si 
Soit a le nombre de la table qu approche de plus de la valeur donnée 
IAA; où connaît la-valeur correspondarite de V(a), et par conséquent 
celle de Z(a) ; il ne s’agit donc que-d’avoir là différence y=La)—Z(a—«). 
Pour cela soit +2 €, ce qui donne Z = f — er soit ensuite a = e—, 
[#4 


| Li 1 , 
a ae be on. 8—i 6 ui ; soit enfin z = b +, on-aura 
[119 Un: &? ‘a a? ? 
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| bts} 2 
intégrale qui devra être prise depuis © —0 jusqu’à © —6. Le premier terme 
= fe—“de donne , (1 — er£), ou 2 ; les autres étant intégrés suceessivement 


par le développement de e—*, on en tire 


a ae? /1 6 1 (? 1 cs I 64 
Fer rGrsts rss tsar eee) 
ag /x 6 1718 1/61 
+FG—7ts.s—ss ste) (x) 
agt /1 6 46 
HN ut SEPS 016 ete.) 


Cette formule pourra s'appliquer depuis x= 1 jusqu’à x = 0.05 ; mais au- 
dessous de cette limite, il sera plus simple de calculer directement la fonc- 
tion Z par la formule (60). 

182. L’usage de la Table est borné à la valeur x = 1, qui rend la fonc- 
tion Z infinie; passé x — 1, la fonction Z redevient finie ; elle diminue 
progressivement jusqu’à la valeur x=1.45137, où elle est nulle ; ensuite x 
continuant à augmenter, la valeur de Z devient négative et augmente jus- 
qu’à l'infini. D'ailleurs depuis x = 1 jusqu’à x = ©, cette fonction se dé- 
terminera avec tel degré d’exactitude qu’on voudra, par la formule (53), 
où il faudra changer le signe de z (excepté dans le terme 3), et faire 2—logx, 


ce qui donnera 
ME à I 5 I z{ 
Z=—C— um —— 2 ©, > — etc. 
| 2°" 5 fe QC 2.3.4 + 4 

Imaginons une courbe dont l’ordonnée pour chaque abscisse x soit égale 
à la fonction 7; l'aire de cette courbe sera 


xdx 


JEdx = xl —f — = xl — Lx), 


X 


en désignant par Z(x*) ce que devient la fonction Z ou Z(x), lorsqu'au lieu 
de x on met x*. Si dans cette équation on fait x = 1—©,& étant infini- 
ment petit, on aura x = 1—20, {(x)=—C— lo, L(x)=—C— (20). 
Donc, fZdx= l2 ; ainsi quoique lordonnée Z soit infinie lorsque x = 1, 
Vaire de la courbe pour cette même abscisse, n’en est pas moins égale à la 
quantité finie 22. | 
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TABLE des valeurs de lIntégrale V— 


x | Int. V. Dit. | IL [univ | int v. Dif.1. | 11. | ur |1v} 
1.00/0.57721 56649|600 41806| 84176] 868| 16,0. 50|0.31447 01373|508 1 2375|1 65837| 3206| 15} 
0.9910.97221 14843|5or 25982| 85034] 874| 18l0.4 0.308689 4809981559 78212|1 60043| 3331| 184 
0.9810.50719 88861|502 11016| 85908| 802 10.48 0.308329 70780|561 47255|1 72374] 3463| 14} 
0.97/0.56217 77845502 96924| 86800! 909! 100.47 0 20768 2353118563 10620|1 75837| 3603| 14} 
9.90,0.55714 80921/503 83724| 87709| 928] 10l0.46|0.29209 03902564 03466 1 70440! 3751] 15} 
lo.95l0.55210 97197/504 71435]. 88637] 0947] 19l0.45l0.28640 084361566 74906|1 83191| 3910| 16k 
; 0.541506 2576415065 6oo7o 89584| 066| 2010.44 0.28073 3356301568 58097|1 87101| 4o78| 46 
0.54200 6566941506 49654] 90550! 986| 21l0.4310.57504 75433|570 Â5198|1 91179| 4258] xc| 
0.036094 16040|507 {0204| 91536|1007| 21l0.42|0.2600934 30235 572 36377|1 05437| 4451] 50 
0 
0 
0 


.03166 75836508 31740| -92543|1028| 23lo.41l0.26361 9380581574 31814|1 99888] 4656| 22} 
-52678 44096509 24283] 93571|1051| 22l0.40l0.25787 20441576 31702|2 04544| 4878] 34 


OMO71C10 80 
© =D © 


«© LO CO OO 


KO 


8910.62169 19813|510 17854| 94622|1073| 22l0.30l0.25211 30342|578 36246|2 09422| 5115| 9Ë 
8610.51659 01959511 12476] 00606! 1005| 27l0.38l0.24632 9409615680 45668|2 14537| 5360] 2r 
+87l0.51147 894831512 08171] 67901122] 25l0,37l0.24052 48428|582 602052 19906 5646! oc 
8010.50635 81312513 04961| 97912|1147| 23lo.36|0.23460 88223 584 8o111/2 25552] 5943| 32 
0.85l0.50122 7635115014 02873] 99059|1170| 30l0.35|0.22885 08112 587 05663/2 31495] 6265| 38 
0.8410.49608 73478615 01932|1 00229|1200| 26l0.34|0.22298 0244915890 37158|2 37760! 6617| 3:h! 
4lo.33 US 846 516 es I ie 1226| 290.33 FT 65291 os 7018 2 44577] 6996 4 
0.02 048897 69385517 03590|1 02655|1255| 30lo.32l0.21116 90373 594 19206|2 51373! 7415] 45 
Hlo.8110.48060 65951518 06245|1 o3910|1285| 31lo.31|0.20522 71078 596 70668/2 58705! 7866! 50! 
0.80/0.47542 59550519 10155|1 05195|1316| 33l0.30|0.19926 00410 599 294532 66051! 5368| 54 
0.79l0.47023 49395|520 153501 06911|134 l0.29l0.19326 700957|6o1 o6104|2 790o19| 8014| 614 
Due 046503 31075 521 21861|1 07860 1382 3310 28 D BH 74853|604 ÿ 123|2 03033 ar. 67! 
2-10 H0ER 121841522 20721|1 09242|1412| 38lo.25|0.18120 03730 Go7 55056|2 93458|10196| 94 
lo.70l0,45459 82463|523 38063 1 1009411450! 42lo.26l0.17512 48074610 4851413 03654[10945 y 
_Mlo:7510.4/4936 43500524 4o9017|1 12104|1/492| 33l0.25|0.16902 00100|613 52168|3 14599|1 1786 94} 
no.7410.44411 9038831525 Grg24lr 13590|1525| 44l0.24|0.16288 47092616 6656713 26385|12726| 1061, 
0.7310.43886 32159]526 753201 15121|1560| 30lo.23l0.15671 81225 619 93152|3 39111|13701|1201 
110.7210.43359 56830527 go441|1 16690|1608| 44lo.22l0.15051 88073|623 3226313 52902|1/998|138 | 
0.71|0.4283: “ut 529 07131|1 18298|1652| 46lo.21|0.14428 55810|626 85165|3 67000 10979 1581 
Lo.7010.42302 59267530 25420|1 19900|1697| 47lo.20l0.13801 70645|630 53065|3 94270|17960|1841 
Dlo-0910.41772 3383810531 453701 21647|1744| 4 lo.19lo.1317r 17580|634 37344|4 022/44|10807|214| 
: 0.68 re 88459532 En 1 23301 1203 Bo: 18 0.125036 80236 638 39588|4 2201 RE 204 
110.67/10.40708 2143351533 oo417|1 2518411844] 55lo.17lo.11808 40648 642 61639|4 44006/2//{96|302 
4lo-0610./0174 31016/535 166o1|1 27028|1899| 530.160. 1125 79009|647 0564514 68502|27518|365| 
110-6510.39639 154151536 42629|1 28927|1952| G1lo.15l0.10608 7336416061 7414714 96020|31173|446K 
Nlo.64l0.30102 7278615373 71556|1 30870l2013| 60olo.1/l0.0 996 99217656 5016715 27103|35642|550k 
0.063 0. 38565 au 530 02435 I 32802 2073| G3lo. æ Ed ns 667 21360 5 62835 41205|705 |! 
10.6210.38025 9870b|540 35327|1 34005|2136| 68lo. 12l0.08638 31690667 6019516 04040|48263|915| 
Alo.61|0.37485 03468 541 go292|1 37101/2204| 68lo.1r|o.07970 71495|673 64235|6 52303 57417 
110.6010.36943 6931761543. 07393l1 39305|2272 75lo.100.07197 07200|680 16538|7 09720|60647 ‘8 | 
110-59/0.36/00 857831544 46608|1 41575|2347| 76lo.00l0.06616 9907221687 26258|5 709367186546] | 
. 35856 30085 515 88275 I NE e 63 0e 0.05929 6/46/ Gob 05625|8 aus 
[o-5710.36810 50810|547 32190|1 46347/2506| 84lo.07l0.05234 58639|703 71538l9 76010 
0.9610.34763 186111548 78540|1 48853 2590! 89l0.02|0.04530 87301|713 48448 | 
10:5510.34214 {00651552 27390|1 51443|2670 9410.05|0.03817 38853|724 73032 
110-5410.33664 1266615651 78842|1 54122|2773|101l0.04 0,03092 6/921|738 10943 
0.93l0.33112 338241553 32904|1 56805|2874|10410.03|0.02354 53978|754 79049 
0.52|0.32559 00860|554 80850|1 Hbe 2978|112l0.02|0.01599 74929|777 69008 
0.5110.32004 11001/556 409628|1 62747|3090|11610.01|0.00822 05921[022 05921 
1l0-50l0.31447 61331558 12375|1 65837|3206|125l0.00l0.00000 00000 
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CHAPITRE XVII. 57 
6 V. Application à l'Intégrale T(£, x). 


183. Nous avons traité fort au long des différens moyens d'évaluer la fonc- 
. ton T(a, x) dans le cas de a— 0. Occupons-nous maintenant du cas a—=#?, 


RU i Dre 
qui est celui de Pintégrale Z = fdx (2) 2, 
X 
Faisant à l’ordinaire L- —7Z, CU X—e7*, on aura sous une autre forme 
Z=/f—3 *°dze-", d’où l’on tire, en développant e—* et intégrant, 
1 2 3 4 
A OP 2 EL se bte | TRUE SPRL dl Mel ) 
Z=T;— 22 (: a TT SE M RASE IE etc. (62) 
On sait d’ailleurs queT = y/7, ainsi étant donné x et en même temps 
AY = , on connaîtra l'intégrale Z par une série d’autant plus convergente, 


que 3 sera plus petit, c’est-à-dire que x approchera plus de l’unité. 

À mesure que æ deviendra plus petit, la série sera de moins en moins 
convergente ; elle deviendra même divergente dans les premiers termes, dés 
qu’on aura 2>3, ou x ET < 0.05. Dans ce cas et dans ceux où æ est 
encore beaucoup plus petit, la série, qui est divergente dans les premiers 
termes, finit toujours par être convergente, et même plus que toute progres- 
sion géométrique”décroissante. Mais, comme il faudrait calculer un nombre 
de termes assez grand pour arriver au point de convergence (qu’on peut tou- 
jours déterminer & priori), et que ces termes ayant une valeur absolue beau- 
coup plus grande que le résultat qui doit provenir de la série totale, il de- 
viendrait nécessaire de calculer chacun d’eux avec beaucoup de précision, 
puisque la plus grande partie de leur valeur doit être détruite; on voit par 
toutes ces raisons qu’il vaudra presque toujours mieux, dans le cas de x 
très petit, appliquer la formule générale (58). 


. 1 
184. Faisant donc a—;, et € ——, on aura la formule 


Z=xz i(1te: (ia: (ii: (14 (Gi tetc, (63) 
où l’on doit remarquer que les numérateurs croissent continuellement de Ë; 
tandis que les dénominateurs sont tous égaux à l’unité. 


Le calcul de cetté formule devra se faire comme nous l'avons expliqué ci- 


dessus art. 176. Pour en donner un exemple, soit ©=—=0.0r, on aura = 
" I à] 4 

log 100— 2M, = =—3;m—=0. 10857 362 etc.; d’après ces valeurs, 1l 

faut calculer successivement les quantités X, R, R,, R,,etc., par les formules 


TE | 84 
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de l’article cité, savoir, 


X — x? : 
LT A =: R — XH, 
Met A À, = BA MUR RU A. 
b = FA, À, = dE , R = Ra, 
be AAUUN — Ep JE Rs = RAA , 
etc. à à 1 SRE “LC. 


Voici les logarithmes de ces quantités, calculés à dix décimales, avec les 
valeurs qui en résultent progressivement pour la fonction. . SR té 


L=X—-RER,—R, HER, — etc. 
X... 7.660837 71578 2 | :8.... 9.03572 431090 8 
#à... 6.99099 97799 8 | 2.....9.095523 54600 :0 : 
. R... 6.65933 69378 o | 8..... 9.201098 97756 4 
Bar... 90-2130 22252 2 | à,.... 9.922381 24495 8 


| X — 0.004685 99060 2 
Bu. — 45 63908 6 


420 35151 6 
Ra... + 7 47548 We 


R;... 5.87363 91630 2 | %,..... 9.43515 80242 8 427 82609 7 

bn... 9.330804 48692 o | à,.... 9.809938 68449 2 | R..... — 160028 6 
Ra... 5.20/18 40322 2 | 8. ... 9.953317 11662 2 , 426 22676 1 

8513... 0.405663 63390 5 | x... 9-67246 52028 3 | Rs... + fog2i 2 
R3... 4.600982 03912 7 8,.... 9.60715 obagr 5 63397 3 

nur. 945956 83608 9 | à4.... 985240 88337 4 | Ry.... — 11782 4 
Rs... 4.060938 85521 6 | ds... 0.66628 4{ofi 4 51664 9 

dsa5... 9.650081 73435 3 | x. ... 9.834953 29393 9 | Rs... + 3717 1 
Rs... 3.57020 60956 9 | &.... 9.719395 52993 7 . 55382 o 

da6... 9.853373 33020 1 | x6. 9.819837 80026 4 Re... — 1270 4 
R6... 3.10303.93977 | 0... 9-75719 23006 5Arax 6 
Da... 9.560817 38838 | 2... 9.80862 1574 | Ar. + 4621 
By... 2.660475 33815 | 8... 9.70358 840 * 207 7 

las... .9.08361 409 N'ES 0.179002 659 Aou. re Ho 0 TO 
Rs... 2.24836 837 (| 18......0.8255 09 54396 5 

Bage« - 19:60316 £5 À à... 9.777/a 36 Bet ce Ti 0 
R,,— etc. — 20 8. 


| Z — 0.00426 5447 
| 165. Pour faciliterde calcul des fonctions Z, nous avons APRES la table 
ci-jointe, où l’on remarque deux parties distinctes. 
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Dans la première, la fonction Z est calculée avec ses différences successives, 


C 1\; x :\ 
pour toutes les valeurs de = (2° de centième.en centième, depuis 40 


2 1 . . , 

jusqu’à 4—0. 50. Ces limites répondent aux valeurs x=1,x=—=0.7788 etc.; 
ainsi la première partie de la table servira à calculer la fonction Z; pour 
toutes les valeurs de x comprises entre ces limites; car d’ailleurs x étant 


donné on connaît { — (Ey. Cette première partie a été calculée par la for- 
mule (62). 


Dans la seconde partie on trouve la fonction Z calculée pour toutes les 
valeurs de x, de centième en centième, depuis x= 0.80 jusqu’à X.—= 0.00; 
cette partie a été construite par la méthode des ordonnées moyennes, ex- 
cepté les cinq ou six derniers termes, qui ont été calculés directement par 
la formule (63), dont nous avons donné un exemple. 


186. Si l’on compare les derniers nombres de la première partie de la 
table, avec les premiers de la seconde partie , lesquels répondent à peu près 
aux mêmes valeurs de æ, on verra qu’en supposant même égaux les inter- 
valles, qui sont moindres dans la première partie que dans la seconde, il ÿ 
aurait un avantage marqué à se servir, pour l’interpolation, des nombres de 
la première partie, attendu que les différences successives diminuent bien 
plus rapidement dans ces nombres que dans ceux de la seconde partie. 

En général, quand on veut construire la table des valeurs d’une fonction, 
il importe de choisir convenablement l'argument de cette table, c’est-à-dire 
la variable par laquelle la fonction doit être déterminée , pour que les diffé- 
rences décroissent. de la manière la plus prompte, et qu’elles rendent: ainsi 
l'interpolation plus facile. Car, en substituant une variable à une autre, la 
marche des différences n’étant plus la même, on doit préférer celle qui! sera 
la plus favorable aux interpolations. 


84... 4 
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dk RE ER ER RO EE s 
TABLE des valeurs de l'Intègrale Z = fdx (ay *; da première partie 4h 


DAT PR EAP TD TE nr Ge | 
à Z. Dif, I. IT. IT. EVENE VIRE Z. D\ 


0.20|1.28207 80766|18%10 
lo.2611.26393 73317 186 à 
lo.2711.24029 37841|1851à 
lo.2811.22675 00387 al 
0.2911.20831 10430|188:5 
0.30|1.18997 808956|182:8 
1.17179 f7948 L | 
1.193604 41370| 170 
1.130564 9p154|198 
1.117977 22085 | 195 
1.10001 66691 138 


1.77245 38509|1999 93333|  39903| 309072 Euro 

AE aAS KS tbe Fe 23340 TS sut 72: 121 

02 [1.738245 91836|1998 73375| 1 19886 395849 93| 28 

1.791247 1846111997 53489) 1 59735] 39700!  101| 22 

I se 99491|. 39635) 143] 25 

11.067253 71218 1993 94203| 2 39126| 39492 LU OPIE ES PAR 
-06 [1.652569 76065|1991 55137 70618] 39324| 188] 25 


I 
1 
-69249 649721 I 
2 
. 2 . 

.07 |[1.63268 21818 1908 76519| 3 17942| 39136 213| 925! 
3 
9 


93754 


000001000000 
< Oo 
Cr 


eme 


08 |1.61279 45290|1985 5857: 57078] 38923]  238| 19 
09 |1.59205 86722|1982 01490| 3 oboo1| 38685 267| 24 
-10 [1.997311 85223 1978 05496! 4 34686| 38428! 281 


0.11 [1.955333 79725|1973 7o812| 4 73114] 38147 305| 18|  lo.36|1.08238 49220| 178 
0.12 [1.953360 08913|1908 97608| 5 1126 37842 323| 24 10.3711.00/487 90672|178 

[10-19 |1.91391 11215/1963 86437| 5 49103] 37519] 347| 22 10.38,1.04790 34701 |1721 

lo.14 |1.49427 24778|1958 31334] 5 80622 37172| 369] 20 10.3911.03029 85294 171: 
0.19 |1.47468 87444|1052 50712] 6 2379/4| 36803 389| 19 10.40|1.01314 81710|1007 
0.10 |1.45516 36732| 10946 26918] 6 6o597| 36414] 40o8l 20 __ Vo.41l0.90017 38505 168: 
0.17 |1.43570 00814|1939 66321| 6 g7o11|. 36006 A28| 23 10.4210.07933 81475 |166 
0-16 |1.41630 43/93/1932 60310 


33017| 35578 451|. 116 
68595] 35127 467| 20 lo.44lo. | 
05722) 34660!  483| : 19 l0o.45/0.92908 4445 
36382| 34173] 506! 15! do.46 0.901342 45385|161: 
72555! 33667]. 5251| 20 lo.4710.89731 35341|15 ( 
06222! 33140| 541| 15 10.48/0.88135 32611 |158 
39368| 32605|  556| 18 10.4910.86554 547ro 196% 
71973] 32049]  D54| 15 10.5010.8/989 18381 | 


11 0-19 |1.30097 74183|1925 36203 
D 0.20 |1.37772 37800! 1917 67608 
«| 0.21 |1.35854 n01092|1000 63076 
| o 1.330940 2646 ot 2HRUE 
il o 1.352043 80622| 1802 53039 
10.24 |1.30151 27583| 1883 46817 
Al o 1.286267 8066/1874 07449 


94609 15490 1644 


kO O0 Oo | Ocea «3 


1 


| 5 Z. Di, I. IT. LEE? EN A EONE AVE FO #, D 


-80 |0.89350 00910|2087 97550|55 33038l3 54856| 381-015 84À 
SE 03360 Dot 83619 51 Fe 3 Be 32685 RE si] 
0.859229 39748|1980 84530|48 62405|2 83995| 28160|3743| Go: 
-83248 55218|1932 2212545 78410|2 55826 
-81316 3300931886 43515|43 2258/|2 31400| 21304|2627 
79422 89378|1843 21131/40 o1184|2 10096! 18677/2223| 334 
-77986 6824711802 29047|38 81088 1 91419] 16454[1880| 268l0.56|0.4ogo1 81430|130à 
.79784 38300|1563 48850|36 89669 !1 74965 
.74020 8944111726 59190|35 C ol0.54|0.47314 07884126} 
-72294 30251|16091 44486133 5430/|1 Â7456| 11551|1204| 156l0.5 
.70602 86765|1657 90182|32 06848l1 35905| 10347|1048| 140 
à -68044 95583|1625 83334130 7094311 25558l a 
10-06 l0o.67319 12240|1595 12304 20 46385|1 16250! 8301 
ll 0.67 |o.65723 09858|1565 67006|28 29126|1 07868 758a| ro2!  8/to. 9lo.4117 524|1179 
| 0-66 |0.64158 32850 1937 37880|27 21258 1 SO 6882 618 A EU 18806 1 
0.05 |0.62620:94952l1510 16622|26 20979! 93392] 6269|-548| Grlo.47lo.38B40 17017|1142 
[| 0-64 lo.6r110 78350|1483 95643/25 27587] Br123 5721] 487] 56f0.46|0.37607 36855|1126 
11 0.63 |o.59626 8270711458 68056 24 40464! 81402] 5234] 431] 43lo.45 0.360570 45303|1121 


en | son 


SES: QRSPOS C'O-0 
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| 1 ‘ 
4, I a . \ + « \ 
= (=) — 0.00 jusqu'à t—0.50, la seconde depuis x = 0.80 jusqu'a x = 0.00. 


Dir, I. 


ee TT 


0.36570 45303|1111 34229 
0.385459 1107411096 06462 
0.341363 04612|1081 06608 
0.33281 98004|1066 33099 
0.32215 64905|1051 84433 
0.31163 80472|1037 59169 
0 
0 
0 
0 
0 


RER EE ES 
O mm D CE Or 


U9 Lo W Do Go 
OO 


O1 Où 


.2514/4 79899 
24188 55532 


0 
0 
0.23245 29210 
0 
0 


.22314 87640 

21397 19708 
.20492 11481 
.19299 56219 
.19719. 44391 
.179001 66705 
.10996 23142 


CO Co © Co CD 
OO mm EE 


867 75686 
855 45503 
843 20136 


0062 |16168/4803|388| 4412: 
32894[71365/44151344| 541 
.E 66950/{40711310 _311— 
M4579|62879|3761|279 30] * 
| 5911813482|249| 22° 
(22582155636,3233/227| 224 ” 


166946152403 3006|205| 25} 


.0699 85972 
.06315 90931 
.0649 81883 


Ss 
© 
Où 
QO 
D 
© 
= 


20149]. 904 


Fotos 60 1Bo18| 


636 88712| 1 


SE 


| .04998 05159| SLT 
ME ne Ne | 04301 16447] 621 30020 4505513088: 
M oussl dl: 02/0-08700 6641Q] Dot Pons ss 
133045 à 30 2164 lo. .03135 05890] 587 11005 
d, 4 .023/47 049891 CARE] L :. 174 RENTRER 


1 —— | —|— | lo. .01080 18472 
156540 35032|1925 105 5. 1434 QUE 
.00913 80013 
.00426 54447 
,00000 00000 


157323129550 1043 
127767 27913| 1568 


1 
| 
: 
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187. Aïnsi étant proposée la fonction Z Sa (JE, si l’on fait. .... 


DEN: E 
(Y— t,oux—e", cette fonction sera aussi exprimée par la formule 


ZL=Vr—2/fe-"dt, où l'intégrale doit être prise à compter de = 0; on 
_a donc le choix entre les deux expressions, l’une par la variable x, l’autre 
par la variable &. 

La premiére partie de notre table a été calculée, selon la seconde expres- 
sion, pour toutes les valeurs de’ £, de centième en centième, depuis {—0 
jusqu'à é= 0.50. On l'aurait pu continuer jusqu’à une valeur plus grande 
de é, par exemple, jusqu’à 4=3, comme l’a fait M. Kramp, dans une table 
de l'intégrale fe—#dt, placée à la fin de son Analyse des réfractions. Quant 
à l'intervalle depuis 4=3 jusqu’à 4= © , il paraît immense, cependant il 
n’embrasse, par rapport à la variable x, que le: petit espace depuis += 0 
jusqu'à x—e—9=—0.00012 312 etc.; on y suppléera aisément en calculant 
directement, dans chaque cas particulier, la fonction Z par la formule (63). 

188. Étant connue par la table la fonction Z=A, qui répond à la variable 
= a, si l’on veut avoir la:valeur de la fonction pour une variable peu\diffé- 
rente —=a—@, il faudra d’abord, pour la facilité du calcul, exprimer les 


fonctions par la variable £. Ainsi faisant x—e—", ou t— (22 , puis déter- 


à È : I\S fptlte NE ie 

minant à et 6 par les équations b=(1}) ,D+6 =(1—) , la question 

sera de déterminer la différence d'Z d’après l'équation Z=y/7—2 fe—"de, 

en-Supposant que: { prenne successivement les deux valeurs , 46. 

Soit donc = 0 + ©; on aurai, en observant que a=e—t?", 

d'Z=2afe—2be—0 Je ; 

cette intégrale doit être prise. depuis w— 0 jusqu'à © —6, et comme la 

quantité 6 est supposée très petite, on pourra développer d’abord le facteur 

e—*, ce qui donnera 

Je do = fe bd — fe—2be0 do + 1 fe—2broido — etc. - 


ensuite développant e— 264 dans les différens termes, excepté dans le premier, 
et faisant, pour abréger, 246 = À, on aura la différence cherchée 
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d'Z — 7 ( — 07?) —= 546 G sant CE nr mL 2 a ete.) 
+ 2065 ( —5 4. à — te.) 
— 24a6 É en à ie etc.) 
— oabs (£ Fe ete.) — etc. 


(64) 


Chaque ligne de cette formule forme une suite fort convergente,.et les diffé- 
rentes lignes décroissent à peu près comme la progression 6%, 65, 67, ebc. ; 
il suffira donc presque toujours de calculer un petit nombre de termes de 
cette formule, pour avoir une valeur très approchée de la différence Z, 
d’où Pon déduira Z = A — d'Z. 

‘Cette formule servira à interpoler la seconde partie de notre table, dans 
les cas où la série des différences ne décroîtrait pas assez rapidement pour 
donner un résultat exact jusque dans les dernières décimales. Cependant si x 


n’était pas plus grand que o.02,il serait:encore plus:simple ne calculer direc- 
tement la fonction Z par la era (63). 


r89. Au reste, pour donner un exemple du calcul de la formule (64), 
nous allons déterminer la fonction Z(0,02) où x—0.02, par le moyen de 
la fonction Z(0,03) supposée connue, ce qui est un des cas les plus difficiles 
que puisse présenter l'application de notre'formule. 

Dans le cas dont il s’agit, on aura 4=— 0.05, a—u=0.02, P=i<, 


(+ 6) — 150. D’après ces données, on caleulera le premier terme (x) de la 
formule, comme il suit : 


D, = 2 872%6 054495 E RES 9.02244 041883 
bÆH 6 — 1.097788 346609 2b..... 0.565347 050266 


Re ne 


6 — 0.102530 292114  À.....9.59591 092149 
HE De ie 9.635778 43:130 


DURS 9.235369 525279 
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er = 0.067410 027526 2, for 127 540556 
— 0.352589 972474 9.82872 450444 
son log...9.51308 390141 


7 ..8.20468 074772 


I — ET? 


(1)...7.71776 475913 ERA NAME (1)}—=0.00522 115280 
En second lieu viennent les termes de...... (2,1) — 2 335346 
la suite : | 519 777954 
I ACT TAIAS 1 À 2,2) + O 
— 246 me M TL + ete.), { ? ) Ep 4 
520 468688 
que nous désignerons successivement par (2,1); (2,3) — 108067 
(2,2), (2,5), etc., et qui se déduisent aisément, ro Bou 
chacun de celui qui le précède. (2,4) 1 1087 
Les termes de la seconde ligne, savoir... | OT ITEM 
520 371658 
+ 246 (G—à a+ .— = — ete.) étant Enr (2,5) — 1009 
| RL (2,6) + 6 
de même par (3,1), (3,2), etc., et semblable- ? LT HD 
ment ceux des lignes suivantes, qu’on calculera 520 370718 
jusqu’à ce qu'ils ne donnent plus rien dans le \ (3,1) + 7709 
dixième ordre de décimales, on aura les résul- (3,2) — 2993 
tats c1-joints. (3,3) + | 451 
La valeur de d'Z, qui est le résultat total de (3,4) — 50 
la formule, étant retranchée de la valeur connue 520 376315 
de Z(0,03), on trouve celle de Z(0,02),la même (4,1) — 21 
qui est inscrite dans la table, et qui a été cal- (4,2) + 7 
culée directement par la formule (16). A7 DEN 37630 


Z(0,03)—0.01434 17643 


2}=0.00913 80013. 
6 VL. Intégrale complete de l'équation (57). 


190. Les recherches précédentes nous conduisent à déterminer les cas 
d’intégrabilité de l'équation différentielle de Part. 171. 

Si l’on suppose qu’on ait en même temps T=— 7: et £ —0, la formule (58), 
exprimée en fraction continue, sera, comme nous l’avons déjà dit, l’'inté- 
grale de l'équation (57). Si l’on suppose, de plus, que l’un des deux nombres 
aæ,æ<+6, est un entier négatif, il est visible que la fraction continue se 
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terminera d'elle-même, et qu’on aura ainsi la valeur de T exprimée exacte- 
ment par une fonction rationnelle de £. L'intégrale étant connue pour cha- 
cun de ces deux cas généraux, il sera facile d’avoir, dans la même suppo- 
sition, l’intégrale complète de l'équation (57), laquelle ne supposera plus 
qu’on ait en même temps T=1 etê —=0. 

En effet, par le tableau analytique de Part. 172, on voit que léquation 
différentielle proposée en T', est liée avec les transformées successives en 1, 
T", T/', etc., de manière qu’il suflit de résoudre complètement une de ces 
équations, pour résoudre toutes les autres, et particulièrement l’équation en 
T. Or, par la loi des transformées successives, il est évident que les coefh- 
ciens qui étaient & et 6 dans l’équation en T , deviennent æ et 246 dans la 
transformée paire en T*, et qu’ils deviennent 1 —æet 7 +a +6 dans la 
transformée impaire en T*"**. | ra 

191. Soit donc 1°. 6——n; pour avoir les transformées successives on 
prolongera la suite des équations, 


= É+G HET, » 
= ++ EXT", 
æ =: + (G+e+ 6)&T"”, 


etc., 


Ï 


jusqu’à celle qui donne la transformée en T1, savoir: 


== iH(n— rite HOT = 1 + (a — EU 


cette transformée sera 


AE Sir) Sr A ace DRE 
| (Tr) dé T2r—1 x (æœ 1)C CR — 0: 
Enfin si l’on fait Tr ==—1+#%Y, on aura pour dernière transformée, 
CdY 1 + 2Q sf 
Y'dt —+- Y + Û — 0. 


No A ; 
Celle-ci étant linéaire par rapport à +, on en tire 


Etre (A fenrT te, de), 


A étant la constante arbitraire. 


T. IL 85 
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Eliminant donc successivement T’, T"..., T1, Y,au moyen des équa- 
tions précédentes, on aura l’intégrale-de l'équation proposée en T , laquelle 


° t Û e r A 
contiendra la constante arbitraire À, et sera par conséquent complète. 
ns : 


192. Dans cette intégrale, outre le terme A£te ©, qui appartient aux 
I 


exponentielles ordinaires, se trouve comprise la transcendante f£—1—«e$ dé 
qui, pour les valeurs positives de , semble différente des transcendantes 
Ta, x); mais pour les valeurs négatives de £, ces deux transcendantes sont 


de même nature. 
I 


; — 
En eflet, soit Ê=—0, on aura fo—1—2ef dé —(—:1)*fo—1-4e "do; 


I 


œ 


° I I 
soit encoree “—=x; ou -—/-, on aura 
q X 


Vu ES ut (EYT = T(e, x); 
- 


dans ce même cas on aurait 
} ï I 


g = 0 GTA rte 


Aïnsi le simple changement de £ en — 6, suffit pour que l’intégrale complète 


de l’équation proposée en T, puisse être exprimée par la fonction T(æ, x), 
I 


en faisant æ—e ‘; elle satisfera à toutes les valeurs positives de &, ou à 


toutes les valeurs négatives de {. Ensuite si l’on change le signe de, ce qui 
I 


rend © positif, la fonction T(a, x) supposera x = ef, c’est-à-dire x > 1, et 
elle se déterminera alors comme on l’a fat voir dans l’art. 164. Donc dans 
tous les cas, l’intégrale complète de l'équation proposée s’exprimera par la 
transcendante connue T(a, x), en donnant à cette transcendante toute l’ex - 
tension dont elle est susceptible. | | 


193. Soit 2°. a Hé ——7, les transformées successives devront être pro- 
longées, suivant la loi de l’art. 172, jusqu’à la transformée en T*" qui sera 


Cas a Hi Dern 
Ce qe (2H EX — Cry — 0: 


ë $ | I : 
Dans celle-ci, faisant de nouveau qe =1+#0CY, on aura la dernière trans 
formée 
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BA Gin NE 
TT ME) 


. dont l'intégrale est 
Y = lee 4 (A fra e dé). 


Connaissant Y, on obtiendra successivement les valeurs de T*, T1, et 
enfin T , de sorte qu’on aura l’intégrale complète de l'équation différentielle 
proposée. 
Ï 
194. Dans cette intégrale se trouve la transcendante fea—2 dt q qui, pour 


toutes les valeurs négatives de €, se ramène immédiatement aux fonctions 
I 


à . L ï ï 
T(a, x). Car faisant — 0 et ensuitee °=x, ou-=—/-,0ona 
œ X 


I I ‘ 
. =ç1—2e(A—/fo2—2e dr), 


et fo —2 ete = fde()* = T(1—«,x). Ainsi dans le cas de & néga- 


tif, l'intégrale de l'équation différentielle proposée dépendra simplement de 
la fonction T(1—&«, x). 


Dans le cas de © Hote on substituera à la fonction T(1—4«, x), ce que 
I 


devient cette fonction lorsque +=, c’est-à-dire lorsque x est>1; ou 
bien , pour éviter des transformations qui quelquefois sont embarrassées d’ima- 
1 
ginaires, on conservera dans l'expression de T la transcendante f{*—2edé 
qui s’évaluera convenablement suivant les différens cas. 
Si & est un nombre entier positif ou négalif, l'intégrale dont 1l s’agit s’ex- 


edz 
primera tou Jours exactement, ou se réduira à la forme connue Feet 


I 


; : AU à F 
Si æ n’est pas un entier, soit; =, on aura f La—2 Éd —=—fu-edu, 


(4 


ce qui donne par le développement de e—#, la valeur approchée 


SALE ne 1 Pt 
3 —2 è = RE — ——, — etc. 
ÉÉR NE UCI CON A er ne Se 
On peut aussi mettre cette intégrale sous la forme 
3—« 
ot 2— à 
1/2 1/2 U 
OS a AN D 4 
const. —e C— A D RL À LOTO RURS TEL 


d’où résulte 


85. 
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1 I LE 72 | u? 
LR — Ae—u UX TT mme SR Res" ne + efc. 
pa a ETAGE Eu Me SU d 


série qui pourra être divergente dans les premiers termes , mais qui deviendra : 
toujours convergente après un certain nombre de termes. 


109. Si, au lieu de faire les substitutions dans l’ordre indiqué art. 172, on 
les fait dans l’ordre inverse, on aura les équations suivantes qui serviront à 
déterminer les transformées successives en T°, Te, Tetr—1), TeGn), 


] 


us — 1 + 6 af L'ANPE 


1 — «a, C° = a +C— 1, 


Te 
Le = rete 1C7 CLS UT Ne DR Geo = 6 — 1, 

RME AT QE LUE M0 — j — «, Coco = a +6 — 2, 
TT = 1 + Lea De 0000 — y ï Croce LA PTS s 

etc., etc., etc. 


De à on voit que la transformée paire en T° —Y, sera 


22Y al 
Le THE no, 


et que la transformée impaire en TGr—-9— Y, sera 


22Y I— I I 
+ ddr +(@+E—nY = So. 


Donc, 1°. si 6 est égal à un nombre entier positif 2, la transformée de 
l'ordre 22 se réduira à l’équation linéaire 


CT + (Gi Hi)Y 10, 


I 


dont l'intégrale est Y —ÿ-26€ (A — Late Cdt ). Si dans cette expression 
ï 


: BTE I 
onfaite *—=x,ou>—7 


Ë 
(4 x 


, On aura 


fée € d= [dx (EN Sr —e, x); | Fi 


ainsi l'intégrale de l’équation proposée eh T s’exprimera généralement au 
moyen de la fonction T(1 —%, x). 

2°, Siæ + 6 est écal à un nombre entier positif #, la transformée de l’ordre 
2— 13, se réduira à une équation linéaire, 
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°dY 
+ le a +Y—1=0, 
dont l'intégrale est é | 
Y — vai eë (A—fé-i-ee Ed); 


et en faisant toujours la substitution e ? —=x, on aura 


iron dt = fdx om Maur). 
Donc alors l'intégrale complète de l’équation proposée s’exprimera au moyen 
de la fonction T(æ, x). an | | 
196. Il reste donc démontré qu’étant proposée l'équation différentielle, 


EXT à ef La t 
LT: /4 rÉ +6C— mr 107 


onen pourra toujours trouver l’intégrale complète au moyen des fonctions 
T(a,-x), considérées dans toute l’étendue dont elles sont susceptibles , si l’un 
des nombres 6, 4-6, est un entier positif ou négatif. 


Nous remarquerons que si l’on proposait l'équation différentielle 
OA vrée 
"ir a TAC 1)Z+ BEZ + CC —D=0, 


où 1l y a quatre coefliciens constans À, B, C, D, cette équation pourrait être 
ramenée à la même forme que l’équation précédente qui ne contient que deux 
coefliciens constans. En effet, soit Z—mT +7, m et n étant deux constantes 
indéterminées, l’équation transformée en T sera 


me + BmeCT: + (AG + 1)mT + Bree + n = o 
+ 2BmnÇT + Ang — D 
nf CE. 

Déterminant 2 d’après l'équation Br°+ An+C=0, faisant ensuite... 
m—=D—n, 6—Bm, a —A+ 2Bn, on aura 

CdT , «+1 NE 

AE ENT NE: mé 
équation entièrement semblable à l'équation (57). Donc l'équation proposée 
en Z sera intégrable si l’un des nombres 
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BD + : À + 1 y/(A? — 4BC), 
BD + 3 À — + y(A° — 4BC), 


est un enter positif ou négatif. 


ble 49 [re 
e[" bin 


197. Nous remarquerons enfin qu'on peut donner à l’équation (57) une 
forme analogue à celle de l'équation de Riccati. Pour cela, soit d’abord 


T 
{=Ax", T=Bxy; soit ensuite RE B=—;, A, la trans- 
æ., 
FE pu 
formée en y sera © … LE Y°— nax* ‘y —nêx" —0; enfin faisant, ... 
ï 
1 Lin 
Y—<sanx*  =32, on aura 
I 2 
_—9 ——0 


HO (Sie —C}nx* —— Fan x" 0: 


Cette équation, qui estplus générale que l’équation de Riccati, sera donc 
intégrable si l’un des nombres 6, «+ 6, est un entier positif ou négatif. 


Dans le cas où l’on à 6 — }— 1e, cétte équation devient. .....1 40. 


dz RE RUE pen PA ANNEE À Rd à #1! ie 
2 — jan x" 0; elleseraintéprable suivantda'théorie précédente, 


si l’un des deux nombres ?—%a4, == 24, est un ‘entier positif ou négatif; 


k étant 


ARE AE AN PR & 
alors Pexposant de æ, Savoir, = — 2,'se réduit à la forme— RE, - 
un entier positif ou négatif; on obtient ainsi les mêmes résultats que présente 
la résolution connue de l'équation de Riccati. 
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AAA AAA AAA ANA AAA AAA AAA RAI AAA RAA AAA AA AAA AAA 


SECTION PREMIÈRE. 


Sur le Développement de la puissance (1 + &°— a cos @)-». 


he O: peut toujours supposer a << 1 ; Car Sion avait a 2 I , On mettrait 
EL, : 12 dé : « an " 2 
= à la place de 4, et la puissance à développer serait a%(1+-4*—2a cos ®)", 


a étant << 1. 
Cela posé, si lon fait D = 1 + a°— 24 cos @, et qu’on suppose 


D" = P, + 2P, cos ® + 2P, cos 29 + 2P, cos 39 + etc., 


l'expression générale du coeflicient P(A) sera donnée par la formule suivante 
où l'intégrale doit être prise depuis 9 = 0 jusqu'à ® = +: 


d 2 
PO)=E fS. (1) 


En-eflet, on sait que l'intégrale f'do cos A@ cos 4® prise entre ces limites, 
se réduit à zéro, pour toutes valeurs des entiers À ete, pourvu qu’ils soient 
différens l’un de l’autre ; ainsi en substituant pour D” la valeur développée 
P,+ 2P, cos + 2P, cos 29—etc., l’intégrale fD—"d@ cos A9 se réduira 
au seul terme 2P(A)fd@ cos* A®, dont la valeur est 7P(A), ce qui donne 
la formule (1). | 

Cette formule réduit aux quadratures la détermination générale du coef- 
ficient P(A); mais il importe de chercher une autre expression de ce 
coeflicient propre à en faciliter. le calcul numérique pour toutes valeurs 
données de 7 et de A. | 

»'Ilest nécessaire, pour cet effet , de traiter séparément le cas où Pexposant 
n est un nombre entier, positif ou négatif, et celui où z est un” nombre frac- 
tionnaire. Dans-le premier cas, la-valeur du cofficient général P(A) peut être 
déterminée exactement par une fonction rationnelle de 2 et de À ; dans le 
second cas, les.coefliciens P(A) sont en général des transcendantes qui ont 
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beaucoup de rapport avec les fonctions elliptiques et qui coïncident avec 
elles lorsque 22 est un nombre impair. 


$ L. Solution du cas où l'exposant n est ur nombre entier, positif ou négatif. 


2, Nous ferons toujours a << 1, D = 1 + 4° — 2a cos ? et 
\ D — P, + 2P, cos @ + 2P, cos 2 ® + 2P, cos 5 etc. 


Dans cette série, le coeflicient P (A) qui accompagne cos A®, suppose 7 
constant ; mais sion a égard à la variabilité de », ce coeflicient , fonction 
de deux variables, devra être désigné par P(A, 2); on pourra en outre con- 
sidérer P(A, 7) comme hat fonction de a, et différencier, sil y a lieu, ce 
cofficient par rapport à a. 

Cela posé, on sait par la théorie des suites RARES que la suite infinie 
1 a cos ® + a° cos 29 + a cos 39 + etc., n’est autre chose que le dévelop- 

I — a COS ® 

—2a cos @ + ad? 

De là on déduit bus | 


pement de la fraction = suivant les puissances ascendantes de a. 


1 — d 
I1— 2aC0$® + a°. 


— 1 + 24 COS ® + 24° cos 20 + 24° cos 39 H- etc., 


ou 
LU ne) from —— 1 + 24 COS ® “+ 24° COS Ua + 24° cos 39 + etc. je 
ce qui fait voir que dans le cas de 72=1, on a en général 
| | FE 
PQ; 1)= x. (2) 


Au moyen de cette valeur, nous allons déterminer successivement P(A, 2}, 
P(2,3), et en général P(A,7), r étant un nombre entier positif quel- 
conque. 

d@ cos 9 


= 


Ds) 


3. Pour cela différencions par rapport à a l’équation P (A, r7)= - = 


nous aurons 


dP (a,n) _ 2 [4 cos A9 
F 


ne Dre (2 cos P — 24); 


multipliant de part et d'autre par a et mettant au lieu de 24 cos ®—2a" 


sa valeur 1 — 4 — D, on aura 


adP G,2) n) — a) d@ cos Ag d@ cos À@ 
LE PI Det td 


Dr 
Le second membre de cette équation se réduit à ps 1—@)P(A, nH# 1) 
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—nP(A, 7), donc on a . À 
QAR d[a"P(à,n)] 
PAR HL) Se (3) 
Ainsi le coeficient P(A, n + 1) se déduira en général du coefficient P(A, n), 
au moyen d’une simple différentiation faite en regardant & comme seule va- 
riable ; et puisque nous connaissons la valeur de P(A, 1) par la formule (2), 


nous en déduirons successivement les valeurs de P(A, 2), P(A, 3), etc., 
savoir : 


GiSC a ppm ŒE ET [+ 1—a(a— 1], 
P(2,8)— - 2 : ri [CA + 1) (+ 2) — 2a(à + 2) (1 — 2) + af(a— 2) (a —0)], 


P(a,4)— — UD (aa) (143)—3a%(at) (x43) (a—3) 
DAS AC ane ee QE 8) Go) GA 
POS + LCA) 2) (4-3) (4-4) —fa(at-2) Ga3) (a 4-4) (ah) 


H6a{(14+3)(444) 0-08) —4fa (+4) (af) —-3)(—2) 
+a(a—4) (3) G—2) G—1)], 
eic., 
La loi de ces expressions est facile à saisir, et en général la valeur de P(x, À) 
sera donnée par la formule suivante : 


a AH12H2.2 +3... AHn—i 
PA, Lente — UP TRE va 5, 
LEUR d ND — =] nb ET 4 TL = jm ] ,T1=— À — 2 
B= 1 + - a+: EU Re AR NU à TE (4) 
Di n—2.n—3 4 n—)—1.n—)1—92.n—)à1—3 
rimes RD de Mn Se 


Pour s’assurer de l’exactitude de ‘cette formule, il suffit de substituer la 
valeur générale de P (A, 7) dans le second membre de l’équation (3); on 
trouvera, après les réductions, une valeur de P(A, 2741) qui ne sera 
autre chose que ce que devient la fonction P(A, z) en mettant % + 1 à la 
place de nr. Tout autre mode de vérification serait moins facile que celui que 
nous indiquons. | 


4. Le cas le plus simple est celui de = À +1 ; alors B ou B(A, ») 
se réduit à son premier terme 1,etona 


de cos 9 a* tar. Aa H2,..22 
P(A, ati)=:f D +1 Tr Cesar DITS UND 


5 12 À à 86 
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Un autre cas qui mérite d’être remarqué est celui de A = 0 ; alors on a 


GP PC n) = (EN EN (te) 0 


formule dont les coefficiens sont les quarrés des coefficiens du binome élevé 
à la puissance 7 — 1 ; elle donne en même temps la valeur de l’intégrale 
1 fdg ; , ù fs os té 
= fe: pr Prise depuis p— o jusqu'à ® = 7. On aurait par exemple, 

D pe (ch fret + Grai eff + at) 

D°  (1—a°) : 


5. La formule (4) ne laisse rien à désirer lorsque z est un entier positif, 
mais elle ne peut s’appliquer au cas où z est un entier népatif; c’est pour- 
quoi il est nécessaire de chercher directement la solution de ce Cas, C’est 
à-dire la valeur générale du coefficient P(A,—n) donné par l'intégrale 

’ . I n x : e e f 
définie È D'd? cos A@. Or, sans passer par les cas particuliers, on peut dé- 
terminer tout d’un coup la valeur de cette intégrale. 

En effet, le polynome 1 — 24 cos ® + a* étant décomposé en ses deux 
facteurs imaginaires, on aura | 

D=(1—aev-1) (1 —aerev-:); 


si ensuite on suppose 


- 


(a eV) = ER, ev—i LE Ki e#v-1. LR, aPv—r + etc., 
on aura semblablement | 
(x — Der = Ke VI LR, eV, + K, ex vV-1-L etc. 


Multipliant ces deux équations l’une par l’autre afin d’avoir la valeur de DE 
et observant qu’il suflit de conserver dans le second membre les termes af- 
fectés de evV—1 et e—wv-—t, puisque ce sont les seuls qui ne disparaissent 
pas dans l'intégrale cherchée, on aura pour cette partie de D” la valeur 


(K, + K, K;+: —+K, K\+ ont K; K;43 etc.) (eP Nés + es * 4 ; 
mais le facteur eV—1 2 eov—1 se réduit à 2 cos A®, et on a entre les 
limites données f'dp.2 cos A? = #; donc la valeur générale du coefficient 
P(A, — 7) est | | De : 

P(A, — n)=K,+K, K4r + K,K,+3 rs K; K;4+3 + etc. ; 


or, On a par la formule du binome 
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IUT UTC IEEE D h y x 
DS end ME LUE Pr 7 HER MIRE 2 (Fr 
a mr NE UTT (—a); K, = = (—a), 
és D—h. N—)_—I ‘ .— 1 à 
Ki: rie K, . TE ROME) , K, ces Li He (—a) y 
(ta N— À N— 1, )—2 .N—1.N=—-2 
Kies = Ki. AHi.aHo.aL3 (a) K=- A Fr 
etc. etc. 


Donc enfin la valeur de P( À, —n) sera donnée par la formule suivante: 


P(A,—n) Er et) NN 1iN=——2.,. DHL 1—) _C 


ITA À 
— À N.N=— I Tom À, TL À mms 
Ga 2e. 7 _ OO, ——————— — 6 
es A1 p.2 2+1.2+2 ( ) 
Del N—=2 g Dh Nm h—I. Nm A—2 
CTI TES A7 2 QT LES EC LT e C. 
LE F.2.0 AHT.x+H2.2+3 Hi ; 


6. Remarquons que dans l’application de cette formule il faut supposer 
n— ou >A; en eflet, sin était < À, le développement de D" ne pour- 
rait donner aucun terme semblable à cos A; ainsi l’intégrale f'D"d? cos 29, 
prise entre les limites données, serait nulle. La plus petite valeur qu’on 


\ 


, À 
puisse donner à est donc 2=2, alors on a f D’ dp cos A9 =7(— a), 
ce qui se vérifie immédiatement. 


Le cas de A0 mérite encore d’être remarqué ; alors on a 


JDdp=# [1 na + (= Le Vatit CE) aÿæ etc.) (7) 


42 1.2.5 
Comparant cette formule à la formule (5), on en tire 


fDrde = (1 — at fo, (8) 

ce qui établit un rapport remarquable entre ces deux intégrales définies , 

rapport qui aurait lieu quand même 7 ne serait pas un nombre entier et 
d'où l’on déduirait aisément la formule de l’art. 148, tome I. 

En général, si l’on observe que la valeur du coflicient C n’est autre chose 

que celle du coefficient B dans laquelle on aurait mis 2 + 1 au lieu de », 

on en déduira un rapport remarquable entre les intégrales fD'dg cos Ag et 


\e pcs rapport est donné par l’équation suivante, dont l'équation (8) 


Da+1— 


n’est qu’un cas particulier. : 
86. . 
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4 «D l.n—2.,,.n— à + à dUR de cos ag 
JD'dg 008 19 = PR (ae (0) 


7. Les formules précédentes résolvent complètement le problème du dé- 
veloppement de la puissance D", lorsque l’exposant 7 est un entier posi- 
tif ou négatif; elles peuvent même s'appliquer au cas où l’exposant z ne 
serait pas un nombre entier; mais alors la suite qui exprime la valeur du 
coefficient P(A, n) s'étend à l’infini, et on ne peut plus déterminer que par 
approximation les coelliciens ci P,, P,, P,, etc., au deviennent 
dans ce cas des transcendantes d’une nature particulière; d’où naît cette 
sorte de paradoxe que le développement d’une quantité algébrique telle que 
D" ne peut s’exécuter qu'avec des coefliciens de nature transcendante. 
Nous examinerons ci-après les Propriétés de ces coefficiens, afin de faci- 
liter autant qu il est possible les calculs nécessaires pour leur détermination ; 


mais nous saisirons cette occasion de démontrer ici une formule assez remar- 
quable qui a lieu dans le cas de — +, et qui paraît ne se rattacher à au- 
_cune autre formule du même genre. 

8. S1 on fait 2—% dans la formule (4) et que préalablement on mette au 


Tate A+1.2+92.. Hu ant l n+4i.n+2.. dr ur ot 
1.2...1—1 1:20: 


on aura 7P(X, +) ou 


d@ cos x® À, 1 1.3.0...22— _. .22— 1 La! 2àx+r Fa 241.224 2A F8 
Re Re 


a fraction équivalente — 


do sin” "p. 
V/(1—a sin°@)? 


Mais si l’on considère l’intéorale Z — Je 


la Pa sous le signe, on aura : 
15 É 
Z = fd9 (sin @ + E a, sinx+29 ee af. sin+f@-etc,) 


Effectuant l'intégration de chaque terme entre les limites @=0, 9=7, 
1.3.5.,.2m—1 


DT .2m 


Gr 1.3.0...2A—1 241 2AH 1.223 : 
Le: 2:40: a (L t+3 4e MNT re yat ! RP du MAX M ): 


et puisque cette valeur est la même, au facteur. a prés, que celle de 


et qu'on développe 


d’après la formule connue fd@ sin°"® — 7. On aura 
P : 


d@ cos À 
Î OT, on aura en général la formule 


___ dec COS AP d@ sin? (x o) 
Va+a- La cos@) — a. feerset sin°? @)? 


où les deux intégrales sont prises depuis = 0 jusqu’à ® =. 
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La valeur du coefficient P(A, +) que donne cette formule, peut se tirer 
directement d’une intégrale comprise dans l'art. 123, tome I. Cette inté- 
grale est en général 

3 
1 — a°sinf0 dô À D'’tang 0 

TE Te IN rs 7 Ua sa AY UT D arc tang e PTT CU At 3 

1 — 24 sin? 6 cosg + a’sinto * f/(1 — a°sin*6) V/(1—asin*#) 
et si on la prend depuis 8 — 0 jusqu’à 8=7, on aura 

Dafiei2 f PORN er PROMO NE 
— x) 1 —oasincos® + a*sintÿ * W/(1 — a sin)" 


Développant la quantité sous le signe par la formule qui sert à exprimer 
D, dans l’art. 2, on aura 


= S I . dé Ms oo per D : 
> : tc.) 
D Le — 0) (1 + 2a sin Ô cos ® + 2a*sin#0 cos 29 + etc.) 
Ainsi on voit que dans le développement de DT, le coefhicient P(A, 5) sera 
PA V2 - dB sin°* 6 Sa Ë ; , À 

en général ee Zn 6) cette intégrale shirts prise depuis B— 0 JuS- 
qu’à 0— 7. 

On pourra toujours déterminer la valeur exacte de ce coeflicient par les 
fonctions complètes F'a, E'a; mais si on voulait la déterminer par les qua- 


À . 2} 
sin 6 : SAIS 
dratures , la forme — Fe Lo tent Fine serait beaucoup plus facile à calculer 
7 J V{i—asin’6) | 
dB cos 16 A 


#8 ___ Lù l’ordonnée ne suit pas une marche 
V/(r + a — 24 cosb)? g 


que la forme ; 
FT 
aussi régulière. 
at dB sin 2 4 
7) VQ—& sin Ë)? 
ficient P diminue continuellement à mesure que le nombre des termes À 
augmente, tant à raison du facteur constañt 4”, qu’à raison du facteur varia- 
ble sin 8. Cette expression fait d’ailleurs connaître deux limites entre les- 


quelles le coefficient P(A, +) sera toujours contenu; on auraen efet 


Il résulte aussi de l'expression P(XE)=— que le coef- 


1.3.5..92A— 1 


À 
1 M Me . \ np vote 
P(à, >= Jd8 sn»#0 > a”. 2.4.6..2À ; 
x D Pasin” 8 dy 2,3.5,.22—1 
E PA, 31 < se à < V Qi — a) ° 24 4 6522 4" 
Nous remarquerons enfin qu’en différenciant par rapport à a, le coeflicient 
P(A, :), on en tirerait la valeur générale du coefficient P(A, 2) pour le cas de 


n = 3, mais cette valeur serait moins simple que pour le cas den= =. 
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\ II. KE du cas où l'exposant n n'est pas un th entier. 


9. Supposant ous que le développement de D" est représenté par la 
suite | 


P, + 2P, cos ® + P. cos ot cos 3@. sé + 2P, cos AP + etc., | 


l'expression générale du coefficient P, ou P(A), sera donnée par la formule (4), 
en y faisant le changement indiqué dans Part. 8, on aura ainsi 


e n. nn i.nt2:. na n+#2:. hate lon AA Le 
ef ROSE DATE TORTUE TETE Ca ar A1 A 
In D Ke. ar, 1—7n,2—1n,3—1n Él a2-n.2 di, —N 6 ) 
hr DRE TUE as 1,2.3 ÿ A T.2H2.a+3 FES 
Une autre expression de ce même apte peut se ürer de la formule (6), 
en y changeant le signe de’ ñ : cette expression COUT. APS 
RHIN. na n n+à _ n. 2.1 nana £ 
PQA)= onu A a (i +. an D Via ECS EP 


(12) 


°n.nh1.n42 n—+antatin2+2 ) 
T 1720 7 AH 1.240, À 3 FENG 
Cette formule renferme une suite moins convergente que celle de la for- 
mule (11), mais elle jouit de quelques avantages particuliers; elle fait voir , 


par exemple, que 7 étant positif, les coefliciens différentiels successifs 


dP'(à) d d'P HO DC MO 
ST, cdi FD , etc. seront tous positifs. 


sin À ia À ‘rer . , . 
10. Soit V= Ge < ; on aura en difiérenciant cette équation, 


ns de cos ». 24 (n— 1)sin@ 
ae EE 


. è 


.d® sin A9, 


et en réduisant au même dériominateur , 


à À À A ide 
Dee am te 


—(A— n + 1) 4. go HA 1? ; 


intégrant de part-ét d'autre depuis ® = 0 jusqu'à 9 = 7 , et observant que 
fe ce$ deux limites! V s’évanouit, on aura d’après LA on (1), 


(15), (Ain) P{tr)—( ET) AP (A) (Arr) P(a—r) = 0. 


Cette équation donne la loi générale qui lie entre eux trois termes consécu- 
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nd 


tifs quelconques de la suite P,, P,, P, , etc. ; elle fait voir qu'il suffit de 
connaître deux termes de cette suite pour déterminer tous les autres; mais 
il y a des précautions à prendre, suivant les différens cas, pour que l’erreur 
qui peut exister sur les deux termes connus ne se multiplie pas dans le 


calcul des autres termes, de manière à rendre bientôt les résultats entière- 
ment défectueux. 


. Si on fait P(A) — nm æ&. A(A), et qu’on substitue 


Pia A 

cette valeur dans l’équation (4), on aura | 

(14) (: + d'A (Ar )—(1+ 4%) À (A) HA (Ar) = 0. 

Cette équation exprime pareillement la loi qui règne-entre- trois termes 
consécutifs de la suite A,, À,, A,, A3, etc, En supposant cette suite con- 
nue, le développement de De serait donné par la formule 


A D" A+ 20. 6 cos ge aa, MAT À, cos 20 
+ 24. nr. Rs A3 cos + etc. 


1. ETUIS 


Lorsque À est très grand, l'équation MA donne à très peu près 
A (A+ 1)= ÈS A (à) — 5 A (A); 


d’où l’on peut conclure que la série À,, À,, né etc. doit se confondre dans 
les termes éloignés avec une série récurrente dont léchelle de relation est 
1 + a 


a? 


Bi, : Fe À I A " 
p— 25 celle-ci aurait pour terme général & +- 6 (=) , æ et 6 étant 
des coefliciens constans. Ainsi lorsque À esi très grand, on doit avoir aussi 
x . 4 ! . 

A(A)=a+6é (2) . Mais comme, d’après l’équation (11), la valeur de 
À (A) ne doit contenir aucune puissance négative de a, il s'ensuit qu’on a 
É—0o; et qu’ainsi À étant très grand, on aura À (A)=&«, ou À (A) égal à 
une constante. Cette constante se détermine en faisant À infini dans la va- 
leur générale de A (A) donnée par l'équation (12), laquelle est 


n DEA jo. nent nHANTHAHI , 
(15) AQ)=itk+:. ET ÉToaa de CATAE ra-Fal a + etc., 


et on a par cette supposition À (A)=— (1 — a)". Mais ce résultat n’est 
que le premier terme d’une série propre à exprimer la valeur géné- 
rale de A(A), lorsque À est très grand. Voici comment on parvient à cetle 
série. 
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12. Faisons, pour abréger, À RAA 1H A,A +2 = À", etc., et sup- 
posons 


A (A) nn a(r = NT a ue ete.), 


choc dx etc. élant des coefficiens LU de À ; cette valeur donne 


À À À 


À (A + 1) — A (A + Die DE LR ONE 3c zu eic#); 


DATA UV 


3c" ) 
A (à) par A (A = 1) == Ex os 12 TAN SR TU x + etc. y, 


multipliant le second membre de la dernière équation par À’, et er. 


vant que = "0 a 3— x me ie on aura, après avoir di- 
visé par À, 


sd AUS Pa Me 4), 200 DES Lt DEA A 2 


NANT N'A'ATAN X'ATANAINAY 


Maintenant si on met l'équation (14) sous cette forme : 
0—A(A)— A(a+r)—a [A (AI) — A (+2) + Er a'A (A2), 


et qu’on substitue les valeurs-précédentes, on aura une équation qui devant 
être identique, donnera les équations de condition 


(Gi — a) = (n° — na 
2 (1 —e) dt = (R® — n — 2) ac! 
8 (1—æ) = (nr — n — 2,8)ac, 
AG —@) Ce" (n — n — 3.4)ac, 
etc. ; 


d’où l’on déduit les yaleurs des coefficiens 


’ NT — 1 a° 
C Fr e l 6] 
I I— a 
Cu n=H1.7n—92 AAA y 
fi 2 1 ? 
{1 n +2 n— 3 a? RUES 
LA 3 "H 
etc. ; 


donc on a la formule générale 
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états Fr Dr nn Jar 
AE a) Li+— “TH SES 
: ë D—1.72—2 n.n+# 1 a 1: \* 
(16) Le 1.2 * abri. (>) 
Cia ml l=2.n—3  N. nn HI n+2. 
re F:2,3 LONERCAE S ET "A (= >) +ete. | 
Cette suite a l'avantage de se terminer d'elle-même, toutes les fois que 
est un entier positif ou négatif ; mais si Z est fractionnaire, comme nous 


le supposons, elle s’étendra à l’infini et ne sera convergente dans toute 
son étendue et pour toute valeur de À, que lorsqu'on aura 4 << 1— 4° 


ou a <> 


13. Dans tous les cas, si À est fort grand, on aura une valeur très ap 
prochée de A (À) par les premiers termes de la série, qui décroïitront alors 
d’une manière rapide. Dans cette hypothèse, si on prend le logarithme de 
A (A), et qu’en négligeant les termes Si ont pour diviseurs A°, A4, etc. , on 


réunisse deux termes tels que À +? T en un seul 1, on aura 
q 


log A(A) = — 7 log es a*) +R. 


D'un autre côté la valeur de P(A) peut en général se mettre sous la 
forme 


UE ol œA (à); 


et puisque À est supposé très grand, on a par la formule de l’art. 74; 


T(a+n) 24 # (R®— n) Dan 
log A ENT (a —1) log 1e ip CR 


donc on aura . 


APS an) log RE (1 a) — log Ph 
L 2À 


2n— 1 a(i—æ@)+ 1° 


valeur qui doit être exacte aux quantités près de l’ordre = ;, el dans laquelle 


il faudra multiplier les deux termes algébriques par le pates m=—= 0.434, 


si on veut que les logarithmes de cette équation soient changés en logarith- 
mes vulgaires. 


Nous devons observer, 1°. que si 4 était négatif, le terme À log a sera tou- 
‘jours le même que si & était posilif, mais alors P(A) sera affecté du facteur 


or: 8 
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(— 1}, ce qui rendra P(A) négatif si À est impair; 2°. que si l’exposant 7 
était négatif, c’est-à-dire si on avait à développer une puissance positive du 
polynome D, alors il faudrait dans le terme — log T2, mettre la valeur que 
prend la fonction T2 lorsque sa racine » est négative, valeur donnée par la 
formule (43) du chap. XV ; et dans le cas où cette valeur serait négative, on 
devra la considérer comme positive dans le terme — log Tr, et changer sim- 
plement le signe de P(à). 

Il suit de ces deux observations, que le coeficient P(A) ne deviendra néga- 
tif que dans le cas où la quantité & Tn serait négative. 

On peut donc à l’aide de la formule (17) connaître d’une manière aussi 
prompte que facile, la valeur et le signe d’un terme éloigné quelconque dans 
la suite P,, P,, P,, etc. Si par exemple on fata—=%,n—=+}, = 100, on 
trouvera log P,,, — 8.6430084, et P,, = 0.04306412; c’est la valeur très 
approchée du 10 1° terme de la suite dont il s’agit. PAL E. ST 

14. Revenons au calcul effectif des coefficiens P,, P,, P,, etc. Lorsque a 
sera assez pelit, on pourra se servir des formules (11) ou (12) indifférem- 
ment, pour calculer les coefficiens successifs qui seront donnés alors par des 
séries convergentes, mais 1l suffira de calculer directement par ces séries les | 
termes alternatifs P., P,, P,, P:, etc., et on en déduira les intermédiaires 
Pis Pss Ps, etc., au moyen de l’équation (13) qui donne en général 


PO= (+ PART) + G+=)PA—:) |: 


cette équation est d’un usage également sûr, soit que a soit très petit, soit 
qu'il diffère très peu de l'unité. | 

Si on se bornaït à calculer les deux premiers termes P,, P, par les séries 
qui les représentent, et qu’ensuite on se servit de ces deux premiers termes 
pour calculer les suivans par l’équation (13), les erreurs se multiplieraient 
dans ces diverses opérations, avec d’autant plus de rapidité, que a serait plus 
petit. En effet, les erreurs absolues sur P,, P:, P,, etc. pourraient croître 


ce . I T I ; A , 
suivant la progression =, —, 3» Cic.; et comme ces termes eux-mêmes dé- 
; a 


croissent à peu près suivant la progression @, a*, a, eic., l'erreur relative 
pourrait augmenter d’un terme au suivant, à peu près dans le rapport de 1 à 


I e e « ° ? . / LA 
a erreur quine tarderait pas à produire des résultats entièrement défectueux. 


Lorsque a sera très près de l'unité, les séries comprises dans les formules 
(1) et (12) seront très peu convergentes , et il faadra en calculer un grand 
nombre de termes pour avoir, avec un degré d’approximation suffisant, les 


- 
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deux premiers coefliciens P,, P,; mais dans ce cas, on pourra se servir de 
l'équation (13) pour calculer les coeficiens suivans P,, P,, P,, etc., etilne 
sera pas à craindre que l'erreur augmente notablement d’un terme au 
suryant. 

15. Au reste, on peut éviter les longueurs du calcul par séries, en déter- 
minant les deux coefliciens P,, P, par les quadratures qui représentent les 
intégrales = à . à - d Ra prises depuis 9 = 0 jusqu’à 9 = 7. Mais dans 
le cas où a est peu différent de lunité, la quantité D devient très petite lors- 
que ® est très petit; ainsi l’ordonnée de la courbe qu'il faut quarrer, serait 
très grande vers l’origine des abscisses. Pour obvier à cet inconvénient , nous 


, G 1 à d À r &r A , “UT 
“observerons que l'intégrale 1 : Ge Æ peut en général être déterminée par 


Pintéorale f D" d? cos AY, puisqu'on a par la formule (0) 


Dr  1—n.29—1n.3—1n....1—1n 


[RE = EE 1nH2..nhHa—i: (ir — ar)» fD'-:4p cos À®, 


Soit donc f Dr-1d9 cos A9 = #M(A), et on aura 


n.nHin+e....nHa—i M(à) 
PA) 3—n.—=n—1.1—n—-92....1—7%  (1—a@)" 


Ainsi tout se réduit à trouver la quantité M(A) pour les deux valeurs 
A=0,A=—=:1,eton aura les deux coefficiens cherchés 


M, n M, 
Po apr) P=-— Gi — me} 


Or quelque petit que soit 1 — a, on pourra toujours trouver par les quadra- 
tures, des valeurs aussi approchées qu’on voudra de M, et M,; mais pour 
faciliter les calculs, il sera bon de supposer z > 1, afin que l’ordonnée D" 
cos A@ de la courbe à quarrer, reste très petite lorsque @ — 0, ce qui n’arri- 
verait pas si > était < 1. Cette condition au reste est facile à remplir dans 
tous les cas; car on verra bientôt que le développement de D” peut toujours 
se déduire, par un calcul très simple, du développement 7 Dr 


16. Il y a encore une autre manière de calculer les coefficiens P(A), laquelle 
a l'avantage de réussir également lorsque a est très petit et lorsqu'il est très 
près de l’unité, Supposons qu’on veuille prolonger la suite P., P,; P, etc. 
jusqu’au terme P4,; on calculera directement les valeurs de A(m— 1) et 
A(m), par l’une ou l’autre des formules 


87. 
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ADD Po MR IE, mA ARE 


‘ : e ————-° af + etc. 
1 pri Lu A+ 1.242 Fr a 


(18) où 
D CA CA Me Sn OS eme V 


Ces deux termes étant connus, on en déduira tous les précédens, depuis 
A(m—2), A(m—3)...... jusqu'à A, au moyen de la formule. (14) qui 
donne : | jrs 5 Si nt 
A(A— 1) = A(à)+ a A(à) — A(A 1] TS aA(A + 1). 


Il ne restera plus qu’à substituer ces valeurs dans la formule 
plus q 


D = À, + 24. — A, Cos ® + RARE EE A, cos 2@ 


+ 24, Er À; cos 39 + etc., 
et on aura le développement cherché de D. ; | 

Dans cette méthode, les quantités À,, A,, A,, etc. sont évaluées avec un 
degré presqu’égal d’exactitude, parce que la formule dont on fait usage ne 
permet pas que l'erreur augmente beaucoup en calculant les premiers termes 
par les deux derniers. Il arrivera donc que les coefficiens successifs P,, P,, 
P, , etc. seront déterminés de plus en plus exactement à mesure que la série 
se prolonge plus loin ; car les erreurs absolues étant les mêmes à peu près 
sur les coefficiens A(A), elles seront atténuées progressivement dans le rap- 
port de 1 à @, sur les coefficiens P(à). 

17. Ayant représenté le développement de D" par la formule 

DT'= P, + 2P,cos® + 2P, cos 20 + 2P, cos 59 + etc., 


supposons qu'on ait semblablement 


D = Q, H 2Q, cos ® + 2Q, cos 29 + 2Q, cos 3® - etc., 
Q(A) étant la même fonction de 7 + r que P(A) est de x. Nous allons faire. 
voir que ces deux suites se déduisent aisément l’une de l’autre. 


sin À® | 
Dr > Où aura 


En effet, si on différencie la quantité V = 


d * d, wi, 
IE TES + na. ? cos (à + 1) @ na, 49005 @ 1)®. 


Di ia. De > 


intégrant de part et d’autre depuis = o jusqu’à P = 7, et observant que: 
dans ces limites V s’évanouit, il viendra, d’après l'équation (1), 


OR APQ) na [QG 1) — QG — 1)], 
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ce qui donne R 
gr à PR = [QG —1)—QA +1): 


ainsi on a successivement 


I 
] 


HO 0) 
HT ‘Pl, = — (Q, — Q@), 


P,= + (Q, — Q), 
etc. 


À l’égard du premier terme P,, il n’est point déterminé par cette formule : 
mais comme on a D"=— (1 a — 24 cos @) D"", si on multiplie la suite 
Q, + 2Q, cos @ etc. par 1 + 4° — 24 cos ®, et qu’on réduise les produits 
de cosinus en cosinus linéaires, on trouvera que le terme indépendant de @ 
est (1 + 4°) Q, — 240, et qu’ainsi on a 


(20) P,=(i+a)Q,— 240, 
Ces formules offrent, comme on voit, un moyen très facile de déduire les 
coefficiens P,, P,, P,, etc. qui répondent à l’exposant 2, des coefficiens 
supposés connus Q,, Q:, Q,, etc. qui répondent à l’exposant 72 + r. 

18. Réciproquement si on veut déduire les coefliciens Q(2) qui répondent 
à l’exposant 2 + 1, des coefliciens P(A) qui répondent à l’exposant », il 
faudra d’abord déterminer Q. et Q, au moyen de trois équations 

4 — (x + a*) Q TE 24Q,, 
h na (Q — Qi); : 

1 a° 
G—nQ = ÉEQ—G+mQ 


Ces équations donnent 


QG — a)Q = (+ &)P, + ——.24P,, 


| 


I 


({ — æ)Q, = 2aP, “+ —- (1 + a°)P,, 


ou plus simplement encore 


| | Po +"? 
(ar) AN TE Er AELT 2p d 


2— 1 
Q — Q = PR ——P 
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Connaissant Q, et Q,, on calculera les termes suivans Q,, Qs, etc:, au 


moyen de l’équation (x3), dans laquelle il faudra us n en 7-1 et 
P(A) en Q{(A), ce qui donnera 


(2) An) QA+ 1) æ ÈS AQU)— AH 7) QU — 1). 


19. Mais on peut pour le même objet construire des formules plus com- 
modes et qui serviront à calculer immédiatement les coefhiciens Q (à), 
Q(A + 1), par le moyen des coefliciens correspondans P(A), P(A+ 1), 
P(A— 1). 

Pour cela je üre de l’équation (r9), 

AP()== na [Q(A = 1) — Qi + Je 
Gr) P(a+ 1) = m0 [Q( DRE 
D'ailleurs équation (22) donne 
(A — n) QA+Hi) = ÈE QG) — (A +7) QU»), 
(Hi) QAH2) = te AH) QI) Ain) QO) 
De là résultent deux valeurs de 0) exprimées, l’une par les deux termes 


P(A), P(A+H 1), lautre par les deux termes P(A—1), FQUS ces valeurs 


sont 
Qæ+n)G +) PO)— (a+ 1 n) 2aP(a+ 1} 


Q(A) = : n(i—a}) 4 
(23) 
QE (an — 1) 2aP(i— 1)— (a — n)(1 HaJPO) 
ne QU BP CT EU 


La combinaison de ces deux formules en gopne une troisième plus commode 


dans la pratique, savoir : 


@b) QC Ur ON ER 2 ant1)RO4H) | 


Dans le cas denæ?, cette formule se simplifie et donne ce résultat 
remarquable , 


(25) OÙ) = sn (22 — D) (PA — 5) PA +: )1. 


20. Nous observerons que les équations (14) peuvent se mettre sous la 
forme suivante, plus commode pour le calcul numérique, 


HD PO) OI) PO D, 

(26 QG) ja QG ei D — ‘ni —a} P 
“ n) P I—n ALI 
| QG) — QU + TE pie ) GERS )PGH:) 
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Dans le cas de n—+, ces formules se simplifient encore et deviennent 
QQ) + QG + 7) = PE) P (a+), 
Q@) — QG + 1) = ES IPO) HP Ga i)] 


Le cas de 7 — + qui donne lieu à diverses simplfications, est celui qui s’ap- 
plique spécialement au calcul des perturbations des planètes; il est suscep- 
tible d’être résolu complètement par les fonctions elliptiques. 


(27) 


21, En eflét, si l’on suppose = 7 — al et = on aura... 


a 
G+ a) 
D=(1+ a) (1—c sin° d), et les valeurs de P, et P,, données par la 
formule (1), seront a 
1 | ad 


PT = G+d V/ Ci — c° sin° 4)? He 
I 2d\, cos 2Y Véle 


P = — 


7 (1+ a) V{i — 0° sin® Ÿ) ? | 


or, par l’art. 207, tom. 1, on trouve 


pitt 3H 

(28) ° 7 m(1+a)? 
| PF (1 + a?) Fic— (1 +a}E'c 
LT ra(1 + a) RE 


Les fonctions complètes F'c, E'c sont rapportées au module c; mais il 
conviendra de les exprimer par des fonctions semblables rapportées au mo- 
. 21/ a . pe 

dule c— x, puisqu'on a c — Die Or par les formules de l'article déjà 
cité, on a x 


Fes (ie )F8. Fe, a)F'a, 


E'c = (140 )E'c — DF'e — : a E'a — (1— a)F'a, 


valeurs qui, étant substituées dans les formules (28), donnent plus sim- 
plement 


(29) 


UT Lu À 


P, | 
sp = (F'a — L'a). 


DIN DIS 


22. Nous rappellerons ici que pour calculer les quantités F4, E’a, il 
faut d’abord former la suite décroissante a, a°, a°, a°*, eic., par la même 
loi que la suite des modules c, c°, c®, etc. Faisant ensuite 
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Ki Ar ns eue 


e o fa © etc. 9 


Her (+ us #4 cure “etc. ), 


on aura, suivant Îles formules RELRSTE le tome I, 


Fa = 7Kk 
2 


2? 


E'a 


Î 


7 I n Éd 1 ,a 

TR (niet 41) SM 

De là résultent ces valeurs très simples des deux premiers coeficiens 
Pis P: , 

PIN 


12 
(a 
ensuite par l'équation (13) on trouve le troisième coeflicient 
P, = 5 aP, + 1H. 


Substituant ces valeurs dans les équations (21) et (22), on en déduira les 
valeurs suivantes des trois premiers coefliciens Q,, Q,, Q,, nécessaires au 


développement de D°* 
| OT ARTE 


(1 — &}ÿ? 
Qitee — K — FH, 
Q, = 2%+5 
LS re AR : 
GP rates 


Ces formules sont disposées de manière à rendre le calcul numérique des 
premiers coefliciens aussi facile qu'il est possible. Nous en donnerons bien- 
tôt des exemples. | 

Les valeurs précédentes supposent que la différence 1 — a n’est pas très 
petite, et dans cette hypothèse on n’aura jamais à calculer qu’un petit 
uombre de termes de la suite &, 4°, a°, etc., pour parvenir à des résultats 
aussi approchés qu’on voudra. Sil arrivait que 1 — a fût très petit, on 
ferait usage des formules (28), où 1—c est encore beaucoup plus petit 
que 1—4, et on substituerait dans ces formules les valeurs de F'c et Etc, 


calculées suivant les méthodes que prescrit pour ce cas ‘la théorie des il 
tions elliptiques. 


25. Nous avons fait voir quels sont les procédés les plus simples pour cal- 


00 
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culer les divers coefliciens P(A), Q(à), qui servent à développer les deux 
puissances consécutives Dr", D"? Si on avait à développer un plus grand 
nombre de puissances successives, telles que DT", Dr"t, Dome, DS, 
on commencerait par la puissance la plus élevée, et faisant 2 — m+3, on 
calculerait les coefliciens successifs P,, Pr, P,, etc., qui répondent à cette 
valeur de 7. ) 

Connaissant le développement de D il faudra en déduire successive- 
ment celui des puissances précédentes Dr"+', DT*#?, etc. Pour cela il faut 
observer que si on a égard à la variabilité de # , la fonction P(A) devient une 
fonction de deux variables et devra être désignée par P(A, 2). Or les coeft- 
ciens P(A, 2 — 1)se déduisent des coefliciens P(X, #7) au moyen de la formule 
(19), qui peut être exprimée ainsi : 


(50) PA,n—1)= DEP, #)— PA id. 


Cette formule ne ferait pas connaître la valeur de P(0, n— 1); on y supplée 
par l’équation (11), qui donne 
(TOI P(o,z—1)=(1+a) P(o, nr) — 24aP(1, 2). 
Au moyen de ces deux formules on déterminera les coefliciens P(A, #—1), 
en supposant connus les coefliciens P(A, 2); on calculera de même les coef- 
ficiens P(A, 2— 2), par le moyen des coeficiens P(A, 2 — 1), et ainsi en 
rétrogradant, jusqu’à ce qu’on ait les coefliciens de toutes les puissances de 
D dont on demande le développement. br 
Nous proposons de commencer par la puissance la plus haute, parce que 
les puissances inférieures se déduisent avec facilité des supérieures, au moyen 
des formules (30) et (31). 
24. On pourra aussi, si on le juge à propos, suivre une marche inverse, 
c’est-à-dire calculer les coefliciens P(A, 24 1) par le moyen des coefliciens 


P(A, n) supposés connus. C’est ce qu’on exécutera par les formules (26), qui 
peuvent être mises sous cette forme : 

P(A, n+1)+P(A-r, 21) GtHn)P(, Pr) 1, E} 
(LENS EN M EN AG 2 AUD nu A DS 

(1+a) 
Il est visible que les mêmes formules serviront à déduire les coefliciens 
P(A, n +2) des coefliciens P(A , 7 + 1); ainsi le développement connu de 
D—" fera connaître le développement des puissances SUCCESSIVES Dre", 
Der 'elgi 
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25. On a vu que deux transcendantes. connues dans la suite 3081) 
P,, etc., suflisent pour déterminer toutes les autres représentées par P(A) 
ou P(A, #), et par conséquent pour avoir le développement complet de D". 
Ces deux mêmes transcendantes sufliront donc aussi pour déterminer tous 
les coefliciens représentés par P(A, 7 Æ h), et par conséquent pour avoir le 
développement de la puissance DT"*#*, £ étant un entier quelconque. 


De plus, si Pon compare entr’elles les deux valeurs de A(A) ou A(X, n), 


données par les formules (18), on trouvera immédiatement 
A(A,n)=(1—@)T% A(A,1—n); | 


d’où résulte la formule 


P(à,n) Mn ur ba, Da 
(53) PO, 12) I— 7, SN avr aa (1 2 0°). 


laquelle revient à l'équation (9). En vertu de ce théorème, on connaîtra tou- 


jours exactement le rapport des deux fonctions P(A, at P(A, 1 —n); de 
sorte que l’une peut être déterminée par l’autre. Ainsi le développement de 


D7'#* peut être déduit immédiatement du développement de D, et réci- 


proquement. 

Donc les deux transcendantes qui suflisent pour déterminer en général 
les diverses valeurs du coefficient P(X, »#), Suffiront aussi pour déterminer 
toutes les valeurs du coefficient +00 1—7), et par conséquent encore 
toutes celles du coefficient P(A,—Ækx), À étant un nombre entier 
quelconque. \ 

 Combinant ce résultat avec celui qu'on à déjà trouvé, on voit que les 
deux transcendantes qui servent à former le développement complet de 
DT", suflisent en même temps à former le développement tant de la puis- 
sance D" que de la puissance D°<*, £ étant un entier quelconque. ? 


$ IL. Application de la théorie précédente aux cas de n = 1 etn—=#, où 
l’on montre l'usage des fonctions elliptiques pour faciliter le calcul 
numérique des coefficiens. 


26. Exemple TI. Soit a =, et soit proposé de développer les deux 


e ml in, #} [3 L2 
puissances D ?, D *; le tableau suivant donne les valeurs des coefficiens 
successifs, jusqu’à ce qu'ils deviennent trop petits pour entrer dans le 10° 
ordre de décimales, 


SONT. 


SECTION [ Rat 


SRE ne D. 6.2 a DEN DATÉE ur 3 dép w Le MG Pa LRU D " 
: T # | Ù mu 
\ 


{F4 


1.00251 41609: 100 
0.05018 86804 878 | 0.15285 40606 972 || 
0.00376 53285 143 | 0.010908 27992 044 | 
31 387064 871 | :! -222:409281 242 
2 74676 494 |: 1:25: 02099 791 
24722 060 2 70161 704 
2266 407 209803 825 
210 461 : 3192 836 | 
19 792 | 359 203 
- + 864 35 758 
PRE 3 759 


0 
I 
2 
3 
À 
5 
6 
7 
8 
9 
O 


td 


Les termes de la seconde colonne ont été calculés par la formule (11), en 
faisant 2 — à, et donnant à À les valeurs paires 0, 2, 4, 6, 8, 10; on en 
a déduit les termes intermédiaires par la formule de l’art. 14. La seconde 
colonne étant ainsi formée, on s’en est servi pour calculer la première au 
moyen des formules (30) et (31). On connait donc par ce petit tableau, 


le développement des deux puissances consécutives D';, D'°, pour le cas 
dea=%; de manière que l'erreur de la série ne pourra jamais s’élever à une 
unité décimale du dixième ordre. 
27. Exemple IT. Soitaæ+, et soit proposé de développer les deux 
puissances D'*, D'È. | 
On pourrait exécuter les calculs comme dans l’exemple précédent, parce 
que les suites ürées de la formule (11) seraient encore suflisamment con- 
vergentes; mais si on veut obtenir des résultats exacts jusqu’à la douzième 
décimale environ, on y parviendra plus promptement pat les formules de 
lort 23. | * 
En prenant pour module a=5= sin 2 la théorie des fonctions, elhp- 
tiques donne les valeurs suivantes : | 
K = 1.079318 20071 494, 
H — 0.038325 03887 041; 


de là on déduit, par les formules de Particle cité, 


00. . 


Fe 
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P(o, 
PES 
P(2 


352 
P(o, +) = 1.07318 20071 494 
P(1, 3) = 0.27793:30989 634 
P(2, 5) = 0.10549 44958 802 

On continuera le calcul des quantités P(, 

GA) PL 1, 3) = BAPO, 2) — (x + 1) PO — 6, 2), 

et on en déduira les valeurs de P(A, 1) par la formule (30) ,-ce qui don- 

nera les séries de ces coefliciens, comme on les voit dans le tableau sui- 


3) — 1.009074 56177 305. 
à) = 1.209025 00150 137 
$)—= 0.770017 32218 770. 


3) par la formule 


vant : 


PCA, à 
80074 56177 
-29025 00150 
77001 32218 
5 44629 40479 |È 
:248206 36330 744 |f 
«13951 80329 115 |! 
.07300 56509 967 || 


137 || 
7790 |R 
008. | 


1.073168 20071 494 
-27703 50989 634 
10949 44998 .892 
04422 91324 002 
-01942 55009 368 
-00876 28991 039 


O 
O 
O 
0 
0 
0.00402 37244 696 
0 
0 
ro) 
0 
re) 


-00187 07572 266 
00087 78723 217 
00041 49157 023 
00019 72258 518 


-03894 86456 410 |} 
.02062 44486 525 |} 
01085 67313 472 | 
.00568 55521 305 |k 
-00206 76972 755 {À 


-00009 41871 684 


.00154 33167 215 F 


28. On peut vérifier ces résultats en calculant les derniers termes 
P(r1, 2), P(12, #) par la formule (11), ou encore mieux par la valeur 
de P(à) que fournit l’équation (16), savoir : 


nn+1i...WHA—I D 1 n | a? 
FO Le0 Un (0 Re LU ARE Tee 
(34) n.n=i. a? 


N— 1,2 
SRE Nous" 


x 2 A+ I, NT Eve (1 — a: a} 


On trouvéra de cette manière, en poussant l’approximation ; Hit à la trei- 
zième décimale, 


+ete.). 
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P(r1, :) — 0.00009 41871 680, 
P(12, $) — 0.00154 33167 407. 
L'erreur des résultats précédens ne se fait donc remarquer que dans le 
11% ordre de décimales sur P(r2, ?), et dans le 13"*seulement sur P(rx, +). 
Elle pourrait être plus considérable, sans qu'il y eût une erreur d’une unité 
sur la dernière décimale des valeurs de P,, P,, P,, d’où l’on a déduit toutes 
les suivantes P;, P,, etc., parce que la formule (13) qui sert à faire ces 
calculs, a l’inconvénient, comme nous l’avons déjà remarqué, de faire 
croître les erreurs absolues suivant une progression à peu près géométrique 


. . 1 . . 
dont la raison est au moins =; d’où 1l suit qu'après un nombre de termes 


peu considérable, les résultats deviendraient entièrement défectueux. C’est 
au reste ce qu’on éviterait en suivant la route indiquée art. 16, mais les cal- 
culs seraient plus longs. 

En jetant un coup d'œil sur le tableau précédent, on voit que les deux 
séries tendent de plus en plus à se confondre avec une progression géomé- 
trique dont la raison est + ou a. On prévoit dés lors de quelle grandeur à 
peu près seraient des termes beaucoup plus éloignés, tels que Barr 
P(22, 5) ; ces termes se trouveront directement, et avec une approxima- 
tion assez grande, par la formule (17) qui donne 

Par, £) — 0.00000 00671 35, 
P(22, 3) — 0.00000 141208. 

On voit de cette manière jusqu'où il faut prolonger les deux suites, pour 
que les termes deviennent plus petits qu’une limite donnée. 

29. Exemple TITI. Soit a — 0. 72353323, et soit proposé de développer 
jusqu’à neuf ou dix termes les puissances Di*. D'*. 

On calculera d’abord , par la théorie des fonctions elliptiques, les modules 
décroissans 4, 4°, a°, etc., et leurs complémens b, b°, b®, etc.; ce qui don- 
nera les logarithmes suivans : 


ar... 985933 78987 0774 b.....1 983916 37438 4132 
a .... 9-26264 53174 3980: b°..... 0.99259 66675 9680 
a... 793060 24235 4992  b®..... 0:99998 42237 9754 
a%,.. 5.25916 06318 3109 b°®%,,., 0.090999 99999 2837 
a... 7.023235 06436 2327 b°°®%,,,, 0.00000 00000 0000. 


On voit que, quoique a soit assez prés de l'unité , il ne faut cependant pro- 
longer la suite des modules que jusqu’au quatrième terme, pour avoir 
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les quantités cherchées K et H approchées jusqu’à “ quatorzième dé- 
cimale. 
Calculant en effet ces quantités par les formules K — V4 (; A arte) | 


a a 04°°4°920 
= (2 + + à —), on aura 


log. K — 0.07670 85737 4070, 

K — 1.190318 71668 9482, 

H — 0.10969 09424 8484. 
En partant de ces valeurs, et suivant la même marche que dans l'exemple 
précédent, nous avons formé le tableau suivant Te contient les valeurs des 
coefficiens calculés avec dix décimales, jusqu’au neuvième ou dixième 
terme. 


‘ P(x, : PEx, à). 


19318 71669 | 4.099626 29528 


A] Oo | 1 

1 | 0.47120 60097 | 4.453583 71725 

112 | 0.26378 07663 | 3.609538 48434 

1 5 | o.1616 14479 | 2.907708 98367 

|| 4 | 0.103539 42358 | 2.535232 94425 

|| 5 | 0.067709 32509 | 1.835355 74847 

1 6 | 0.04518 70701 1.415090 40952 

1 7 | 0.035047 27456 | 1.083090 91672 

| 8 | 0.02073 00565 | 0.82529 82154 

à 9 0.62536 54889 \ 


Le peu de convergence de ces séries exigerait qu’elles fussent poussées 
trés loin, pour que les coefliciens devinssent négligeables. On en jJugera 
par la Gonna (17) qui, étant appliquée au cas de À — 50, donne 


P (50, +) = 0.00000 00105 733, 
P(50, ?) — 0.00000 11659 555. 


30. Puisque la théorie des fonctions PES peut faciliter beAuEOUp 
la détermination des coefliciens P (A, +) et P(A, 3), dans le cas où a est 
très peu différent de l’unité, il importe d’examiner avec soin les consé- 
quences ultérieures qu’on pourrait déduire de cette théorie. 
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Soit donc proposée la quantité D = (1+ a° — 24 qe DE 3 É fais p—2N 
= ?Ve, et jai D: Lg + a),(1 — c* sin° Lÿ ou D° = (1 La), 

en faisant A = ÿ/(1 — c* sin* 4), 
Du module € qui a pour complément = y (1— c), on déduit le 


module suivant c° par la formule c° = laquelle donne dans ce cas 


1 —b 
1+0? 
c —a,;et son complément & = y (1—a). Si ensuite on prend une nou- 
velle. pins 4 Ÿ° qui satisfasse à l'équation trigonométrique tang (.L° —d)= 


b tang À, ou qui soit donnée par la suite 
N°24 — a sin 24 Ha sin 4d— 245 sin GAL H etc, 
on aura la transformée suivante, où 4° représente 4/(1—c°* sin° L°), 


Fon c° cos Ÿ° + 4° 
Pt 1 + c° > 


de la on tire, en observant que c° — à, 


De A° + a cos N°, 


(35) pr? — 474 cos 4° 
I—@ © 
Mais si on fait 4° = ETAT) D pie a dé COS P°, P—2N 7, 
on aura semblablement (De) —= (1 ++ 4) A, ou A°— son pH Be 
ou 
pas (1Ha2—2@ cos @ oi 24/a° sin + 
(36) (14 a— a cos @) D ARR ESRI EAST 


31. La relation directe entre g° et ®, par laquelle on obtient cette trans- 

formation, est contenue dans l'équation 
tang (+9 — :9°)== 0 cot à @. 

Mais pour qu'il n’y ait pas lieu à ambiguité, quand on veut déterminer @° 
par le moyen de ?, faut imaginer que l'arc ® augmente indéfiniment de- 
puis la valeur zéro jusqu'à tant de circonférences qu’on voudra. Cela posé, 
l'arc @° devra satisfaire à Péquation sin (® + #7 — 10°) = asin (7 + 19°); 
d’où l’on voit qu’en désignant par 8 le plus petit des arcs qui ont a pour 
sinus, la quantité ® à EUR =®° sera toujours renfermée entre les limites 


+ 8 et — 8, de sorte qu’on RUUS supposer P—=20+7 14 ô sin À , À étant 
un angle qui varie avec @; c’est aussi ce qui résulte de la série 
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| 19° = 27 + @ Ha sin @ + de sin 29 + sai sin 350 + etc. 


Maintenant comme 4° sera toujours plus petit que «, puisqu'on a....... 
P pe ) 


o—1—V(G—a) o\z , ni 
a RG) la fonction (D°): se développera en une suite 


L.+ 2L, cos ®°+ 2L, cos 29° 21,4 cos 39° + etc. ; 
dans laquelle le coeflicient L(Æ) est en général la valeur de la fonction P(E, 2), 
lorsqu'on fait 2—— + et qu’on met a° au lieu de a. 
Dans le cas de l'exemple III, on a 4°= 0. 18308; ainsi la suite L., L,, 
L,, etc., doit être fort convergente; on trouve en eflet le terme... 
L,, = 0.00000 00007 733. 


Cette suite étant trouvée, le développement de D'*, ordonné suivant les 
cosinus des multiples de @°, sera 


| UE I L, + 2L, cos g°—+ 2L, cos 29°<+ 2L; cos 39° F etc. 
(37) D  G—a)(i+a) Le + 2V/a°.sin + @° } 


On pourrait, pour plus de symétrie, mettre au lieu du terme 24/4°.sin 1@°, 
sa valeur 


4V/a° 2 cos ?° 2 COS 2@° 2 cos 39° a ta 
fi 1.8 0 BD nt 5.7 — etc.) 


mais cette suite n’élant pas suffisamment convergente, il vaut mieux ne rien 
changer à la formule. 


32. Si on voulait avoir le développement de D'* , On le déduiraitaisément 


de l’équation (1 — 4°) D i — A°— a cos N°, qui, étant élevée au cube, 
donne 


3 | 
(x — a) D 5 = A(A°%+ 54 cos’ A °) — a cos | (3A°°— 4 cos°.L°) 
Mais on à AŸ= 1 — a+ a? cos Al°, d’où 


A(A°-+ 3a* cos’ L°) — 3A%— 3 (1 — a) A, 
a cos À(5A%+ æ& cos À°) = af cos 54° 3a cos 4°: 


donc 
£a 
(Gr — a DE = 4A%— 3 (1 — a) A° HE 3a cos N° + a5 cos 3L°. 
: à | D° 3 or , " 
Substituant les valeurs A° — nr => +: 9°, 1l vient enfin, 


| | ÿ fit mc | 
(1 — a D * = 10 p — TNT — 54 sin 19° + asin 3 9°. 


Or on a déjà fait (Ds) = L,+ 2L, cos o° + 2L, cos 29°+ 2L, cos 30° etc. : 
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supposons qu’on ait semblablement 


(Doÿs — = M, + 2M, cos ®° + 2M, cos 29° 2M, cos 59° etc., 
on pourra déterminer les coefficiens He M, , M,, etc. d’après les formules 
(17) qui donnent : 
(1 + a%) L, — 24°L,., 
—— 3 a° (L, on « L,) , 
HrP2 4 (L, ere L:), 
— $æ(L — L,), 


FE 
TU 


etc. 


3 2 AGE. 
on connaîtra donc le développement de D'*par l'équation 


(1—eÿ$D _. À; SM - o+2M, cos@° + 2M, cos 29° 2M, cos 39° + etc.) 


(58) — TT FE, AL, + 2L, cos ®° + 2L, cos 29°—+ 2L; cos 39° etc.) 
—- na D° =} aÿ sin & @°, 
et ces séries exprimées par l’angle @°, seront en général beaucoup plus con- 
vergentes que celles qui sont exprimées immédiatement par langle ®. 
33. On pourrait ultérieurement réduire le développement de D" à celui 


L 
de (D*)*, dans lequel les coefficiens décroîtraient encore plus rapidement, 
puisque a est beaucoup plus petit que 4°, et il serait facile de continuer à 
volonté ces réductions. On a en effet les équations successives : 


4 —a)D = asin2 + (D : 


(DoŸ = — & sin £ @°° + ee CRE 
(De) — — a®sin + D PMENTI ee (D, 


etc. 


2°°° 


2 
d’où résultent ces valeurs de (1 — 4°) D ?, 


5 : aV/a° + a a? 1 
(Gi— a)D = asinig — ——sin 20° ES D) 


avan, aV aa 
2 


sin 1Q"°— + sin à °°° 


D 1 
(1 —a)D *=asm;g — 
k a a de 
+ 2 V/a° ° 2V/a°° ° 2 as(D°*) U 
etc. 
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Mais à cause du décroissement très rapide de la suite 4, 4°, a°°, a°°° ,etc., 
les quantités D°, D‘, D°*, etc. tendront non moins rapidement vers leur 


00 


limite qui est l’unité: et à cet l duit — AE PORTER 
imite qui est l'umite; et à ce terme, le produi Va” 2Var * 5e! +. 
sera ce que nous avons ne par + , donc on aura généralement , 


(39) (x —4)D* Re = y 77e As L'D°9 en — Ve “sin @%°—etc. 
Cette formule a beaucoup d’analogie avee celle qui donne la valeur d’un arc 
d’ellipse; elle forme une suite très convergente dont il suflira toujours de 
prendre un petit nombre determes, et au moyen de laquelle on exprimera en 
quelque sorte rationnellement, la quantité irrationnelle (1a—2acos®) ?. 
Mais ce développement a l’inconvénient d’être formé avec des variables œ°, 
p”, etc., toutes différentes les unes des autres, et.par cette raison, la for- 
mule est plus curieuse qu’utile. Il n’en est pas de même lorsqu'on s’en tient 
à la première transformation, et il est permis de croire que l'expression que 
nous avons donnée de D'° en fonction de l'amplitude g°, pourrait s’appli- 
quer utilement dans quelques cas difficiles de la théorie des perturbations 
des planètes. 

34. Si l’on fait @ = 0, il en résulte g =7, p° — 37, p®— 17, etc., 
et l’équation (39) donne 


Q 70,00 0,,00,,900 
ame EVER LOT ete, 


e e ? I 
Ainsi on a en général cette valeur de = : 


K 
x a\/a° aÿ/(a°a°°) a /(a°a°°a°°° 
K 2 c 8 
Cette formule qui résulterait également de la supposition @—=7, peut se 
EEE : FAR 2 ts 
déduire facilement des formules déjà connues; en effet on a a— 2e, 
a 
2Va a ins ae Û A 
d=- Ta €lc.; ainsi les différens termes de la suite précédente peuvent 
s'exprimer comme il suit : 
aa _ Mr ay (a°a®) _ | a a/(a° aa cé FUN m°00 
2 PT LUE D 4 TT rte, 1404) 8 a. 144, 1 aeeo) €LC. 


On aura donc 
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ï a° a a? 
K 1+Q 1+Ha.r1Ha 1 Ha,r + 4,1 + a 
Cette série, selon qu’on l’arrête au 2"° terme, au 3°, au 4”, etc., donne 
successivement les résultats : 
I I I 
ee tetes out | een rase 2 roms Ga amen encre nb ARDENNES Eee 
1 Ha? 1H ar + o97 1  a.1 + a®.1 + a°09? 
Ainsi on aura en général K=(1+# 4°) (3 + a) (1 DA) etc., Ce qui 


est la valeur connue de cette quantité. 


etc. 


$ IV. Calcul des coefliciens différentiels de la fonction P(\,n)} en faisant 


varier a. 


35. Proposons-nous maintenant de trouver les coefliciens différentiels de 
la fonction P (A), pris par rapport à a. 
d@ cos xp 
Dre 


Puisqu’on a en général P() = 5 = f , si on diflérencie cette équa- 


tion par rapport à &, on aura 


dP dP (à) do cos, 
FAR DOURT D 


nr (a =— c0S D) 


ou 


dP(a) __n ( d@ cos CASE 1)® dg cos (a+ 1)9 _2ad@ & cos A@ 

an re ke D ae D'+ FT pr 2 ; 
Appelons. comme ci-dessus Q(x) ce que devient la fonction P(a) lorsque 
n se change en 2 + 1, nous aurons 


(40) PO) = n[Q(a—1)+ QU 1) — 2aQ (1). 


Aïnsi en supposant connus les coefliciens Qc; Qù; Q,, etc. qui appartiennent 
au développement de D—"-", on connaîtra les valeurs successives du coefli- 


@) 


o . , e. dP . CI LT 
cient différentiel ; il n’y a pas même lieu à excepter le cas de=0, 
da 


parce qu’alors on a SE: r)}=Q,, et qu’ainsi la formule (40) donne 


Te = n (2Q,—24Q.) 


36. Si l’on veut déterminer les coefliciens différentiels — 


E@ 


<, sans sup- 
poser la connaissance des coefliciens P(x, 2-1) qui nent à l’expo- 
sant 2 1, et que nous avons désignés par Q-(à), voici comment on pourra 
y parvenir. , 


89. . 
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L’équation (19) étant mise sous cette forme 


. PA)=a[Q(1— 1) —Q(+ 1), 
si on la différencie par rapport à &, on aura 
- e FO QA— 1) —Q (a+ )+a[ 2 1) _4@Q@ QE ul 


PQ) 


substituant au lieu de E ) Sa valeur donnée par l'équation (40) , on 


trouve 
BP at Re  G=nQG—-n+H+(AHnQG+r | 21Q (à). 
da da qu a 
Puisque n n'entre pas dans cette équation, on peut mettre Œ (à) au lieu 
de Q(à), et on aura également cette formule générale : | 
(41) Bar er REA CS —C—DPE— DER DPGHD pe), 


Elle donne successivement 


A QUES: À xp 

mat Dore = (2 P.) er 2P , 
dPVAP: 

LT Toi — : (P, + 3P;)— 4P,, 
4 nf ee À à 

D DE 1 (2P, + {P)—6P,, 
etc. 


d’où l’on voit que, pour calculer les coefliciens différentiels successifs 

CRM NORD dPs dPs dE 

av 0 To el0rs il suffit de connaître les deux premiers >, F2 

57. On a pour cet effet les deux équations | 
dP 


PAT ER (2Q, — 24Q.) ; 
= n(Q+0Q —24Q), 


da 


dans lesquelles il faut substituer les valeurs il Q., Q,, Q,, exprimées en 
P, et P,, d’après les équations du n° 18; cette substitution donne 


Î 


dP 

Bi à ie abs EEE) 

dl, 1 1+ 
Le rt FOR PrTe ni P, }. 
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Mais on peut mettre ces équations sous la forme suivante, plus commode 
pour le calcul numérique, 


Le LP — [en— 1) P, + anP,— © P, |, 
ao ne 


= (er Pi arP.+ EP, | 


Ces formules se simplifient encore dans le cas de z2—= =, et donnent 


2 ) 


(45) PU Nabil, Lab 1 dl, 


da Lie Ait da a da ? 


LT 


cest aussi ce qu'on trouverait immédiatement par la différentiation des équa- 


dE _E—(i—æ@)F" dE A 
tions (29), en observant qu’on a PR ep PPS COM Pret =(F — Er, 


: : | DE . a ; dP | 
38. Si on veut avoir la valeur générale du coeflicient différentiel a : 


exprimée par les fonctions P seulement, on la déduira aisément des équa- 
tions (40) et (23); mais voici un moyen d’y parvenir qui nous fournira 
en même temps de nouvelles formules. 


_ AA) LE is p) de cos xp 


Nous avons déjà trouvé 7 Fe ; on a sem- 


blablement 7 hay = — 27 ir Sense er ue ; de là résulte 


dPAH D _, PO) 


TS AT dia _ [(a—cosp}" cosA9+-(a— cos @)sin psinap |" 
Le second membre se réduit à 
. As cos BE cire eRS [asin x®—sim(x+1)®], 


et au moyen de ra par parties, il se réduit ultérieurement à 


sin (à +. Herr an 29 “ Me fee cos À@ (+ + 2 1) fée cos (AEne 


La partie hors du signe est nulle dans les deux limites de l'intégrale, et 
l’autre partie —(22#4-A) P(à) — (= -) P(a+ 1); donc on aura la for- 


mule 
4) OH ED Gn+x) PO)— (=) P(abi). 
Si on change le signe de à et qu’on observe que la formule.... 


P() = : F de rs donne P(—à) = P(à), on aura semblablement 
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dB (1 — dP 
(45) FN si 


Ces deux équations donnent par leur différence la formule (41); mais, pour 


dPG}y 
da 


= (an à) PO) ITTI PR 1) 


en déduire Îa valeur du coefficient cherché , il faut encore recourir 


à l'équation (13), dont la différentielle est 
d 
Ga) POED Er) OO EL) OI Er hp) ==0; 


et par la combinaison de ces trois équations, on aura 


(46) (a) DE in) Par) (re) PA 1)anaP (a). 


: ; Nat APN É k 1 À 
D'où l’on voit que le coeflicient différentiel 0) se détermine assez sim- 


plement par les trois termes consécutifs P(a—1), P(a), P(aær);il pour-. 
rait se déterminer par deux seulement de ces termes, en- éliminant le 
troisième à l’aide de l’équation (13); mais la formule qui en résulterait serait 
moins simple que la précédente. 


59. Au moyen de Péquation (46) on SORTE trouver la valeur du coeff- 


ddP(2} 


cient différentiel =, exprimée par les fonctions P(à); mais cette ex- 
da É 


pression serait fort compliquée, et la complication augmenterait, encore 
dans la valeur des coefliciens diflérentiels des ordres supérieurs. Pour éviter 
cet inconvénient, on pourra former successivement les coeficiens, différen- 
tiels de chaque ordre, à compter des deux premiers termes où l’on a à =—0 
eta=1, par la méthode swivante, analogue à celle que nous avons suivie 
pour les coefficiens différentiels du premier ordre, dans les art. 55 et a 


De l'équation (4r) on tire, par la qua 
Ç 1) PACE une 6-2 D ms mL du: sjians) »P() | dP() 


= 2 À TRUE 
da? 


dP() : 


ainsi, on connaîtra fe valeurs successives de 2 me 


GP | AP 
d&æ? d@° 
Or, par la différentiation des ie je xs oma ces deux formules : 
_ 
(1 —a) 


(48) 
(a) (CP. im, 


, Si on connaît les deux 


premiers termes 


P£ 2P, 
Le + a "a a) Fo 


ë | 
ae +) | 
de) = LE - act à 
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ddl, ddP, 

da? ? "da 2 
L 2 » . 

connues, puisqu'on est censé avoir formé la suite des coefficiens différentiels 

du premier ordre, avant de passer à ceux de second ordre. 


se déterminent par des quantités 


40. On peut encore simplifier cette détermination et celle des coefliciens 
différentiels des ordres supérieurs, par les considérations suivantes. On tire 


d’abord des équations (48). 


APN AA Re dE 

da? RE CAE rs 4 da ? 

ABS SN DAPe AE É 2) ne: 

da? de TA ca ù a? 

d’un autre côté, les équations (42) donnent 

de, dP; | 
A OA — (27— 1)P,, 
dr, RER Me 
GS OP an AT A RD TD 


| 
-combinant entre elles ces équations, on en déduira les deux équations 
différentielles suivantes, pour déterminer séparément les fonctions P, et P, 


vs (a— a) ed [intra] Se — Anal, = 
9 
(oies) Ti Le—(én ele — [a 4 (Ant 1 atIP, E 0: 


De là on voit que le coefficient du second ordre Fe 


daP, 
da’ 


dP, 
da ?? 
’ e 5 A de, 
se déterminera de même par le moyen de —= et P.. 
«a 


41. Les mêmes équations feront connaître, par des différentiations répé- 
tées, les coefficiens différentiels des ordres ultérieurs. Ainsi équation rela- 
tive à la fonction P, donne successivement : 


CS C3 (47 +5)a | (Gt PL ci —(8n°—2) P,= 0, 


(ae) C4 jn-t8)es LE 


ae) DE HS in: De ER (ie ++28n28)a —(16n+-32n+- É as 7 0. 


not 05: 10 (5o) 


Ces équations dont il serait facile de trouver RER générale, font 


(62) 


(55) 


AU APPENDICE, 


" ee OR SEN GP, | P bi 
voir que la série des coefliciens différentiels =, =, ss etc. peut être 


> _— 


prolongée aussi loin qu’on voudra, et que chacun d’eux se déterminera 
toujours par les trois précédens. | 

42. Connaissant les coefliciens différentiels de la fonction P,, on pourra 
en déduire ceux de P, par les équations successives. … 


dP, dP, { 
er = a + (on — FE 


ddP, __ ddr, ee, 
(51) En EL PT à 


3 2 
Le NU Re (an _. LD 
4 4 
Per = a Pt (on + 2) St 
etc 
équations dont la loi est manifeste. 
On peut aussi déterminer directement ces coefliciens, à compter du se- 

cond ordre, par les dns successives 


aa) 2 +ti (na 


50) 


d’'P, 
‘3 da? —(4n 
3 À $ dB. 
ae +[3—(4n air an D —_(Bn° +87 +) Ph 


8P=0, 


CE De HTé—(ntro)a le: 2 —(nr-ata pee De ne Crant ana) =, 


etc, 


ddP, ddP 
43. Connaissant les deux premiers termes du second ordre >, Fm. on 


calculera les suivans par l'équation a trouvée 


ddP(x— 2 Me de HOETE 
TUE 1) RG) = To Hit) ) pen LS Spa) PO) }s2 20). 


Cette équation étant différenciée successivement , donnera les formules sui- 
vantes : 


ÉP(a—1) (ne Poe =T (3) 3T ES 1) 


— HE 


SUEDE Ps DORE PO, 


CRUE Den 0 {A Spies RO si pr € DORE PC), 
at a 

SP(x— 5 ja à diP dl d'P 
HA GS mt Le RS LG re =) + (: Dur ia Lie, a le pe A + 


etc, 


LT 
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Par les équations (50), (51), (52), on connaît pour un ordre quelconque k, 
dP,, dP 
dax? dax 
équations précédentes, continuer indéfiniment le calcul des autres coefliciens 
différentiels du même ordre 4. 

Toutes ces formules sont disposées de manière que les quantités a et 1—a* 
entrent comme diviseurs au moindre degré possible; elles seront sujettes à 
quelques inconvéniens, lorsque a sera très petit et lorsqu'il sera très près de 


% 
JF) deviennent de 
da* 


plus en plus grandes à mesure que ÆX augmente; maïs les formules précé- 
dentes donneront toujours à peu près le même degré d’exactitude relative 
sur la valeur des quantités qu’on cherche; c’est-à-dire que le nombre de 
figures exactes par lesquelles elles sont exprimées, séra toujours à peu près 
le même. , 

44. Lorsque a est très petit, on peul éviter tout-àä-fait l'emploi des équa- 
tions précédentes, et déterminer directement les valeurs des quantités P(A) 
et de leurs coefliciens différentiels de divers ordres, par le moyen de la 
formule | di #: 

P celte A (a+ tes EEE bn tnt Lontipete.). 
RE | 1 à+i 1.2 1+1.2+2 

En effet, si pour une valeur donnée de À, on calcule les différens termes de 

cette suite, que nous désignerons par Ca, Cat, elc., en sorte qu’on ait 


P(A) = Car + C'at2 + Cat 4 + C''ar+6 etc. ; 


les coefficiens différentiels successifs de P(a) se détermineront immédiate- 
ment par les formules | 


les deux premiers coefficiens différentiels ; on pourra donc, par les 


unité; dans le dernier cas, les valeurs du coefficient 


2.0) car Ep(ato)C'e TL é)C'a + IE (a+6)C"a + Sete, 

Ds pr. Ca ae tr CO HÉrtS. C'a+2-+ête., (54) 

ee —h y, XD, Ca ape. apr, Ca HA. 243.242. Cat rte; 
ETC: | 


et on voit que les calculs seront faciles à cause de la convergence des séries, 
et de l’emploi répété des mêmes coefliciens C, C', C", etc. 

45. Nous remarquerons que les calculs sont susceptibles de quelque sim- 
plification, si, ayant à calculer les coefliciens différentiels de la fonction P(à) 


ini 90 
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qui répond à l’exposant 7, on connaît déjà les valeurs de la fonction Q{x) 
qui répond à l’exposant rs 1. En effet, d’après la formule (0), On aura: 
successivement | 

dPs 
Ts — (20, — 24a0Q,), 
Pi = n(Q, + Q, — 240), 


dP 


re a n(Q, + Qs R 20)» 


etc. 


I 


Pour avoir une expression semblable des bem différentiels du second 
ordre, je différencie l'équation (40), et j’en tire . 


dd dl _— | d 
PE up [ RON pe 0 DL 3 00) _,90] 


J’observe ensuite que si on met 7 + 1 à $ place de 2, et Q à la Fe de P 
dans les équations (44) et (45), on aura, en ajoutant ces équations, | 


RRnat) ROED DO +00) +2 Q0— Dre D Cu 


substituant cette valeur dans l'équation précédente, ‘on aura la formule. : 


(5) an an +) QG)HE (= 1)Q = )e (41 )Q ne 


Aïnsi on-voit qu’au moyen des fonctions Q(à) ou AN n=+ 1), on pourra 


déterminer les coefficiens différentiels du premier ordre — e ) par la formule 


(40), et les coefficiens différentiels du second ordre ane 1e * par la ble (55). 


46. Dans le cas de = 3, les deux formules (40) et (55) donnent 


a on SOON) QE AQU 
D.) Lot ONE AH NOR, 


da 24 


(56) 


Voici l'application de ces formules au cas de l'exemple II, SEUL hr à on a 
déjà:caleulé:les es valeurs de QG), désignées par (x, 2 
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à dP(à,1) dap(a,i) |  æP(à,1) 
da dé | das. 


(UN | em mm. | mm 


.82187 870994 | 3.86002 33582 | 28.277322 297 
13623 95037 | 3.76560 50553 | 28.68116 475 
.03491. 899 10 | 4.270932 65397 | 29.10017 317 
-86944 19041 | 4.55610 20643 | 50.95666 423 
.70380 770947 | 4.564116 70062 | 33.19201 233 
55744 04163 | 4.350219 87340 | 34.92111 199 | 
0.435135 00594 | 3.922064 82209 

0.330616 06444 


© © OO = * © 


SO Qi OÙ D. © 


Lä troisième colonne a été calculée par les formules des art. 41, 42 et 43. 


47. On voit par le tableau précédent, que 4 étant peu différent de l unité, 


dP ddP d'P 
les coefliciens différentiels successifs — @ ë st , Q) etc. , augmentent, 
| da da*? da ? 


d’uné manière fort pures cie terme au suivant. Cependant dans le mêmé 


Le. 


ordre #, les divers 


ne peuvent passer un maximum après le- 


quel ils décroissent Su Eee , et finissent par être aussi petits qu’on 
voudra. 

On pourrait trouver une valeur assez approchée de Le ) lorsque À ést 
très grand. Pour cela il faudrait faire usage de la formule (16) qui donne 


A TGH 2) 72 n— 1 US Ta }: 
(57) Ke pres PAT (A + -1) (1 — Din NE SE M 1 abri (ra) | 
N—IiN—2 n: Rent a+ 
TS 2m A INAUET a+1.a+2° tete | 


don ETF F désignant unie fonction connue 
Soit donc ee = F (y, »), F(u,») désignant une fonction connu 


de a et des exposans x et » ; on aura en général : 
d'P(a) _ r(a+ = n)_ f NI nn 2°" leon 
dat  Pnr+i) he CA 1 A<+i1 QE à lé 


1.2 NnHI 
D RE FO Hé nte}tete || 


Lorsque > est très grand, comme nous le supposons, cette suite est assez con- 


90.. 


(8) 
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vergente dans ses premiers termes, pour qu’on puisse négliger les termes sui- 
vans; la question est donc réduite à trouver la fonction F pour un ordre 
donné #, ce qui n’aura aucune difficulté tant que À sera d’un petit nombre 
d’unités. 4 


.$ V. Résumé général de la Théorie PEU 


48. 11 ne sera pas inutile de présenter, sous un même point de vue, les 
principales propriétés de la fonction P(a,z), que nous avons Héubintrées 
dans cette section. si 

L. Cette fonction est purement algébrique lorsque z est un nombre entier 
positif ou négatif. Dans tout autre cas, les fonctions P(x, z) forment un genre 
particulier de transcendantes, qui a de l’analogie avec les fonctions ellipti- 
ques complètes de la première et de la seconde espèce, et qui se réduit à ces 
fonctions lorsque 27 est un nombre impair. 

IT, Si on considère les valeurs de P(à, 7}, qui répondent tant aux diffé- 
rentes valeurs du nombre entier À, qu’à toutes les valeurs de 7 qui ne dif- 
férent entr’elles que d’un nombre entier, toutes ces valeurs peuvent se 
déterminer par le moyen de deux transcendantes seulement, pour lesquelles 
on peut choisir deux termes consécutifs, .tels que P(k, 7), P(k—H 1,7) ou 
P(E, n), P(k, nr à). | 

JL. 1l en est de même des coefliciens différentiel ie De ee Aer ; 
dSP(à, an) | 

da 32; 
minés entièrement par les deux mêmes transcendantes. Cette propriété que 
“les fonctions P(à, 2) partagent avec les fonctions elliptiques com plètes F'e 
E'c, n’a pas lieu dans un grand nombre de transcendantes, et notamment 
dans les fonctions log Ta, dont les coefficiens différentiels successifs offrent 
des transcendantes HArentes de la fonction principale. | 

IV. Les deux mêmes transcendantes qui déterminent les diverses (aies 
de la fonction P(A, 7H), x et À étant des entiers quelconques, peuvent 
aussi servir à déterminer la fonction P(a, 1—7=È%), ou simplement P(à, 
Ek— n), | 

Ainsi en général, les deux transcendantes par lesquelles on peut effectuer 
le développement de Dr", serviront aussi à effectuer le développement d’ uil 
terme quelconque des deux suites 


has DE, Dre DSNl De Dre Dpt on 
° .. + » D:'+: , nr 9 D: » D—1+7 9 Dr , D=S+: 9 DT fE"< ” »# + » © », 


, etc. à l'infini, lesquels peuvent, dans les mêmes cas, être déter- 
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V. Quel que soit l’exposant 2, pourvu qu’il soit positif, la valeur du coef- 

KP(à, n) , AN 

| dar — sera toujours positive. 
VI. La plus simple des transcendantes désignées par P(à, »), est P(o, n); 

si on la désigne par (7) ou 4, sa valeur sera donnée par lune ou Pautre 

des deux formules suivantes : 


| He 1H (7) et + (ET) « + " =) &° + etc., 


1,2.3 


9 — ar)" LEE =) a SN tte |]. 


ficient différentiel d’un ordre quelconque g 


VIL. 11 résulte de la deuxième propriété qu’au moyen des deux fonctions 
consécutives (7), L(r—+ 1), on pourra en général exprimer exactement la 
transcendante P(à, »), et plus généralement la transcendante P(x, nb); 
k étant un entier quelconque. Il en sera dé même des coefliciens différentiels 
de cette transcendante. 


49. Puisque la fonction P(o, 2) ou (7) est la plus simple des transcen- 
dantes désignées en général par P(x, 2), et qu’elle sert à exprimer ces trans- 
cendantes, nous examinerons succinctement les propriétés qui lui sont par- 
ticulières. | | 

On déduit immédiatement des équations (59), 


(Go) 0 d@)=G ae) PNG — 0); 
d’où il suit que les fonctions (7), (1 — 7), qui se servent en quelque 
sorte de complément, peuvent être déterminées l’une par l’autre. 

En faisant x négatif dans cette équation, ou. en mettant — 7 à la place de 
n,ona murs 


(Gr) dr) = Ce) V1 +) 


d’où il suit que toute fonction V(— n) dont la variable est négative, peut se 
changer immédiatement en une autre dont la variable est positive. 

On peut réciproquement changer toute fonction V(72) dont la variable est 
positive, en une autre dont la variable soit négative, pourvu qu’on ait n>1; 
cela résulte immédiatement de l’équation (6o). 

Lorsque » est < 1, la réduction ne peut plus avoir lieu, parce qu’alors x 
et 1— 7 sont tous deux positifs. Ainsi la formule (Go) donnerait, par exem- 


ple, JG)= (4), HO — 2), ce qui ne se rapporte 
qu'aux fonctions complémentaires. 


5o. Lorsque a sera très près de l'unité, on ne poürra que très diflicilement 
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déterminer, avec un certain degré d’approximation, la fonction 4 par les 
suites (59); dans ce cas, on ne peut mieux faire que de chercher la valeur de 
do : 

AL(n) par les cures. ? =: 55 s R rale 
(2) p quadratures. On a d’abord À (n) = | pi mais cette valeur 
n’est bonne à employer que lorsque 7 est jé | parïcé que D étant très petit 
pour les premières valeurs de ?, HORGTns ES Fe de la courbe à à LAHRILES serait 
trés grande, si 7 était positif. 

Au moyen des quadratures, on trouvera done très aisément la É de 


J(— m), en employant la formule (— m)=— . SD"d?, et cherchant la 
valeur de l’aire pour les himites p—0,9— #7. 

Et puisqu'on a (mn + 1)=(0— a) (= m), il s'ensuit qu ’on 
aura , par le même He la valeur de la fonction (#7) pour toute valeur 
positive de 7, pourvu qu'on aitz >> 1. 

Il reste donc à voir ce que l’on doit faire baie n est ôsitis et 7. 


5r. Si on fait V — ns et qu’on différencie chaque membre par rapport 


à @, on aura, après quelques réductions, 


2adV = (1 + n) (i— a) pe — (1 + 27) (Ha) Er a. 


intégrant de part et d’autre dans les limites fixées, et observant que dans çes 
limites V s’évanouit, on aura la formule 
2) o==n(n)—(1-an)(r a" fur) (in) (1 — at) l(n La) 

Cette formule, au reste, serait facile à déduire de celles qui ont été trouvées 
ci-dessus pour les fonctions P(à, 2); mais nous avons préféré de la démontrer 
directement. 

52. Au moyen de la formule DEAoen te , toute fonction 46. dans la- 
quelle » est plus petit que l’unité, pourra s'exprimer par les deux fonctions 
(nr + 1), (2 +2), RUE lesquelles la variable est plus grande du l'unité ; 
celles-ci se déterminent facilement par les qüadratures , ainsi qu’on l’a fait 
voir dans l’article précédent : le cas de 7 positif et << r se résoudra donc de 
même par les quadratures. 

On aura, par exemple, d’après la formule (62), 


dO= SG + a) HE) —4G — a) 6); 


d’un autre côté par la formule (60), on a 


JO = Ge a in, dQ=( ae) 49 


SECTION I. Sr 
donc à # 
Ga) 5 (np) 3) 4) 


et par conséquent (+) se détermine au moyen de la formule 
G— ea) 4(G)= CHA pi gp — À fD' de. 
53. Connaissant les fonctions val NH 1), d(7 + 2), etc., au moyen 


de deux d’entr’elles, on pourra de même déterminer les D de leurs 
coefliciens différentiels successifs , Pris par rapport à à. 


Eu eflet, de FAP An) = JE Dr 0n déduit ue Mères = —C05®) 


. Substitnant la valeur .&a —.cos ® — Den : il Lpidt4 safe == 
oo Ses 3 ee ce qui donne la formule 

(63) DL EG 2 a) le + 1). 

l'est visible que par cette formule on pourrait obtenir la valeur du coefficient 


différentiel 02, exprimée par les fonctions (2), J(n+1), (2742), 
ou seulement par les fonctions 4{r) ; V(n —+ 1), puisque 4 (7 -+ 2) peut être 
éliminéiau moyen de l'équation (62): on aurait de même l'expression des 
coefliciens diflérentiels des ordres plus élevés. Mais on peut plus directement 
parvenir au même but par lé moyen des équations (52), où la fonction dési- 


gnée par P, n’est autre chose que Yr) ou. En vertu de ces équations on 
à ‘d'abord 


(64) de je nn — na) D — fra = 0; 


d 
d’où À suit que le coefficient différ ‘entiél du second ordre Te 3 se détermine 


direôtentent par le moyen de Nr et de pe, et qu’ainsi il peut être exprimé 

par les deux fonctions «(n) et {(n+ 1): On voit ensuite parles mêmes 
d d 

équations qu’à CES de Ex, unterme quelconque dela suite 4, % f 


ddp" d'y y 


dm da». ir CLCe » se déduira des trois précédens, suivant une loi dont il 


serait facile de donner l'expression générale. 
PE 0° , 
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AAA AAA A ARE an La ane enr ne An A aa 
SECTION HE. 
Des Quadratures. 


ÂArnès avoir traité d’un grand nombre de transcendantes que l’on peut 
évaluer avec plus où moins de facilité par les méthodes qui leur sont PERPRES 
nous allons donner les moyens de trouver la valeur aussi approchée qu’on 
voudra d’une intégrale quelconque /ÿdx prise entre deux limites données, 
ce qui est l’objet du problème général des quadratures. | 


6 L. Formules générales pour les Quadratures. 


54. La question étänt de trouver la valeur de l'intégrale Z=/ÿdx entre 
deux limites données, nous prendrons pour ces limites = 0 etx = a; 
parce qu’on peut toujqurs fixer l’origine des, abscisses au point où commence. 
l'aire cherchée, de manière que Z et x s’évanouissent en même temps. 

Pour obtenir plus facilement le degré d’approximation qu’on peut désirer, 
nous, sUpposerons : 

°, Que dans l'intervalle donné AE x =0 jusqu’à x = 4, la fonction FA 
reste constamment de même signe, et nous regarderons ce signe comme 
positif; sil en était autrement, on chercherait successivement les différentes 
parties de l’aire situées de différens côtés de la ligne des abscisses , et on re- 
trancherait la somme des aires négatives de la somme des aires tnt 


2°. Que la courbure de la Fi depuis x —0 jusqu'à x=—a, n’éprouve 
dy. dy dy 
aucune variation assez brusque pour que l’un des‘coefliciens == FD 72 EU 


devienne infini. Ainsi dans toute l’étendue de la courbe: que nous voulons 

quarrer, l’ordonnée qui répond à une abscisse x La très peu différente 

de x, pr s” La avec une exactitude suffisante par la suite 
d'y 

VA + a V4 r% = - T- + etc., sans qu Aly ait lieu à exception pour 


2: 
aucun po AA est surtout nécessaire aux deux limites de l’in- 
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tégrale (*); elle est moins importante dans les points intermédiaires parce 
que, si elle n’avait pas lieu, on trouverait assez facilement dans chaque cas 
particulier la correction que cette cause d’anomalie exigerait. ( Exerc. de 
Calc. intégr., tom. T, pag. 314.) fi 

55, Cela posé, divisons en z parties égales la base 4 de Paire que nous 
voulons évaluer, et soit a= n&; on pourra imaginer que l'aire cherchée Z 
est composée d’un nombre » de trapèzes'cürvilignes sur un côté, dont la 
base commune sera ©, et qui auront pour côtés parallèles deux termes con- 
sécutifs de la suite Fo, Fo, F(20), F(3®)...F(nw), formée en supposant 

Le premier trapèze est mesuré approximativement par ?® (Fo<+Fo), le 
second par +œ (Fw + F20), ainsi de suite; donc la:somme de tous. le sera 
par la suite 


n[LFocbEo + Fo. HF(x—o)+ Ex), 


où il faudra faire x — a — nœ. Cette suite étant représentée par 20M ou 
aM, M sera la moyenne des # ordonnées £(Fo:+ Ex), Fo, F(20).... 
F(x—«), la première (Fo + Fx) étant elle-même une moyenne entre les 
deux extrêmes Fo, Fx. | Fe DENIS 

On peut encore évaluer, d’une manièré-approchée, le premier trapèze par 
2F (1w), le second par @F(£®),.etc.; et-la somme de tous: par la 
suite 


[TT o+FI w0HFEo... + F(x—<o)]. 


Cette suite étant représentée par zœN ou aN, N sera la moyenne des n or- 
données F1ow,F20,F 50... F(x—5o).. | 

Ainsi, nous avons deux valeurs approchées de l'aire Z ;.savoir £ — aM 
et Z— aN, Mais il reste à trouver la correction qu'il fant appliquer à ces 
valeurs approchées pour en avoir de plus exactes et pour connaître en même 
temps le degré d’approximation qui correspond à la valeur prise pour » et 
qui doit augmenter à mesure que z est plus grand ou @ plus petit. 


56. Pour cet effet, soit V ou V(x) la somme de Ja suite 
Fo + F2o + F30.... HF(x — œ) +F(c); 


ES 


(*) La simple substitution x =", ou a—x— &, suflira, en déterminant convenable- 

\ . . f 
ment lexposant #=, pour faire remplir cette condition dans lune des deux limites, au 
moins pour quelques-uns des premiers coelliciens différentiels. 
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si on met X— 0 à, la place de x et qu'on prénne la différence: des-deux 
suites, on aura F(x) = V(x) — V(tæ— ©), ou. 


Hpuo D Ge) OMS OLA 


PP OR TEE 25 n— ELC. 


De Ta on peut tirer üne valeur de oV qui sera vd Ja forme 
oV Dee + loF HAT = ++ Bo Riu EE a C'o 4T Sir el. ; 


et comme cette équation est linéaire par re aux. ReuEhe F et Ÿ,; lé: 
coefliciens A’, B', C/, etc. seront les mêmes pour toute valeur de V. Soit 
donc V ou VG)= €, on aura 


F— er one = er (1 68), pit, Et, Es pe etc. 


Donc 
= (1 — da tte Lo + Ale Bo + C'ot  etc.), 
ou ( 
EU ue Gi LE Er + et Cut + D'af + te 
e27— 072 


Le premier membre est une Dnetihi paire de w, le second René ne doit 
donc contenir non plus que des puissances paires de ©. Pour avoir égard à 
cette a nous prendrons de nouveaux coeficiens AÀ,, A,, te etc. , 
tels qu'on ait 


& dE 
OV = [Ed + 10P + A0 À A ut LE A so LE ete, 
et ces DR RE ie déterminés par l'équation 


Ai ep 

riocer he 3 

Le. CD PP r+ A, «° T À 20 + A 30° — etc, 
e? —e 7? 


ou, en mettant 34/— x à la place de lo, 
[I—Zcotz=—= 2"A, z° TR 244 26A, 35 nat 


I # 
Or, on sait me en faisant H, — mA gt Sam étant la somme de la suite 


I MEN o?m a+ gs Re gen LT etc. on a la formule 


1 — 3 cot3 = 2H, ° + 2H, 28 as 2° + ete. 


NT les valeurs de Ajis À,5 As, etc. se déduisent très simplement de. 
celles des coefliciens H,,H,,F3, etc. etil en résulte la formmile ones sa 
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a? dF at VOPE 0 af dE 
(1) aV = fhe RAGE HER TE ss as sel. 
Cette formule coïncide avec celle qu'a donnée Euler pour le cas dé w—1, dans 


son Calc. diff. art. 115 ; mais la forme précédente paraît préférable en ce que 
È o? w © | 3 
les coefliciens 1 FH, , 53 EP = Hs, etc., offrent une suite très convergente, 


dans laquelle le rapport de chaque terme au précédent tend de plus en plus 


. CR o? co? \ A 
vers la limite ——- ou -— à peu pres. 
Ux fo | 

57. Si on suppose maintenant comme ci-dessus, que l'intégrale 2 = /Fdx 

est prise à compter de «= 0, on aura en même temps la somme 4aV —0; 
FÉ dFo .d°Fo GATE 

et si on désigne par Fo, ==, 55: etc, les valeurs de F,7, =, etc, 
lorsque x = 0, il faudra ajouter à l’équation (1) une constante qui réduise 
les deux membres à zéro lorsque x = 6: On aura de cette manière la formule 
dr Te) 


LaN = fFex + +0(Fx— Fo) + 5 Hi FR UTNIE ds, 


of FE d°Fo 
SE Gr — Ge) 


ef SF. Fo 
À H TL )— etc. 


23 3 X dx? Re: 


Or la suite désignée par © V est telle qu’en lui ajoutant le termew(Fo—;Fx), 
la somme est la valeur de aM; on aura donc | 


«? dE dFo 
| ot dF dEo\ : 
@ SH (Ds — æ) 
APE à d'Fo 
MUR GE V7? Den Hs )=— etc 


Pour avoir semblablement la valeur de aN, il faut d’abord mettre + æ au lieu 
de © dans la valeur de ®V, ce qui donnera l'équation 


2 O[FLo + Fo+lFio.... + F(x—io)+Fx] 
à «° dE dFo 
= frde+i0 (fx Fo) + SH (a) 


PA H d'E LE) 
70 Crus 
a° WE. dFo\ | 
ME R GR He) — te: 
Le premier membre — L ON ++ aN, ainsi en multipliant les deux membres 


OL. 


pe 
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Jar 2 et retranchant de part et d’autre la-valeur de a V on aura 
l 0 8% 


Nés LH, (D (E 0) 
ne DER Me 1 


& 
a 


tré d°'F d°Fo 
PE À ( 5} 3) in ds )+ ss 
58. Il ne reste plus qu’à substituer les valeurs numériques des coëfliciens 
H,, H,, H;, etc, lesquelles sont 


H,=:, 5,2, f H 


I Y I 
90? 94? “M 0480? Us UE 


et on aura pour lintégrale cherchée f'Fdx, ces deux expressions 


Sd eme PES SEA nine prie ÉE 


12\dx dx 720 dx dx me 
&ÿ dE dSFo 
(4) LS 30240 dis dx )-ete., 


ir «? dE dFo mot [EF d'Fo 
JFdr = aN + (nr — 0) Réel) 


31 ËEF Fo | el 
BE I TS ' elc. +8 
On voit par ces formules quels sont les termes qu'il faut ajouter aux quan- 
ütés aM et aN pour avoir la vraie valeur de l'intégrale fFdx. Ces termes 
forment en général une suite infinie qui ne peut se terminer d’elle-même 
que dans quelques cas particuliers, par exemple, lorsque F sera une fonc- 
ton entière de x. Mais dans tous les cas on obtiendra tel degré d’approxi- 
mation qu'on voudra, en prenant © suffisamment petit, ce qui permettra 
de réduire à un ou deux termes au plus, la correction qui doit être ajoutée 
à la valeur calculée de 4M ou de aN. Au reste, pour diriger convenable- 

ment le calcul, il y a différens cas à examiner. 
59. 1°. Si la quantité É — e qui dépend des deux limites de l’inté- 

X TL < 

grale, n’est pas nulle, ce qui est le cas le moins favorable, on pourra, 
d’après la valeur de — déterminée dans ces mêmes limites, 
voir quelle doit être à peu près la valeur de © pour que le termé 
= Le — ee) appartienne à l’ordre de décimales qu’on veut négliger. 


A , (#2 . A 
Cette valeur de © fera connaître celle du nombre entier n—- qui rêgle le 


SECTION IL. | 577 


nombre des termes à calculer des suites représentées par aM ou par aN. 
Ensuite on aura avec le nombre Se décimales désiré la valeur de fFdx, soit 


par l'expression J'Fdx = aM — — e(e Ha — 5), soit par l’expression... 

dFo 5 
Fax = aN +$ (RE — + 
2 Si dans l'hypothèse du cas précédent, on veut admettre les deux 


ANSE termes de la correction, il-faudra prendre w et par suite l’en- 


APPEL PT d'F4 
ter z — -, de telle sorte que le troisième terme PETER —T) appar- 


tienne à dre de décimales qu’on veut négliger. Alors on déterminera /Fdx 
avec ce degré d’appreximation par l’une ou l’autre des formules 


«? /dF dFo ot dE dFo 
Pénal 5 &) lee pre 


LT 
QT 
Su - 


r dE dFo get dE d'Fo 
Pre = ON + (EE) — (D — Ge) 


On peut aussi de ces deux formules en déduire une troisième, savoir : 


a . of dE d’Fo 
Éd 3 (2N+M) MATE AVES — +) 


(6) 


dans laquelle la correction n’est que d’un seul terme; cette formule s’ob- 
tiendrait directement en considérant les z trapèzes dont l'aire fFdx est 
composée, comme étant terminés chacun par un arc de parabole; mais le 
calcul de cette formule serait plus long que celui de l’une des formules (5). 
dE __ dFo 
dx dx 

alors les formules se simplifient, puisque la partie principale de la correc- 
üon disparaît, et il devient d’autant plus facile de calculer avec un desré 
d’approximation déterminé l'intégrale f'Fdx, au moyen de Pune ou l'autre 


3°. Si les deux limites de l’intégrale sont telles qu’on ait 


— O, 


des formules 


at FE. dFo\ af dE  dFo 
PÉRECAMET ES 720 \de de) 7 30240 (di  dw 
r El ot [dE Le Ste  (®E a 
) JFax = aN — 5760 dx? dx 157680 \ dx dx° / 


4°. Il y a enfin un cas qui est susceptible de la solution la plus simple et 
la plus exacte, mais qui offre une sorte de paradoxe analytique assez dif- 
ficile à expliquer : nous allons lexaminer avec tout le soin qu’il mérite 
dans le paragraphe suivant. 
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$ Il. Examen d'un cas particulier fort remarquable. 


6o. Ce cas est celui où les coefliciens différentiels de degré impair 


dE dF @F Le Me RTS 
Ts so es» CÙC., s’anéantiraient tous dans les deux limites x=0,xX=a. 
LAURE x 


Par exemple, si on avait F(x)=(1—c* sin x)‘, k étant un exposant quel- 
conque entier ou fractionnaire, positif ou négatif, et c étant < 1, 1l est 
visible que les coefliciens dont il s’agit seraient tous nuls pour les limites 
X=0,xX— FA; parce qu'ils sont tous affectés du facteur sm x cos x et 
qu'aucun d’eux ne peut devenir infinr. Dans ce cas particulier les for- 
mules (4) donnent fFdx = aM et fFdx =aN, d’où l’on devrait con- 
clure que non-seulement les quantités 4M et aN sont égales entre elles, 
mais qu’elles sont l’une et l’autre indépendantes du nombre entier 7 qui 
désigne le-nombre de termes des séries dont 4M et 4N représentent les 
sommes. | 7 AVOIR 
Cette conclusion est tout-à-fait inadmissible; car indépendamment 
des considérations générales qui doivent la faire rejeter, APPACERE de 
l'exemple précédent aux deux valeurs particulières k=+, = — ;, don- 
nerait pour les fonctions complètes E’'c, F'c, des valeurs «de É PR 


7 F \ à Ë 1 . : PU « PEA 
; À, :B,où A et B seraient déterminables algébriquement ; résultat entie- 


rement contraire à la nature connue de ces transcendantes. 

IL faut donc avouer que le calcul nous induit ici en erreur, et qu'on ne 
voit guére par quels moyens il pourrait être redressé. Voici. cependant une 
manière d'expliquer cette espèce de paradoxe. 

Gr. Supposons qu’an lieu de chercher l’intégrale fFdx depuis x= 0 
jusqu’à x = 4, on veuille seulement la déterminer depuis æ = 0 jusqu’à 
X—=a— a, & étant une quantité asez petite pour que æFa puisse être né- 
gligé par rapport à l’intécrale f Fdx. Alors on pourra regarder Pintégrale 
An la limite est x = a — « , comme sensiblement égale : à l'intégrale dont 
la limite est x = a. 

Mais, lorsque la limite est & — & au lieu de #, les coeliciens différentiels 
dE 4 ERP 
dede, 1x5 P 
d’abord très petits et presque nuls, lorsque la différence est d’un degré peu 
élevé ; ils augmentent ensuite trés rapidement selon la nature de la fone- 
-tion F; car, par exemple, si on excepte le seul.cas où l’exposant #2 est un 
entier positif, les coefliciens différentiels de la simple puissance x” forment 


elc,, ne s’anéantissent plus pour cette limite; 1ls sont 


e 
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la suite | Lu 
ma", M(m— 3) ax"*, m(m— 1) (M— 2) x", etc., 


où l’on voit qu’à compter du terme où J’exposant de x devient négatif, Les 
coefficiens suivans augmentent dans un rapport qui surpasse bientôt tont 
nombre donné. | 

Cela posé, la valeur de / Fdx étant représentée par la formule 


| &° dF af dE 
SYdx=(a—a)M— = es H 2 


— etc., 


on voit que la série qui sert de correction à la première valeur (4 —«)M, 
sera convergente dans ses premiers termes qui seront d’abord très petits, 
mais qu’ensuite l’augmentation progressive des ‘coefliciens différentiels 
agira en sens contraire dela diminution opérée par les facteurs décroissans 


2 | 
BH, psp etc., et qu'enfin il y aura un terme où la série deviendrait 
divergente. 

Avant d'atteindre ce terme, la partie de la série 

ep Eu sn Sp ÉD ete 
2 dx Abe ES SANTE ne 

qui est convergente, servira à corriger la quantité (a — «)M, et la correc- 
tion sera de plus en plus petite, à mesure que © sera plus petit ou # plus 
grand. On rentre ainsi dans l'effet ordinaire de la formule générale d’ap- 
proximation, qui est de: donner un résultat d'autant plus exact qu’on 
aura divisé la base 4 en un plus grand nombre de parties. ; 

62. Le calcul que nous venons d’indiquer dans lhypothèse que l’on 
prenne a—& à la place de &, n’est utile que pour lexplication que nous 
voulions en tirer, etil n’y aura jamais lieu à l’exécuter. Nous en conclurons 
seulement qu'ayant choisi une valeur de # à volonté, d’après laquelle on 
calculera les quantités aM et aN, Pintégrale f Fdx prise entre les limites 
x—0,x—a,sera donnée ayec à peu près le même degré d’approxima- 
tion par l’une où par l’autre de ces deux quantités. On ne peut fixer & 
priori ce degré d’approximation, mais on peut assurer qu'il augmentera de 
plus en plus, à mesure que 2 sera plus grand. Nous donnerons bientôt un 
exemple dans lequel on verra qu’en doublant la valeur de #, on double le 
nombre des décimales ou plutôt le nombre des chiffres significatifs exacts 
du résultat. Cest ce qu'on peut démontrer en général pour l'intégrale 
fdx(: — c* sin° x }, prise depuis x=0 jusqu'àx = 37, dans la suppo- 
sition que cest C1. | "iv | 
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63. En effet, on peut supposer 


(1 — c* sin° x) = A, +2 A, cos 2x + 2 A, cos 4x + 2 À, cos 6 x + etc., 


J 
les coefliciens A.,, À,, A,, etc. étant des fonctions de c et de # qu'il est 
facile d'exprimer en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de 
c*. D’après ce développement, l’intégrale fdx (1 — c° sin° x)", prise depuis 
X = 0 jusqu'à X—=;7, a pour valeur exacte A,.+7. Voyons jusqu’à quel 
point on approche de cette valeur par la formule suivante où l’on doit 


faire © = S et Er) (r — c° sin° x); 


NI 


N=0[FEo + Fio+FSo.+E To]. 


D’après la formule précédente, on a 


Flo—A,+ A, COS © + 2A, cos 20 + 2A, cos 3 —HLetc., 
F5 co — A, + 2A, cos 50 + 2A, cos Go + 2A, cos 0®—<+etc., 
F5io— A,—+ 2A, cos 5w + 2A, cos 100 — 2A, cos 15  etc., 
etc ; 


" . AD . : . , 2n > Ï e 
Continuant ces séries jusqu’à la 27°" qui représente F (= o), et faisant 


Ja somme de toutes, on aura 


ZN= 0 [ Aon + 2A, fcos & + 2A, ftos 20 + 2A , [cos 30+etc.], 


expression dans laquelle {cos æ représente la somme cos © + cos 3® + 
cos 5 © jusqu'au 7°" terme inclusivement + cos (22— 1); de même fcos 2w 
représente une somme semblable dans laquelle on met. 20 à la place de w, 
et ainsi à l'infini. Maintenant il résulte des formules connues pour la 
somme des cosinus d’arcs en progression arithmétique (Zntrod. in Anal., 
sin (2 nmo) 
2 sin (mo) ‘ 
n'est pas égal à 27 où à un multiple de 27, on a ftos mw — 0; mais si 


‘ + . . sin {2727110 
on a M— 21, 1 étant un enter, la fraction sacs 2, , dont le numéra- 


4 


art. 260), qu’on à en général /'cos mo — 


Donc tant que m1 


teur et le dénominateur s'évanouissent dans ce cas, aura pour D 


2m cos (2nm&) n COS 7 
a OU © == n cos iT. Donc, on aura en général 
2 COS (710) COS m1œ | 


# 


à Ne = [Ac — 24, + 244 — 2A 6 + etc], 
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on trouverait, par la même méthode, 


2M= Ÿ[A. + au + 24 y + 260 + et0.]. (9) : 
64. Ces formules font voir que la correction qu’il faut ajouter à l'intégrale 


ee N ir li ÈË 
approchée— M pour avoir 1 intégrale exacte = À., est 


NE F(A an 7 À yn r. À 6n + etc.) 5 


et parce que le coeflicient À, comparé aux puissances décroissantes c?, cf, 
c°, etc., est en général de l’ordre c*", la correction précédente sera censée de 
l’ordre c#. 


De même la correction qu’il faut appliquer à l'intégrale approchée 2 N 


LD L LA FT 
pour avoir l'intégrale exacte — A., est 
2 


TA 8 — À yn FA 65 — etc.); 
elle est donc aussi de l’ordre c#" ; et on peut considérer ces deux corrections 
comme sensiblement égales et de signes contraires. 


65. Lorsqu’après avoir calculé les quantités M et N pour un nombre de 
termes z, on les calcule de nouveau pour un nombre de termes 2%, sion 
désigne ces dernières valeurs par M’ et N’, il est aisé de voir qu’on aura 
M'—:(M+N). D'ailleurs il suffit de mettre 22 à la place de 7, dans l’ex- 
pression des corrections précédentes pour avoir celles qui doivent être appli- 


, Ê , » FT FT : ê 7 = 
quées aux intégrales approchées = M", = N’. Ainsi la correction qui est de 
2 = | 
? T FT J 
l’ordre c#" pour les résultats = M,=1N, sera de l’ordre c?” pour les résultats 
ZM’, =N';cest-à-dire que le nombre de chiflres significatifs que les valeurs 
2. 2 “à | | 
4 LA re \ 1 
approchées ont de communs avec la valeur exacte — À., devient à peu près 


double, quand on double le nombre des termes compris dans les séries 
MetN. sw + | | 


66. Pour donner un exemple de cés formules, nous les appliquerons au 
calcul des fonctions complètes E'c, F'e, en supposant le module c= 0, 6, 
ce qui donne b=— 0.8. “. 

I faudra d’abord chercher par les méthodes propres aux fonctions ellipti- 
ques, les valeurs de ces fonctions, afin de les comparer à celles que donnera 
le calcul des quantités M et N pour diverses Valeurs du nombre des termes 


Mi à + 02 
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n. Or le module étant c—0, 6, on trouvera d’abord l’échelle des: modules 
_et Le coefficient K exprimés Fe garithmiquement comme il suit : 


«10: 77815 12503 83604 pau 9. 06308 09869 91944 

jui 9.045795 74905 60675 : b...: 9.909730 24840 56647 
ven 7-49214 85170 00258 pe 9:99999.,79056 317585 
c%%,. 4.358223 87570 32444 D... 9.000999 99999 987375 
co. 8. 16241 74827 58188 : K...: 004710 52013 47508. 


La valeur de K donne RE À K: ainsi la fonction F'c est égale au quart de 


la circonférence dont lerayon K—1.11456 44874 839014. 


On déduira de ces mêmes élémens et des formules connues . 


log E'c= 0.151:70, 17715 26856; 


ainsi faisant E'c— = L,. c’est-à-dire supposant que la circonférence de l’el- 
lipse est. égale à.celle du cercle dont le rayon est I, on aura 

log I = 9:95558 18944 96685, ::: 
ob orhnou oi og 1 #52:0490277 002771721909, 25 | 
Ces bals ont été faits avec’ les précautions nécessaires pour que lès valu 
déÆ ét de K'fussent exactes jusqu’à la qûatorsienre décimale au moins. 
Voÿons Maintenant ce qui ‘résultera du calcul des séries M et N, lorsqu'on 


supposé #=+, pour avoir la valeur de E'e, et k = — + pour avoir la valeur 
de F'c, IT QUE ve 5 


07: L ordonnée appelée précédemment F ou F(x) est V (1 — c'sin* x) ou 


(x) dans Je RD cas et dans le J'RRAGE ainsi nous avons d’abord 


Te 


F 
à calculer les valeurs de Ar qu répondent aux valeurs successives XL = — 


2n ? 


27 3m | D = 1)\7 
= Gi Ces ordonnées et Ja demi - somme des extrêmes 


CR 


ananas one 
3 (A0 + A;r) ou (1 er sont les 7 termes dont la somme divisée par % 


| AETEUS | fT: 
sera la valeur de:M pape luitécrale /Adx = £E'c; leurs inverses ai et la 


| AA TA A ee APE i(r- a F)s sont paréillement les n termes dont la 


somme AA 14 La zL'sera' la ps de M pour es fée a — Fe. 


"EN TDR nee je 


ir 12 #: pk MR 7 ce ° 4 
| valeurs x = 2 ÎTR HER VD TT ‘serviront à former. les va: 
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leurs de Ax et — =; dont # somme divisée par ñ sera la valeur de N pour les 
Re À et ‘sb 


Voici un tableau qui contient les valeurs de ces quantités. pour Île.cas va 


mn ie 


\ 


Log Ax. | Ax 


à 


9:98823 90053 928879 0738 27033. 362764 .02745 07053 008714 
9:95690 60261 918584 | 0.905353 85138 137417 | 1.10431 52607 484655 
0:92027 91076 321275 | o 83229 84017 602700 “1.201409 20246 762057 | 
9.99700 41457 736114 .09312 55287 485221 .00602 20567 314798 
9:97442 23045 257570 | o.94280 69270 754860 | 06066 36745 085892 
9-93785 37905 768480 .86667 00538 118781 15384 16443 500327. 
9.90768 98019 255376 | 0.80851 82027 313724 | 1.238683 05334 64/4976 


= 
8 
ia 
SF 
3 
8 


à 


[= cle cle cle 
œ IG. a 
Sa N à 


o 
à 


T 
+ 


she LS A t- 1 x Lh ml pes #\ LE » ” 
On peut remarquer que > les Lau PAR net ne A contenues dans ce 
tableau peuvent se vérifier assez facilement par 1 théorème de Côtes. En effet, 


puisqu'on a A— /G — c°sin°x) = (ner — — DE — L eob 2x) cette! quan- 
tité peut se mettre sous la forme: B4/(a*4- 24 cos + 1), en faisant B— 


3 
1(1 +0) et a=——> CT à. Si ensuite on donné à 2x je valeurs successives + 8 3 


ET 77, le produit des quatre LA de A sera Ée V (1 I Ha); | la somme de 


1 4 logarithmes sera donc 4 log B Lu log g (x + a), ou 4 log B re 
— — a (r- — HE sa — etc. ). Dans le cas de notre tableau où l’on a = 0. 8: 


ps 05. la quantité pr écédente se. Caue a | 9: +81697 00458: 017543; ce 
qui est en. eflet, la somme des quatre LE nes Ka répondent :aux!valeurs 
SUPPORS de x. De L'art di  : LATE x Loi Le 


| 68. Ayant Æ faire RER ; CHEFS pour laquelle les ET est cäléulé, Fe 
sons 2— 2, valeur trop petite pour donner un résultat suffisamment appro- 
ché, mais qui fera voir le progrés de Vapproximation en -passant de cette 
première valeur une Yaleur double. -Alors les quantités M et N nécessaires 
pour calculer les valeurs f'Adx = 37M, fAdx=;#N, seront composées 


92°: 
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de deux termes seulement, savoir : | 
M=;ifi(i+é)+aAix], N—=; (A 3x + Ar). 
Substituant les valeurs numériques données dans le tableau, et la valeur 
(1 -H0)= 0.9, on aura 
; M = 0.090276 92569 0687085, 
N = 0.90279 05975 48277. 
Ces valeurs ne diffèrent que de 2 unités décimales du 5° ordre, et le milieu 
entr’elles donne pour 1 la valeur approchée 
[ = 0.90277 09272 275733, 
laquelle n’est en erreur que de 5 unités décimales du 10%* ordre. On a peine 
à concevoir comment le calcul de deux seuls trapèzes, fait de deux manières 
différentes , peut donner un résultat si exact. 
Faisons maintenant, 2 — 4, et appelons M’ et N/ les nouvelles valeurs de 
M et N, nous aurons , :- 


Vi + air atr+ air |, 
N= 547 + Ar + AËm + AZ]. 
La première quantité est la même chose que la moyenne (M + N), dont 


nous venons de donner la valeur, la seconde se trouvera par les quatre der- 
nières Here du tableau, de sorte qu’on aura 


M! = 0.90277 09272 275735, 
N' = 0.90277 09283 168144. 


Ces deux valeurs ne diffèrent que d’une unité décimale du 9° ordre, et le 
LHBES entr’elles donne pour I la valeur plus approchée 


| [= 0.90277 99277 7219585, 
laquelle s’accorde parfaitement avec celle qu’on a déduite de la théorie des 
fonctions elliptiques ; car la différence de ces valeurs n’étant que d’une unité 
décimale du 15% ordre ; on ne peut prononcer de quel côté est l'erreur. 


69. Par des calculs semblables, appliqués à la fonction complète. . ..,. 
Fc Sfr à » 0n trouvera d’abord pour le cas de nr — 2, les formules 


Se LCGD)+ 5) NE (Gi 1 Ne Ar, 


d’ où résulte 


SECTION IL 585 


M = 1.11465 76303 5423275, 
De 5: 11447 15649 8853855; 


ensuite pour le cas de n= 4, on aura 


M' = 1.114566 44976 8138565, 
N'= 1.114656 44772 86422325. 


Par un milieu pris entre ces deux derniers résultats, on aura la valeur appro> 
chée éuotruil F 


NE de 1456 41874 8500! 0, 


laquelle s’accorde suffisamment avec celle que donne la théorie ne ct 
elliptiques, puisque la différence est à hs 4 3 unités décimales du 15° 
ordre. 

Si quelque chose peut étonner dans le at de ‘ces calculs, -c’est qu’on 
puisse obtenir une si grande approximation avec une valeur de 7 aussi petite 
que = 4, c’est-à-dire en divisant l’espace qu’il faut quarrerten quatre tra- 
” pèzes seulement, et évaluant ces trapèzes de deux manières différentes. 

-_En calculant, comme nous l'avons fait, les valeurs de M'et N pôur-le cas 
de 7 —4, on trouve que pour l'intégrale fAdx ces deux valeurs ne diffèrent 
que d’une unité dans Îe 9"° ordre de décimales, ce qui doit faire présumer 
que la Le ED ar entr’elles sera exacte jusqu’à la 17° décimale, chose que 
nous n’avons pu vérifier, parce que les calculs dutableau ne ‘sont exacts qué 
jusqu’à la 15° décaaloge plus. L’approximation est un peu moindre pour 


l'intégrale [FE —; car les valeurs de M et .N mec tees en supposant n = # dif- 


férent entr’elles de deux unités RASE du 8%. or déé, d’où Lont do coti- 
clure que la moyenne ne sera exacte que jusqu’au, 15° ordre... 

70. Au reste, on peut s’en tenir à ne calculer qu'une seule des quantités M 
et N, sauf à lui appliquer la correction dont nous avons donné la formule 
art. 64, en la réduisant à son premier terme. Or, ce premier terme Æ 2A,, 
se trouvera toujours avec une exactitude suffisante par la formule de l art. 17: 

Pour cela il faut réduire le binome 1—c*sin* x à la forme........ 
B'(1+a— ‘4 cos 2x), ce qui se fera en prenant B— iQ = à b), et. 4 

Le 


are a AT (x La *—_2acos2x). 


Développant ensuite les deux membres par les formules: des art., r et 63, 
on aura entre les coefliciens d’un même cosinus l’équation générale À, — 


a = — ; on aura donc (4 cs Th = 


( "s ) à P(A,—#k): Prenant les logarithmes de chaque membre et mettant 
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au lieu de log P(A, — k) sa valeur dormée | PE la formule (Gi 7), on aura 
log À, — Mr (k où 1)log Û AT b— log Le — te 


(10) sp LL Æ+D mm OU EE Die 
pire DO ES F;; 1) à GT — dau! 


Quant au signe du coëfliéient A;,Til sera dr a celui de) la quantité 
a TX. duo el tiens. ersratsb r9 D. 290.970 ar1q à 


LA fps cette formule à la secte de k Ron Localité 


# 


E'c=fdx (1 —_c° sin 131 ‘cette quantité étant représentée par = = A,, nous 


ayons déja trouvé pour À, la valeur approchée. 


RS 2 


alt De 90276 A ét 


laquelle résulte” de: la supposition n—0;htet nous avons fait voir (art. 6,) 
que la correction ‘à appliquer: à à cette! valeur est — 2 A, où =—"2 A, Faisant 
doncA=# ," cb=08, ant, ke ET ET ip 7), 
on trouvera par la: formule précédente ds A,=4. 7271088; et parce que | 
at T (rest négatif, il faudra:que À, :soit négatif; on ‘aura Lise: À; = — 


F 


0:00000 85347) ce qui donne a valeur corrigée 2 svuort no De w SD 


r20 (1 FE 0! 1TY: EI) ONICETT STE EY ID 
— î 


mo Ar Ms À 0. 90277 He pes ini 2 DES 
lé dnes qui n’est en. erreur |que d’une: unité. dc Air du; 9°. El C est 
déjà. un: assez grand. degré, d’approximation., obtenu en. divisant én deux 
parties € égales seulement a base + 7 de l’espace qu il faut .Guarrer, et mesu- - 
rant Tes rite trapèzes sante qui en résultent comme s'ils étaient rec= 
tiligness Onchneoït .dès lorsqu'une! approximation ja hi is 


résultera de la En n + 4; liquelle donne °°: 
na DH6M] + 4 Mio? 90277 99272 355788 | pu th 07 


La correction qu’ Al faut appliquer à cette valeur étant tte représen- 
tee par — 2. on Ja calculera par la formule précédente, en faisant 
a =8, et conservant les autres valeurs de b, a, k et T(—4). Il en. résul- 
tera. de A0. 4305944. d'où ‘An 0, 00000 00002 723074; : et: la 
valeur € corrigée ( ’ 


RCEOIBS Mr) =, 00277 00277 ‘Ha1881 : 1 1@ à 3) M 4 


valeur qui ne diffère dé'la véritable “ d’une demi-unité décimäle” du ps 
torzièmie rang. | 20 RE JUL ri 


92: Si ôn veut'appliquer de semblables corrections aux valeurs el M dé} 


SECTION Hi. 587 


trouvées pour ‘la fonction coiplète F'é 2 ji dx (ic ins ay" il fau- 
Aa PRE 8,a—=2}, CHAN TE y ur x pds: 
La) première Spa RE de M wlaitéer pour le”tas' de n = 3 ,"'est 


M=—1.11465 76504 ; faisant donc A—on= À, On aura par là PAU 
précédente 105 AS . 668038 : : jet Puisque AT(=— À) est positif, A, le < sera 
aussi, > ét oi + atira AGE =: 00004 65625 ; ; ce qui (IPARE 14 Valeur coigée 


MA. 11456 4508, : 


: : .: 3 
}i Lys 1 


hatelle n est en erreur que de 2-unités décimales. di 8° ordre, ia dr 
NASA trouvée pour M, savoir : 


DD D SU Pig DE QU Y 1456 24076 8138565: 


suppose 2 45; dans ce. cas, la corretion RÂa = 0100000! oDtoit 97979 
et la- valeur  ROrgÉ vol pe obus es M Sir" tnob'30. À 


4 M: vus r2 À, x — 1 “ 456 44874: 84006, . o18 433 .x = MG 
Te n Pest en erreur que d’une unité. décimale .du. 13%ordré.. 


73. On vOiE, par ces exemples, que l'effet de la: coïréétiont est Hon-3éulé2 
ment:dé :déterminer le nombrede: décimales exactes 'qii se trouveñt dans 
la valeur de M:ou dans cellé” de N,, 3 ais etitoré d’ên ajouter cinq Où six 
de plus;-ce qui donnera-un résultat aussi exact ‘qu’onvoudra ;/ en: prénant 
une valeur convenable delz. Quañd'oni calculé! ta fois: les’ deûk djuantités M 
et N, le milieu pris entre elles approche ‘plus du vrai résultat ( que l’une des 
deux augmentée ou diminuée :dé- la : M 103 , mais cet avantage ne 
s'obtient que par un, calcul plus long... , 


33 HOLÉSHpS 93399 JTSI0N9 IS 

74: On trouve dans les Œivrés de jé Bernoulli (y un théorème pr 
calculer par approximation le rayon du cercle égal en circonférence à une 
ellipse donnée. Ce théorème fort remarquable comduit aux mêmes valeurs de 
M et N que donnent les précédentes formules, en prenant pour Zun terme de 
la progression 2, 4, 8 : 16, etc., ce qui permet, ‘de déterminer géométriques 
ment toutes les quantités V (rc? SE x) € done se composent les valeurs 
de Met N. sp | | 

Ÿ Jean Bernoulli n’a point, doriné Ja démonsiration.de son théorème ; il a 
indiqué seulement la construction géométrique qui en est la base et par 


laquelle” n° peut obtenir, la, valeur ‘8 'approchée’ de ‘là éirconférentce de 


fa (no 


té O0 À CES L | mme hu (1 Yybe pere À oi )1 b 


| « t 
<(°) Joh. Bernoulli Opera. Tomi1,tpage Ah == 2 


PI. III, 
fig. A. 
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toute courbe. ovale, partagée comme l’ellipse,, en quatre parties égales et 
semblables par deux axes rectangulaires. Cette construction s'exécute au 
moyen d’un mouvement continu. que l’auteur appelle motus RÉRÉOT PS et 
dont il détaille les propriétés. 

Nous avions pensé d’abord. à ana ici lasssi du three de Jéñh 
Bernoulli, considéré dans-sa plus grande généralité ; mais nous avons bien- 
tôt reconnu que cette analyse deviendrait inutile, parce que le résultat au- 
quel elle conduit n’est qu "un cas particulier sn proposition générale 
qui sera démontrée ci-après d'une manière beaucoup plus simple. 


UT. Moyen d'exprimer toute intégrale proposée par un arc de courbe. 
hé Prune RL CHILESTORE: PrOD! P 


75. Soit s‘la longueur de l’arc de courbe AM dont l'origine est fixée au 
point À et dont l'extrémité M est déterminée par les Dsl GS) 


PM=7y. Cet arc, .dont l'expression ordinairé est dx y/ (x Eu “ 7), peut 


être exprimé parune autre formule qui jouit de Was avantages particuliers 
etique nous allons faire connaître. ! 

Si du pont GC, centre des coordonnées, on mêne CZ nerpeurHé nie sur 
la iangente au point M, et qu’on prenne pour! nouvelles variables CZ — = p 
et l'angle TMPæy, on aura l'angle PCZ=u et GZ=p=CM cos (u—MCP); 
développant le second membre.et mettant au.lieu de CM cos MCP et 
CM sin MCP leurs valeurs æ et y, on aura 


PE=R008 je 7 sin pe: 


Différenciant cette équation et observant qu’on a à dx = — ds sin h et 
gs ds ‘cos 5 al: viendra 5 01 AO 


'JILO (9 ‘dp 
RE cos = À sin BH. 


Au moyen'dé ces équations > on obtient les VAIUES de x et ba exprimées en 


fonctions dé p et de b, Savoir : 


1 | ae = p cos W — = 4 sin Be, ) 
11 


modes: DU MCE) mt A 


CELA 


née dE je Ze se nn et en us 
s = fpdpitt Æ const. : 1 ihogantt ot. (ra) 
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C’est l'expression de l'arc s dans laquelle il faudra substituer la valeur de 
p en fonction de kw. 


76. Cette valeur peut se déduire de l'équation donnée entre les coordon- 
# d 0 ? ; . . , . d. 
nées æ et y, combinée avec l'équation différentielle . —=—cotn, dont le 


premier membre est une fonction connue de æ et y. En effet, on peut sup- 
poser que ces équations donnent les valeurs de x et y exprimées en fonction 
de tang a ; ensuite l'équation p=—x cos +7 sin pe fera connaître la valeur 
de p en fonction de sin get cos y. 

On peut remarquer que si l'équation entre x et y est algébrique; léqua- 
tion entre p, sin et cos JL, sera pareillement algébrique ; mais en général, 
quelle que soit cette équation, si on prend l'intégrale Jpér de manière 


dpo a 
qu’elle s’évanouisse au point A, et que 2 soit la valeur de P en ce même 
| de du 


point, on aura l'arc AM ou s —fpdu + — de. 

77. Cette même formule servira à exprimer. toute intégrale proposée par 
un arc de courbe. 

En.eflet, on peut supposer que cette intégrale -est mise sous la forme 
fpdu, dans laquelle # représente un arc de cercle indéfini dont le rayon 
—1,et p une fonction de Parc w, ou seulement des lignes trigonomé- 
triques sin et cos w. On aura donc l'intégrale cherchée 


al d R 
Jpdu = UE (13) 


Quant à la courbe AMB qui correspond à cette équation, elle est facile à 
décrire au moyen des équations (11) dont les seconds membres sont des 
fonctions connues de l’angle w ou des lignes trigonométriques qui dépen- 
dent de cet angle; et si on élimine g de ces deux équations, on aura, 
sous la forme ordinaire, l’équation entre les coordonnées x et y de la courbe 
dont un arc compris entre des limites données servira à exprimer l’inté- 
= L ka "MERE 

orale /pdu. A1 faut maintenant montrer dans quelques exemples l’usage de 
cette théorie. | 

78. Exemple I. Soit proposée l'intégrale Z = fdu y/(1— c° sin w), 
que nous avons coutume d'exprimer par l'arc d’ellipse E(c, k) compté de’ 
l'extrémité du peut axe. | 

Nous aurons dans ce cas, p = y/(1—c* sin° w), valeur qui AL sub- 
stituée dans les équations (11), donne en faisant b= y{(1— 0), 


PER 93. 


PL, 
fig. 1. 
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cos Es 
mate, pos = LE, Si on élimine # de ces deux équations, on en 
Pie P 


déduira y* = b? (1—x*), c’est l’équation de lellipse rapportée à son grand 
axe. Ainsi en faisant CA — 1 , CB—6, et décrivant sur ces deux demiaxes 
l'ellipse AMB, si on désigne par s l'arc AM compté de l'extrémité du grand 
axe où 4 — 0 jusqu'au point M dont les coordonnées sont x et y, cet arc 
servira à exprimer l'intégrale Z, de sorte qu’on aura Z ou 


Fe, Ljur es ; Es Sés Hi sine COS Lie (14) 


(1 — c°sin* inc)? 


Cette équation n’est autre chose que le théôrème de Fagnani que nous 
avons donné tom. 1, art. 36. En effet, si on détermine Var BN compté de 
l'extrémité du petit axe, par les coordonnées CQ = sin w, NQ — 2cosx, en 
cos m | 


même temps que l’are AM l’est par les coordonnées CP uni, 
: V/(1 — c°sin (x) 


b?sin 
PME dt RU mi) on aura, en vertu de ce théorème, 


BN=AM-+ Ésnaeee 


(1 — c°sin° x)" 

Ainsi l'application de notre formule conduit dans ce cas à un théorème . 
connu. 

79. Exemple II. Cherchons maintenant la courbe qui par ses arcs peut 


servir à exprimer l'intégrale ZT va 


———"———-;, intégrale que nous avons 
— c° sin? ‘#) | 


coutume de représenter par F(c,w): 
L Miss ; 
IL faut faire dans ce cas p= (1 — c* sin m)7*, cè qui donmera les valeurs 
suivantes des Coordonnées æ et y : 


Tr alta r fab + c COS 244), 
(1 — c°sin 2 a) 
TS = — RE (1 + c° ae 


Gr — €* sin° #)? 


Cette courbe qui appartient au sixième degré et dont la forme se rapproche 
de celle de Pellipse, tant qu’on à c*<+, est la même que nous avons 
déterminée d’une autre manière dans la théorie des fonctions elliptiques. 
chap. VIT; elle donne Z ou 


% _.c* sin 2 cos pe 
Fo;u)=s— 27 Nu No 
(1 — sin)? 
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et la fonction one Fc s', s' étant le quart de la courbe compris de- 
puis & = 0 jusqu’à u— 377. 

Le cas de © = +.est généralement résolu, comme on sait, par la lemnis- 
cate qui n’est que du quatrième degré, et dont les arcs expriment directe- 
ment la fonction F sans addition d’aucune quantité algébrique. La solution 
du même cas déduite de la formule précédente donne une courbe du sixième 
degré dont l’équation est y = c(2 Lai) (1 — x), ou Jar Ir. 
Cette courbe est moins simple que la lemniscate, mais elle a Pavantage d’a- 
voir une figure peu différente de celle de Pelhpse. 


80. Il est très remarquable que notre nouvelle formule conduise si facile- 
ment à la solution d’un problème que nous avons regardé comme fort diffi- 
cile, et qui paraît n’admettre aucune autre solution; celui de trouver une 
courbe algébrique dont les ares représentent généralement la fonction ellip- 
tique de première espèce Fc, 4). 

. En général on voit que toutes les fois que p sera une fonction algébrique de 
sin # et cosg, la courbe dont les arcs servent à exprimer l'intégrale f pd, 
sera aussi une courbe algébrique. Ainsi la quadrature d’une courbe algébri- 
que peut toujours se réduire à la rectification d’une autre courbe algébrique, 
proposition dont l'inverse seulement était connue. 


_8r. Exemple FIT. Soit proposé de trouver la courbe"algébrique dont les 


arcs FR L la fonction elliptique de troisième espèce I(z, cc, m) = 
du 


ü + n sing) (1 — c°sin 5 4)° 
_: 193 

1 suffira de faire p= (1 + n sin)" (1 —c'sin’ pu) *, et la substitution 

de cette valeur dans les Equations (11) donnera les valeurs suivantes des 
coordonnées de cette courbe, où lon a fait y/(r — c*sm NES A. 

RE — oc )sin°u — {cn sin 

x = Gros D + (57 20°) sin°ue À 1 m},. 
sin # 


IEEE Rare [1e — on+(3n—1)(1+c }sinu— 4cnsintu|. 


On aura ensuite pour la fonction E] cette expression 


2n sin PEOSAS c° sin n2 CONS. 
+ nsin Ex) A (1 + nsin n2ge) A ) 
. » me e 21 
et si s' représente le quart de la courbe compris depuis & — 0 Jusqu à 
u—2?7, on aura”la fonction complète IT'(z2, c) = s". 
On trouverait de la même manière la courbe algébrique dont les arcs ser- 


03. - 
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viraient à exprimer , dans le cas des paramètres imaginaires, la double fonc- 
tion de troisième espèce. S 


Z=f——<trs A +B sin° ue. LA) 
a + 26 cos 8 sin u + € sint sint ge” Va—c sin° ge)° 


82. Exemple IF. Soit p=— à sin w tang” H; On aura x= 24 tan L, 
= 3a tan ES a 
T sh COS® 4e 
On déduit de ces valeurs l’équation ax" — # y%; ainsi la courbe dont il 
‘s’agit est la seconde parabole cubique. 
| ab sin p cos pe 


83. Exemple V. Soit p= a cos u+ antenne 


, ONaura, 
‘eh supposant 4° = bc? 
ab° sin° # 


L=a— 2 
(a— c°sin 2) 


ab cos 


——— 


Ve 


(a°— c? sin? »* 4 
He 


Br aÿ 
$S = — ER s— 1 |. 


€ 2 Dhs D NS 
(a*— c° sin° x) 


D'après les valeurs de x et de y, on trouve que l’équation de la courbe 

2 2 # 
peut. être, mise sous la forme Gi + —$ÿ = 1, et alors on voit 
que cette courbe est la développée de l’ellipse. | | 


84. En général, si on prend la valeur de p telle qu'on puisse obtenir 
algébriquement l'intégrale /pdu, l'arc s dont cette intégrale dépend, s’ex- 
primera aussi algébriquement. On produira ainsi une classe infinie de courbes 
rectifiables, comme sont toutes les développées des courbes algébriques. 


d 
Soit alors Jpdu=9, où p=— de on aura pour décrire l une quelconque 


de ces courbes, les équations 
dq ddg . 
x Tr pe PUF SIN L, 
dq … ddg 
| | Tire te EE dede He 
et la longueur d’un de ses arcs sera tab par la formule 


s=j +7 Z + const. 


85. On voit, par ce qui Nip que toute quadrature proposée se ré- 
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duit à la rectification d’un arc de courbe compris’entre deux points don- 
nés, ce qui peut contribuer à simplifier la construction géométrique d’un 
grand nombre de problèmes; car en général on peut obtenir plus faci- 
lement une première valeur approchée d’un arc de courbe dont on a 
l'équation que celle d’une quadrature. Mais s’il s’agit de calculer avec 
beaucoup de.précision la longueur d’un arc de courbe proposé, il convien- 
dra de revenir aux formules du 61, pour déterminer larc s par le moyen 
de l'intégrale fpduw, C’est ce que nous allons développer dans le $ suivant. 


$ IV. Formules pour calculer avec précision la longueur de tout arc de 
courbe proposé. 


86. Soit comme ci-dessus, l’arc AM—s, la perpendiculaire CZ abais- 
.Sée du point fixe C sur la tangente en M —p, l'angle TMP que fait la tan- 
gente avec l’ordonnée MP , = ; on pourra regarder p comme une fonction 
connue de angle & ou des lignes trigonométriques qui déterminent Vangle 
H et faire en conséquence p= F(w). Cela posé, on aura la longueur cher- 
chée | 


d dpo 
s = /pdu + D TT D» 


lintégrale /pdu étant prise de manière qu’elle s’évanouisse au point A. 
Cette formule se simplifie en supposant que l’axe, des abscisses. CP, qu’on 
peut prendre arbitrairement, se confond avec la perpendiculaire à la courbe 
menée par le point À, car alors on aura dans ce point w—0o, et 
Po, ce qui donnera s— fpdu+E. | | 
Maintenant, pour avoir la longueur totale AMB = 5", il faut prendre 
l'intégrale fpdu depuis le point À où nous supposons g —o jusqu’au 
point B où nous supposerons  — 0. C’est ce qu’on peut faire au moyen 
des formules du $ 1; elles donnent d’abord, en prenant le nombre entier 
n à volonté, les valeurs approchées /pdu— ôM, fpdu =86N, dans lesquelles 
M est la moyenne entre les 72 quantités suivantes : | 
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et N'est la moyenne entre les z quantités 
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Fig. B. 
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On aura ensuite des valeurs plus exactes de l'intégrale fpdw en:appli- 
quant les corrections nécessaires aux quantités ÊM et ON. | 

87. Mais il faut avant tout examiner le eas particulier où nous avons 
déjà fait observer que le calcul m'indique aucune correction , ce qui ne 
veut pas dire que la correction est nulle, mais que les quantités OM et ON 
approchent LÉAUCOUD de la vraie valeur de P intégrale fpdu; qu’elles en 
approchent à peu près également l’une en plus, Pautre en moins; que le 
milieu pris entre ces deb quantités donnera environ deux fois Hibs de 
chiffres significatifs exacts que l’une des deux séparément; qu’enfin, après 
Pessai fait sur des valeurs assez petites de 7, qui feront voir combien de 
décimales exactes on tire, soit des valeurs om et ÛN prises séparément , 
soit de leur moyenne (EM ON), on sera à portée de juger quelle est 
définitivement la valeur qu’on doit re à 2 pour obtenir tel degré. d’ap- 
proximation qu’on voudra. | 


dp 
. Dans ce même cas, les quantités 2 _ ét DE = sont nulles j dé doute que 


Vaxo entier s! s’exprimera par l'une des “ac valeurs ÊM et ON , on plus 
exactement par le milieu pris entre elles. 


88. Ces résultats s’appliquent immédiatèment à toutes les courbes ovales 
qui comme lellipse ont la propriété d’être partagées en quatre par ties égales 
et semblables’ par deux axes rectangulaires, qui sont en même temps per- 
pendiculaires à la courbe.” | 


Alors, en faisant Ü— 17, le quart d’une telle courbe sera exprimé par 
— = M ou — = N, en calculant M ou N .d'après une valeur den qui réponde 


au degré a approximation qu’on veut obtenir. din le caleul donne : immé- 
diatement par les quantités M ou N, le rayon du cercle égal « en CIrcon férence 
à la courbe proposée, 


Il ne s’agit dans chaque cas que de cher cher la AE p ou Fu qui repré- 
sente la perpendiculaire menée du centre sur la Llangente au point où l'angle 
que fait cette tangente avec l’axe des ordonnées est 4. Avec cette fonction 
Fu on formera ki n quantités dont la moyenne désignée par M ou par N 
sera la valeur du rayon cherché. 


Telle est la proposition générale dont nous avons parlé dans l’art. 74; elle 
comprend comme cas particuliers, non seulement le théorème de Jean Ber- 
noulli sur la circonférence de l’ellipse , mais encore tous les théorèmes sem- 
blables qu’on pourrait déduire de la considération du motus reptorius de 


SECTION Al. 505 


cet auteur, appliquée aux courbes composées de quatre parties égales ct 
‘comme l’ellipse; théorèmes qui sont limités par ce genre de: construction 
au Cas où 7, est une, puissance de 2, mais qui, suivant notre proposition , 
auraient lieu également pour toute sir du nombre entier n. 


80. Nous MEcvérons encore que la LE à P(A, k), considérée dans la 
section I, sous le nom de P(A, #7), a pour expression générale. .... 


d 2. 
2f G AO LA e 3 LU celte intégrale, étant prise .depuis-wæ=0 jusqu’à 


= :7. Or, ä d après là valeur p=F fe PATES 


PR? ON CON 
: + rt . 
1 + a°— 24 cos 2)? 


struit une courbe qui paï ses arcs serve à exprimer lintégrale fpdp, cette 
courbe séra composée, comme l'ellipse, de quatre-partres égales étsemblables ; 


de sorte qu on'aura entre:les limites assignées fpdu= © - M où /pduw=# ss 


etpar suite PCA, E)=M, où P(X, Æ}=N, où plus exactément P(X, BEMEN, 


Ainsi, la fonction P(A, Æ) dont nous avons développé les propriétés , 
se rapporte au cas le plus simple des FE el sa détermination ne 
dépend que des quantités M et N, qu'on peut former immédiatement au 
moyen de la fonction p=F(u) et du nombre Fe n pris arbitrairement. 


d’° 
Il en serait de même des cocfliciens. différentiel Æx ? 2ÙC. , qu’on déter- 
minera semblablement après avoir mis sé du sous pe forme - = f pda. 


go. On peut remarquer enfin que le résultat trouvé. pour les courbes 
ovales composées de quatre secteurs à angle droit, égaux entre eux et pla- 
cés symétriquement autour des axes communs, s end à une infinité d’autres 
courbes composées d’un même secteur qui se répète un certain nombre de 
fois dans des positions alternatives. Soit 6 l’angle de ce secteur; si 8 est 
commensurable avec Pangle droit, la courbe rentrera sur elle-même après 
une ou plusieurs révolutions autour du centre commun de tous les sec- 
teurs ; mais si 6 n’est pas commensurable avec l’angle droit, la courbe fera 
une infinité de révolutions autour de son centre. Dans tous les cas, Parc 
de courbe qui termine le secteur dont l'angle est 8, a pour valeur la quan- 
tité M ou ON, c’est-à-dire, qu'il est égal en longueur à l’arc du secteur cir- 
culaire dont l’angle est À et qui a pour rayon la valeur de M ou de N 
donnée dans l’art 85. En vertu de cette observation, notre théorème se trouve 
appliqué à un système infini de courbes, dont les ovales, à quatre parties 
égales, ne sont qu’un cas particulier. 


Fig. B. 


596 APPENDICE, | 

91. Si nous revenons maintenant à la détermination générale de larés' 
dont les limites pee ee pm — 0 jusqu’à w—0, nous verrons qu'il 
suffit d'ajouter le terme à la valeur de fpdu ou fFdu, donnée dans 


l'art. 59. On aura res pour cet objet les des formules suivantes dans 
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lesquelles ©, Lo eV 


dF wo dF ni [é ge AR 


1 ON dE, etre dE. met. /d'Er 0 ;dtFo 
one APE CINE ide 7 3760 74 as) 


\ DÉLOOÏEUEÉ AONITT QUE {15 U21109 
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rayon vecteur CB ést perpendiculaire sur-la courbes au point B; comme le 
rayon. vecteur CA, Vest au point A. Or, cette, RER est toujours facile 
à remplir, parce qu’on peut prendre pour centre des coordonnées, l'in- 
tersection. des deux perpendiculaires à à l'arc AMB, menées par ses deux 
extrémités À et tB. Alors on aura les valeurs corrigées haie: 
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1eBRUeH ES burrän être PU Edes a tel den fret qu'on ie a, en 
prenant © assez petit ou ni assez grand pour que le terme suivant dé Ja 
correction soit it négligeable... ne 
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